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BULLETIN 


SOCIÉTÉ  MATHÉMATIQUE  DE  FRANCE 


SUR  DIVERSES  QUESTIONS  DE  CALCUL  FONCTIONNEL  (J); 
Par  m.   R.   Gâteaux. 


r'i!i:Mii:ii  iMk.muhïe. 

Sur  les  fonctionnelles  continues  et  les  fonctionnelles  analytiques  (-). 

Rappel  de  quelques  définitions  et  PROpniÉTÉs. 

1.  Fonctionnelle.  —  Soil  l'ensemble  ù  des  fonctions  tutelles 
z(cf.).,  continues  pour  o<a<i,  et  telles  que  V^:;<B.  A  toute 
fonction  z  de  Q  nous  faisons  correspondre  un  nombre  réel  U(::), 
(jui  est  dit  une  fonctionnelle  de  :;,  définie  dans  le  clianip  il. 

L  (5)  est  dite  continue  au  point  ^o(*  )>  si,  étani  donné  £  ^  o, 
(Ml  peut  déterminer  t\  tel  que  \z  —  ~ol  <C  1  entraîne 

|U(3)—  U(5o)l<- 

Si  L  [z)  est  continue  en  t<mt  point  z  de  Q,  elle  est  dite  continue 
dans  ii,  mais  en  général  elle  n^est  pas  vniforniémcnt  continue 
clans  il. 

!2.  Ensemble  compact  de  fonctions  continues.  —  C'est  \\\\ 
enseudile  K  tel  que,  de  toute  infinité  de  fonctions  de  E,  on  peut 


(')  Ce  (|iii  siiil  sous  ce  lilir  (onslituo  la  liit  de  la  puliln  alioii  des  papiers  de 
15.  ijalcaux,  que  nous  avons  coiiimencée  dans  le  précédent  volume  de  ce  Bulletin. 

(l>aul  LiVY.) 

(-)  Un  résuiiK;  de  ci-  .Mémoire  a  été  piéscnté  à  l'\cadémie  des  Sciences  le 
'1  août  ii)i3. 
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extraire   une   suite   d(;   fonctions   tendani    iinif'ornirment  ver>   une 
fonction  limile,  appartenant  ou  non  à  E. 

On  (iéinonlre  qu'un  tel  ensemble  E  de  fonctions  ^(  ai  (délinies 
pour  o^ali)  est  un  ensemble  de  fonctions  hor/ires  dans  son 
ensemble  et  égalenienl  continues  ;  c'esl-à-dire  qu'étant  donne 
£  >>  G,  on  peut  déterminer  Tj,  le  même  pou  f  tonte  Jonction  r  <:/cE. 
tel  que  |  a,  —  ao]  ■<  Tj  entraîne  |  -(a^)  —  z(  a,  )  |  <;  s. 

3.  Thkoukme.  —  Une  fonctionnelle  continue  dans  il  est  uni- 
Jormètnenl  continue  en  tous  les  points  cV  un  ensemble  compact  E, 
extrcdt  deQ.\  c'est-à-dire  qu'à  tout  nombre  positifs  on  peut  faire 
correspondre  ■r\  tel  que  |  ^  —  ^  |  "^  '"i  entraîne  |  L(^')  —  l^  (^)|  <  £■> 
z  étant  une  Jonction  quelconque  de  E,  r'  une  Jonction  quel- 
conque de  il. 

En  elïel,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  ])ourralt  trouver  i  ,-  o.  et 
pour  chaque  valeur  de  n  deux  fonctions  z„  de  E  et  z'^  de  ti  telles 

que  I  z„  --  ::,',  |  •      -  et  |  l' (:;„)  —  U(;^,)|  '   ■  z.  Mais  \\  est  c(»nq)acl  : 

de  la  suite  ;,  .  .  .  z,,  on  peut  extraire  une  suite  convergeant  unifor- 
mément vers  une  ionclion  limite  ^  Oii  jM'iit  supposer  celle  suite 

extraite    et    z-^  .  .  .  Zn  .  -  •    tendant   vers   ^.   Or    |  ^,2  —  z,^  |  --:;  — ;    la 

suite  z^..  .z„  .  .  .  tend  donc  aussi  uniformément  vers  ^.  l   iz„)  et 
U(-s^,  )  tendent  \érs  lJ(Ç).  On  ne  peut  donc  avoir  toujours 

|U(-„)-l)C5'„)|>z.  c.  y.  V.  1). 

-4.  TnÉoRÎCMi:.  —  Une  fonctionnelle  l  (  z)  continue  dans  ii  est 
bornée  dans  tout  ensemble  compact  extrait  de  Q  {*  \. 

I.  —    Ri:PnKSENTATION    d'une    l-OXCTIO.NNELLE   rO>TINUl!:. 

o.  Ih'prrsentatio/i  par  la  li/nite  /}our  />  Infini  d'un  polynôme 
à  n  variables.  —  Extrayons  de  li  un  ensemble  de  foncti(»ns  J^^"'. 
L'ne  f()n(;lion  "Q"^  est  représentée  j)ar  la  lii^ne  brisée  de  la  (!f;ure. 


(')  Ce  llirorctnc  est  iMJoulc  en  m;irs;c  du  mariusiril  cl  s;i  (It-iiioiish-aliiin 
Hiiini|ue.  Le  iccleiir  la  rcconsliluera  aisriiienl  en  s"inspiraiit  df  la  riu'liiodc  de 
déinonslialion  du  lliéorème  préci'dcul.  (  1'.  I>.) 


3  — 


■donl  le  premier  eùlé  esl  parallèle  à  Oa.  Elle  ol  (léleiininée  (juand 

^)n  se  donne  les  valeurs  ^, .  w.,  ....  Z,,  p(jur  a  =  -,  —,  •  •  • ,  i . 

"       "  ■    '  /i    II 

Fis.   I. 


0      12    3 
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Si  U(^)  est  une  fonctionnelle  réelle  continue  dans  Q,  on  a 
alors  l  (JI/i)  =  M,;(^i,  ...,  w„  ),  u,i  étant  une  lonclion  réelle,  con- 
tinue par  rapport  à  l'ensemble  de  ses  variables. 

Soit  maintenant  5 (a)  une  fonction  quelconque  de  Q  ;  r,,  ...,  :■„ 
ses  valeurs   quand  a  prend  des  valeurs   quel('On(ju('>   apparlenanl 

aux  intervalles  (  o.  -  |>  •  •  • 


5      1 


6.  Tni;oui:\iE.  —  Je  dis  r/ue  l  on  (t 

[}(:■)=  liin  u„(  Zi,  .  .  .  z„), 

n  —  X 

et  que  de  plus  la  co/n^e?'gence  rsl  un/'for/iie  dans  loiil  ensemble, 
compact  de  1  onctions  continues. 

•    \'A\    ellet,    soil  V.  un    ensemble    compati    de    (onclums    ;.    iùaul 
donné  s  "^^  o,  je  puis  déterminer  r,  tel  que  \z' —  z  1 1<  r^  entraîne 

|U(^')-U(^)|<E, 

3  ('lant  une  IducIiom  (pieleonipie  de  l",  el  z'  une  lonclinu  quel»  iintpn 
(le  il  (  llH'oréme  I  ). 

{.es    fondions    ^    de     \\    elanl     éi^alemeul     e(iuliniie>,    je     piii> 
trouver  N   tel   que    pour  r,        IN    roscillalion   de   toute   fonctinu   r 

dans  elwKiue  iiilei\iille  (  —, )  suit  -r  -•  Je  considère  alors  la 

1  V  II        «     /  'i- 

fonction  '^^"'>  dt'liuie  par  :;, z,,^  \aleurs  île  ci  -y.  i  daii»  les  iiiier- 


^  A  — 

valles  (  o    -V  —  (  '^  ~~  \  I  ).  Il  est  facile  de  vrrifier  que  Ion  ii 

\    '  nj  \     n  / 

|Ç'"Va)-^-(a)l<r.. 
Alors 

|U(:"")-U(2)1<^- 

Mais  Ui^f"'  )=  ««(^1,  •  .  -,  =■!,)■  Donc  a,,  converfie  uniformément 
vers  l  (5)  clans  l'enscinble  compact  E.  c.  q.  f.  n. 

7.  I)'aur«'s  le  tlu'-orrme  de  Weierstrass,  «„  étant  continue  par 
rapport  à  l'ensemlde  de  ses  \ariables,  o/i  peut  trouver  un  poly- 
nôme pniZi,  •••!  ~-n)  de  degré  m,,  tel  que  \uu—  pn\<^n 
(s,,  donné  tendant  vers  zéro  avec  -^  j  ;  p,i  converge  donc  vers  l  (:;  ) 
dcins  les  mêmes  conditions  que  u„. 

8.  Représentation  par  la  limite  d'une  somme  cV intégrales 
(résultat  obtenu  par  une  autre  voie  par  M.  Fréehet.  —  Reprenons  : 

p„('-i:  •••i^h)  converge  uniformément  vers  \->(z-)  dans  toul 
ensemble  (•om])act  de  fonctions  continues;  5,,...,  r„  sont  des 
\al«'urs  quelconques  de  c  dans  les  intervalles 


o,  —  ))    •  •  •  5 


On  peut  prendre  pour  ^,,  ...,  s«  les  valeurs  moyennes  de  z 
dans  chaque  intervalle;  plus  généralement,  rt«(a)  étant  une 
fonction  positive  ou  nulle  telle  que 

I' 

a „(  a  )  ^a  =  1 . 


on  peut  prendre 


r 


pli 


7>-i 


I  )é\  ('lop|)ous  p,,  : 

p„  =  a  '\-  Iji  Zi+  .  .  .  -.'  h 

Termes  du  premier  d('i;ré  : 


Il  "Il 


bi    j     a„(  rx)  z(yi}d'x -h.  .  .  ^^  l>„    1       <r/„(a  j  >-(  a  1  </-/  =  /     B{y.)z{a) 


doL, 


—  5  — 
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en  posant  B(a)  =z  hpUni^v.)  dans  (  '- ,  —  I-  On  jx-iil  profiler  de 

rindétermination  de  (in.i'J.)  pour  rendre  B(a)  continue:  il  suflit  de 

prendre  a„{'j.\  continue,  nulle  pour  a==  — ,  ■  ■  •  ^ 

'  ^    '  '  Il  n 

De  même  les  termes  de  degré  ^  donnent  une  intégrale  d'ordre  q 
j     ...   I     G('a,,   .  .  .,  y.r,)  z(ixi)  .  .  .  z{'Xrf)d7.i.  .  .  d7.,f. 

la  fonction  C  étant  continue  à  cause  des  hypothèses  laites  sur  «„(a). 
En  permutant  les  a  de  toutes  les  façons  possibles,  on  obtient  r/\ 
intégrales  égales  à  la  précédente.  En  en  prenant  la  moyenne,  on 
obtient  une.  intégrale  de  même  forme  dans  laquelle  la  fonction  (  1 
est  symétrique. 

Finalement,  en  posant 


ai)  doL, 


on  a 

^0 


-(- 


/     •  •  •   /     ^^n.w„{y-\,  .  .  .,  a„,„)  ;(''/,)...  z(y.,„„)  d%i  .  .  .  d'j.,,,,,, 


les  Krt^,-  étant  des  fonctions  continues  syni<'-l)iqiirs.  On  pourrait 
m(''me  les  rem|)h»cer  par  des  polynômes.  On  aurait  alois 

Rn  résumé. 

\J(  z)  =  liin  />„(-!,   .  .  .,  z„)  =  \\m  L„(c), 

la  conK'ev^encc  étant  uniforme  dans  tout  ensemble  compact  de 
fonctions  continues. 

\).  Remarque.  Si  l'on  n'avait  pas  A.  ^  z  <  Y^.  on  opérerait 
<'onime  j)récédemment,  en  employant  poui- eahuier />„  (  :;,,  ....  z„) 
et  ll„(3)  les  fonctions  z  eoui|)rises  eutre        //  et  -\- n . 

10.  ('as  d' une  fonctionnelle  continue  de  plusieurs  fo/tctions 
indi'-pendantes.  —-  .Soient  pai-  exeuiph^  h's  l'ouclions  c(a)  cl  /(  ai. 


—  6  — 

(o  1;  7.  ;^  I ,  A  _  ;•  S  B,  A  ;^  i  ^  B)  et  l  (;.  ^)  une  fonctionnelle  continue 
par  lapporl  à  l'ensenihle  des  variables  c,  t.  On  a  de  même 

l](::,  t)  =  \\\\\  p„(  z-i,   .  .  .,  :■„;  ti.   .  .  .,  t„), 

n  —  ^ 

p„  étant  un  polynôme  de  degré  /•„  par  rapport  à  C| v„  el  de 

degré  s,i  par  rapport  à  ^j ,  , . . ,  /„  : 

U(.T,  /)=  li.n  y   /    ...  /    K„,,.,.v(^-i,  •••.  v:  ?.,  ...,  ^.) 

X  ,3(aj  )  .  .  .  z(y.r)  t{<^r)...ti^,)dy.y...  (h.,.  rf[i,  .  .  .  rfp,, 

/•  variant  de  o  à  /•«,  ,v  de  o  à  .9,,,  K,,,/,ç  étant  une  fonction  continue 
et  sjnjélrique  ou  un  polynôme.  La  convergence  est  uniforme 
quand  ^,  /  appartient  à  un  ensemble  compact. 

Tout  ceci  s'étend  sans  difficulté  au  cas  où  z^  t  sont  des  fonctions 

:;  (a, ,  .  .  . .  7.//),  ^(ai .  .  .  . ,  a^^)  de  plusieurs  variables  indépendantes. 

II.  —  Fonctionnelles  d'ordre  entier. 

11.  DéfiniLion  fonctionnelle  d' un  polynôme  réel  de  variables 
réelles.  —  M.  Frécliet  en  a  donné  la  définition  suivante  : 
soit  k(^i,  .  .  . ,  z-p)  que  je  note  u^z)  une  fonction  réelle  continue 
par  rapport  à  l'ensemble  des  variables  réelles  C|,  ...,^^,.  [Rési- 
gnons [)ar  r-f',  .  .  .,  ^^"',  n  systèmes  de  valeurs  des  variables  z. 
Posons 

\nll  =  u{z^^'  +  ...+  s'"')— 2  «(;"■.'  ^-.  .  .-H  3<<"-.') 

n  — 1 

n-i  i 

Exemple  :  soit  n{z)  nue  fonction  d'une  \arial)le  réelle:  on  a 

A;,;«  =  t/,  (  .r  -{- jK  -:-  z)  —  u{y  -^-  z)  —  ni  z  +  x)  —  u{x  -\- y) 

H-  ii(x)  -+-  uiy)  -■-  u{z)  —  //  (o). 

Dans  la  formule  générale,  le  signi^  V  indique  (ju'ou  doit  faire 

K 

la  somme  de  tous  les  termes  obtenus  en  rem|)laçanl  <,,  .  .  . ,  /k  Y"^^ 
y\\\c  combinaison  quelconque  des  n  |>remiers  noml^res  entie»"S  R 
àK. 


On  détaonlrc  que  si  l'on  a  A„_j_,  ?/ ^ee^  o,  A„  «  r^  o,  u  est  un 
polynôme  de  degré  n  pai-  î'apport  à  l'ensemble  des  variables 

l!^.  Définition  d'une  fonctionnelle  réelle  d'ordre  entier 
(V une  fonction  réelle.  —  l*ar  analogie,  L(:;),  foucllounelle  réelle 
conlinuc  par  rapport  à  la  fonction  réelle  ;,  sera  à'xUi  fonclionnelle 
d^ ordre  entier  «,  si 

A„+.iU  —  o,         A„l    2s  o. 

Dans  l'expression  de  A„l.>  c^'^,  ...,  :;  "'  représcnleni  cliaciin. 
non  plus  un  système  de  valeurs,  mais  une  fonction  ::. 

Nous  nous  [)roposons  maintenant  délendie  ces  notions  au  cliainj) 
complexe. 

13.  Définition  fonctionnelle  d'un  polynôme  de  variables 
complexes.  —  Si  ;, Zj,  sont  complexes,  les  propriétés  indi- 
quées n"  11  ne  suflisent  pas  pour  que  u  soil  un  polvnome.  Par 
exemple,  la  fonction  d'une  variable  c''\(^)  (partie  réelle  de  z  )  est 
continue,  \éri(ie  A^.il  ^^  o,  A,,'i\^o.  Cependant  ce  n'est  pas  un 
|)oljnome  du  premier  degré. 

\ous  caractérisons  le  j)olvnome  ;i'(-:::|,  ....  z-p)  ywv  la  propriété 
suivante  : 

l  ui';()ii  i:MK.  —  Soit  la  fonction  uiz,,  ...,  Zp)  des  variables 
complexes  z^.  ....  Zp\'t.  et  'j.  deux  nombres  complexes.  Si 

est  un  polynôme  de  degré  n  en  A,  [j.  quels  <ju('  soient  z^.  z\,  — 
r^,,  z',,  u  est  un  polynôme  de  degré  n  par  rapp(nt  à  l'ensemble 
des  varia  Ides  c, :;  . 

l'^n  ellct,  soit  j)ar  e\eu)()le  u\x.  y.,  z).  Vav  ln()()tlièse 

u{\x  -i-  [xx\  À.K-+-  l^y\  Xr  H-  [j.z')  =  P,,(À,  \>.). 

Faisons  ic'r=  j-  z=  ;;  1=  o,  ;r  :=  |X  =  i  : 

«(/.,j>'',  3')=  P„(À,  1)         (  itolyiiomc  on  /."l: 

U  est  donc  un  polvnome  par  raj)|)ort  à  cliacunc  do  variaMcs. 
C'est  un  polvnome  en  .r,  y,  ;,  évideuuncnl  de  degré  n. 


14.  Définition  d^ a ?ie  fonctionnelle  complexe  d^ une  fonction 
complexe.  —  Soit  la  fonction  complexe  z [a. )  =z  x {a.)  -^  '.'''(*)  ^<' 
la  variable  réelle  a  délinic  et  continue  pour  o^a^i.  On  peut  la 
repi'ésenter  par  la  courbe  continue  F,  tracée  entre  les  plans  a  =^  o, 
a  =  I ,  rencontrée  en  un  seul  point  par  tout  plan  a  =  const. 

A  toute  fonction  ^,  nous  faisons  correspondre  un  nombre  com- 
plexe 

l,{z)  =\{x,y')^i\\'{x,  y). 

(Continuité  :\z'  —  ^  |  <  Tj  entraîne  |  1/ —  l   |  -^  î  (  mêmes  propriétés 
<pie  dan.s  le  champ  réel). 

lo.  Définition  d\ine  fonctionnelle  d'ordre  entier  d'une 
fonction  complexe.  —  La  fonction  U(;)  sera  dite  d'ordre  entier  n 
si  elle  est  continvie  et  si,  X  et  [j.  étant  deux  nombres  complexes, 
L^X^H-pi^')  est  un  polynôme  de  degré  //  par  i"a[)p(>rt  à  À,  a  quels 
(|ue  soient  z  et  z  . 

Si  ce  polynôme  est  toujours  homogène  cl  de  degré  n.  y  {z)  sera 
dite  liomogène  d^ ordre  n. 

Par  conséquent,  une  fonctionnelle  d'ordre  entier  qui  \éri(ic 

<-st  homogène  d'ordre  n. 

11  est  facile  de  voir  que  ces  définitions  sont  é(piivaicnles  à  celles 
de  M.  Fréchel,  quand  on  se  borne  au  chiuup  réel. 

16.   Décomposition   d^ une  fonctionnelle   (V ordre   entier   en 

fonctionnelles  Jiomogènes  d^ ordre  entier  (d'après  M.  Fréchet). 

Soit  l'(s)  une  fonctionnelle  d'ordre  n.  a  un  nombre  complexe  : 

U  (X  z)=  l]„+  XU,(^)  +. ..+  -A/'U/.C^i  -+-...  +  X''l  „(  ;). 

U;,(:;)  est  dé(iuie   pour  toute  fonction  c.  Je  dis  (prelle  est  d'ordre 
entier. 

Donnons  à  X  les  valeurs  particulières  ),,,   ),.j ">*-//4-i-  Nous 

obtenons  (/i  -f- 1  )  é(juations  en  Do,  . . . ,  l  «(:?)  : 

V^ÇkiZ)  =  Uo+  X^ll,(  :;)-^.  .  .+  Àï  IJ„(  S). 

Uésolvons 
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losA^^A  ne  (lépendanl  que  des  ).,.  (  ^ette  expression  inonUx-  que  L'/,  (o 
est  d'ordre  entier. 
D'autre  part, 

=  U[(X|J.):;]  =  Uo-i-•..+  À/^'J^''U/,(-^)+..., 
d'où 

\Jl,(lj.z)  =  ixPV,,(z). 

r3onc  :  L  y,  (^  c  )  est  homogène  d'ordre  p,  et  l'on  a.  en  faisant  A  =  i , 

17.  Représentation  d' une  fonctionnelle  homogène  d'ordre  p. 
—  La  nictliode  employée  dans  le  cas  d'une  fonctionnelle  continue 
réelle  s'applique  sans  modification  essentielle.  La  ligne  briser 
plane  qui  représente  une  fonction  "Q"^  doit  être  remplacée  par  une 
ligue  brisée  gauche  ayant  ses  sommets  dans  les  plans 

I  a  —  I 

a  =  o,      -,      •  •  •  ,      ,      I. 

n  n 

'C,^"'>  est  déterminée  par  ses  sommets  'Ç^^^  x^-[-iy^.  vj-  •■•i  \ii'- 

.le  dis  que  m„  est  un  polynôme  de  degré  p. 

Je  remarque  que,  si  XS"'>  est  déterminée  par  ^,,  ...,  "C^,,  et  s''"^ 
pai-  J^', ,  . . .,  î^)j,  11  s'ensuit  que  )X"''-|-  [^C^"'  est  déterminée  par 

13one 

Le  premier  me'mbre  est  un  polynôme  homogène  de  degré  p  vu  A,  u. 
Donc  aussi  le  second,  c'est-à-dire  (jue  n„{^^•,  ...,î^,j)  est  un 
polynonu;  de  degré  n  en  1^,,  ....  Zn. 

Soit  maintenant  une  fonction   conlinue    ri  a)  =  j';(a  ; -}- /j(a  i. 

(^)uan(l   y.  (h'-eril    rinlei\alle  (o,  —  )?  z   décrit    (huis   son   ph\u   une 

<M)url)e  {]  contenue  à  rinli'-rieiir  d'un  (M-rch-  I",  de  diiinirlic  ^ 
(voir  n°  ()). 

.Soient  z,  une  \  alciir  «h-  r  inlcr-ieure  à  ce  cciilc  Cj  une  vah-nr  ium- 
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I      ■>. 


logue   quand  a  est  compris  dans   (-'—)•  etc.  Ou  a.  comme  aux 

n"'  6  et  7. 

Up(z)  =  lim  u„(:-i,   .  .  -,  -«), 

Ha  étant  un  |)olynomc  de  degré  p.  la  convergence  étant  uniforme 
dans  tout  ensemble  compact  de  fonctions  continues. 

Si  Ton  re[)i'end   uiaiutenanl  la  fonction   positive  ou  nulle  «„  (a) 

du  n"  8, 

1 

(a)  -1  =    /      a„('J-)  z{ci)  ch. 

«A 

est  le  cenlie  de  gra\ité  de  masses  disposées  sur  (1:  il  csl  hieii  mlc'- 
rieur  à  F,.  On  choisit  de  même  z.^. 

Le  polynôme   ii „   devient   finalement,   en   tenant  compte  de   la 
relation  (a), 

•    0  "0 

On  sait  qu'on  peut  s'arranger  de  fai.on  que  K„  soit  continue  et 
symétricjue.  Donc 

18.    Cas  parlicaUer  :  fonctionnelle  liiwaive.  —  C'e.»l  la  fonc- 
tionnelle d'ordre  t.  Elle  est  continue  et  vérifie 

\  (  A  ;;  -t-  jjL  ;'  ;  =  A  X  -!-  I>  ;i. 

h'aisons  A  ^  i ,  a  ^=  o  " 

U(c)  =  .\, 

et  );  =  o,  y.  =^  1  : 

La  condition  devient 

U(X;  +  ;/^')  =  AU(s)H-aU(^') 
et  l'on  a 

D(:;)=  lim  (a„.i^iH- a„,2Co -+-...+ rt„,„3„)  —  liin     ^     K„(a);(a)rfa. 

K,,  étant  continue.  (iCtte  deinièi'c  expression  est  celle  qu'a  trouvée 
pour  la  preuiière  fois  M.  lladamaid. 
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10.  TniioniiMi:  (  dapiès  M.  I'r(''clit*l  ).  —  Lorsqu  une  suite  de 
fonctionnelles  cPordre  entier  />  :  L  ,  (;  ),  . . .,  L„(z),  . . .  tendent 
rers  une  fonctionnelle  continue  L  (v),  L(^  )  est  d^ordie  entier 
au  plus  égal  à  p. 

11  siiflit  (le  inoulpcr  que  /  (  /..  A  )  <'sl  iiii  polvnoim'  de  degré  1;  />. 

Or 

l  „(),  ;  -4-  À'ô)  =  1'/,  I  À,  X'  )         (polynôme  de  degré  p). 

()uiuid  //  iiu^Mieiite  inilcliaiment,  L'„  (/.:;  H- À  ;  )  lend  \ei'S 

L'{  Ai  ^-  À'^'). 

Donc  1\<  ()>,  a)  Icud  Ncis/  (  A.  a'  i.  Or  11  csl  lacilc  de  moiilrcr  (jiie  la 
liimlc  d'un  poKiiome  de  'X^-'^vv  p  ne  pciil  èlre  qii  un  ixdynoiiie  de 
dei;r<''  1  y>.  c.  o.  k.  d. 

Renuu(ja('s.  —  i  '  Si  les  louclionnelies  l  „( z\  soul  homogènes 
d'ordre  y?,  il  en  esl  de  même  de  Lfis). 

2"  Les  délinitions  et  propriétés  préeédenles  .s  étendent  san> 
diffieulté  aux  fonctionnelles,  d  Ordre  entier,  de  j)lusieurs  fonction^ 
à  lin  nombre  quelconque  de  \arlahles. 

IH.  —  Vaiuatiox  d'cne  i-oxctionnellk. 

20.  Rappel  de  qu<'l([ues  définitions.  —  Prenons  |)ai'  exemple 
la  fonctionnelle  continue  réelle  l  (c'i  de  la  fonction  continue 
réelle  c.  (a  )  (o<  a<  I  ). 

(Considérons  V  {  z  -\-'tA\  i  (  /(  fonction  analo<iue  à  z^.  Sup|)oson> 

(|ue  -^  l  (c -(-Xf  i)  1  existe  (piel  (pie  soll  ^,.  On  rap|)elle  la 
variation  première  de  l  au  point  z  :  ol  iz.  /,).  Cest  une  fonc- 
tionnelle de  ::  et  de  <, .  (piOu  suppose  liahiluellement  linéaire,  eu 
(lia([ue  point   r,  par  rappori  à  /,. 

SI  oL  (^,  /,  )  admet  encoi-e  wne  \arialion  premu'rc  par  rapport 
il  :;,  soit  o-l  (;,  ti.  t-,)  on  dit  que  l  (Z)  admet  au  point  z  une 
variation  seconde,  (pTou  suppose  luihltuellement  linéaire  en  t,. 
Vax  prenant  t  i^-  l.,^^  t .  elle  devient  o- 1  (  r,  t).  liomojiène  et  du 
second  ordre  im  /.  On  a 
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On  définit  de  même  la  \ariation  d'ordre  ii  :   Z"\Jiz.  f)  qu  on 
suppose  hahiluellement  homogène  et  d'ordre  n  en  t.  On  a 


""^'■'>  =  [£;.'"-'^'''>h,- 


Représentation  d'iine  fonctionnelle  réelle  admettant  des  variations. 

21.  Soit  la  fonctionnelle  réelle  U(  5)  de  la  fonction  réelle  ^(a  1 
(o^a^i,  A^^^B).  Supposons  que  U  (^  )  admette  en  tout  point  :: 
une  variation  première  ôU(s,  ^),  que  nous  noierons  \  ( z.  t). 
eonlinuo  par  rappojt  à  l'ensemble  des  \arial)les  ;,  t. 

{]  et  \  sont  alors  uniformément  continues  quand  z-,  t  appar- 
tiennent à  un  ensemble  compact. 

\ous  savons  représenter  U(z)  sous  la  forme 

a\  ec 

''/^(-)=^  y.    f   ■■■    f  IW(ai,   ...,o.r):-(ai)...z(oL,.)d7.r...d'x,.. 

Celte  }-epi'èsenta lion  peut  êlie  c/ioisie  telle  que  la  variation 
(le  CI  (s)  soit  la.  limite  de  la  différentielle  totale  de p„  et  la  limite 
de  la  variation  d'\^„(z). 

22.  Repoitons-nous  n"  8.  Soient  :;,  t  apparlcnanl  à  l'ensemble 
<om[)act  E.  Aous  déterminons  y\  tel  qu<' 

|-'-:.|<rj,  \,'^t\     rr, 

entraîne;,  e  élanl  ai  bitraire, 

H;(,V,_IJ(C)|<£,  \\(z,t')-\{Z..t)\<Z, 

z.  t  appartenant  à  I'.  z\  t'  à  ti. 

Nous  déleiininons  ensuite  N  tel  que,  si  ///^A.  loscillation  de 

toute  fonction  c,  /,  de  1'.  dans  un  intervalle  ( ^  —  )  soit  -.'   -• 

\     /i         n  /  2 

(Considérons  alors  les  fonctions  "C,^"^  définies  par  ;:, z„.  et  t"" 

par  t, /„;  r,,  et  /,^  étant  des  valeurs  de  z{ct),  t  {^)  quand  a.  [j 


apparlienncnl  à  rinicrsallc  f  -^ --,  —  V 

\      n  /i  / 
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Ou  a 

I  ;;("■(«) -^(a)|<:r..  |."(a)_«(a)|<r„ 

{l'où 

1  l.  (  ^t")  )—U{z)\<t,        \\i  ^(«',  -J"))  -  V  (  --,  0  1<  î- 

livaluoiis  V  (r«  ,  Tf«0-  On  a  vu 
Alors.  |)ar  délinilion, 

Pai-  hypotlièsc.  celle  dérivée  existe  quels  que  soienl  ;,,  .  . .,  ;„. 
/i.  ...,  tn  compiis  enlic  A  et  B.  Elle  est  continue  pai'  rapport  à 
l'ensemble  de  ces  variables.  Son  expression  est  donc 

et  l'on  a,  la  con\eioence  étant  uniforme  dans  IruU  ensemble  coui- 
pacl  E. 

V(:;,  0=  'i^«  |(««)r./i  +  --.-i-("«;i„^J- 

Remplaçons  n„{z,,  ...,  Za)  pai-  un  polynoun- /?„  (^i,  ....  z„)  tel 
que,  ^j,  ...,  S//.  ^1 /«  \ariant  dans  (A.  B).  on  ait 

I  'i„  —  Pn  I     C   £«,  I  <^",; ltl>n  \  <  -v,. 

£„  leudaut  vers  zéro  avec  ~,  les  uièmes  conclusions  subsistent. 

n 

!23.    l'.nlin  (ui  a  vu  (pi'en  posani 


/'«^  ;i,  . . . ,  ô„)  S3  Li„(:;). 
Par  consécpu'ul .  en  posant 


(\\  —    I      (I  „{'j.)l(  y.)  (i-j.. 


\\-  I 


--  1/t  — 

on  a 

U''  ;)  =  liin  PiA~-\-,  •  •  •  ;  ;,;  )  =  lim  [j,,  (  c  i, 
rXJ(::,  /)  =  lini  [(/^„)-,  ?i-H.  .  .   -I  pu  •''-„(  n\  =  li">  o(-„(  r.  /). 
avec 

•    0 
H-    /     •••   /     K„,,„„  (a  |.  ...,  a,„„i;(  ai)  ••.-(««;„)  f^><l  ...  ûf'/w,:, 

cl.  eu  supposant  les  K„^,-  svmctriques. 

•    0 

■+- '^'   I        /     \\„^'o(y.i,y.>)''y.i)z{OL.2)dy.idy.,-i-... 

-f- /n,,    /     ...    /      I\„.,„„i3:,,   y,„,,)i{7.i) 

X  :-(yi)  .  .  .  zi  y,„„)dy.i  .  .  .  dy.,„„. 

'24.  Tni:oiu:.\ri:.  —  Etant  donnée  la  fonctionnelle  réelle  \  (  r) 
continue  par  rapport  à  la  fonction  réelle 

si  cette  fond ionnelL^  achnel  </uel  (/ne  s<nl  z  une  rariation  pre- 
mière BU('v,  0.-)  (  V5o;^B)  continue  par  rapport  à  l'ensemble 
des  fonctions  z,  o:;,  cette  variation  première  est  linéaire  en  oz. 

Car  elle  est  continue  par  rapport  à  oc,  cl  c'est  la  limite  de  dp,, 
cl  «le  ol  „(  r,  o::)  (pii  sont  linéaires  par  lapport  à  or. 

25.  Remar(iue.  -  Les  résullals  pi('cc(icnls  s'i'-lendent  sans 
(liffieultc  au  cas  où  \\z)  admet  des  variations  continues  jusqu'à 

l'ordre />,  ou  indélinimenl.  o- 1  ,  ...,  o/'l soni  d'ordres  a.  ..., 

p....  par  raj)p()i"l  à  oz.  dans  les  inènu's  c(»nditions  que  précé- 
demmenl . 

Ils  sont  «'i^alcment  faciles  à  clcndic  au\  ronclionnelles  de 
[)lusleur:5  fonctions  à  un  nombre  (piclcou(pie  de  variables. 
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!26.    Variations  (V une  f onclionnelle  d'ordre  entier.  —  (resL 
la  somme  des  variations  des  fonctionnelles  homogènes  (jiii  la  com- 
posent. Il  suflit  d'étudier  les  variations  d'une  fonctionnelle  liomo- 
j;ène  d'orrlre  entiei". 

(i.  Soit  l  (  ;),  homogène  d'ordre  n.  Il  e>t  naturel  détudier  si  ■> 
variations  à  partir  de  leur  définition  : 

\]{  z  -\-lt)  =  \J''  z)-{- .  .  .^'k'/  A,,{:.,  l)-^.  .  .-T-À"A„(  ;:,  t  ). 

Comme 

■on  a 

M.  Frèchet  montre  que  Ay(;,  t),  par  suiteo'/U(5,  l),  est  homo- 
^'ène,  (l'ordre  n  —  r/  pai'  rapport  à  z,  d^ ordre  q  par  rapport 
à  l. 

Vax  |)arllcidier, 

donc 

o''L(^,  0  =  nWiil). 

b.  Nous  pouvons  donner  une  expression  de  ces  variations  en 
remarquant  que  les  résultats  obtenus  dans  le  cas  d'une  fonctionnelle 
réelle  s'étendent  sans  difficulté  aux  fonclionnelles  complexes 
d'ordre  entier.  On  a 

\}{z)  =   lim  p,„(zi.  ....  z,„) 

=    lini      /     ...    /     k,„(a!|,   ...,-/.„)  c/a,  i  ...;(  a,,)^/-/.,  ...  .-/x,,  : 

/),;,,  polynôme  liomogènc  de  degré  n;  K,„,  fonction  s>  iiifUi(nie  ;  et 
o'/(  t  ;,  ^)  =  lim  d'i p,„  =  lim  '^/llj mi  '•) 

d'i  Pin  ~  {  ——  li~-...~. — —■  t,„  1  (|niissancc  svinl)oli(|ii(' >, 

5'/U„,(;  I  =  </'.    /     ...    /     K,„ia,.   .  .  .,  a„  i/(a,).  .  ./(  a,/) 

«-'i  • 'o 

X  z{'Xr,+x)  .  .  .  c(  a„)  f/x,  .  .  .  ,l-j.„. 


avec 
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27.  Citons  encore  une  propriélé  des  fonctionnelles  d'ordre 
entier,  facile  à  démontrer. 

D'une  fonctionnelle  conliniœ  dans  lui  doinaine  fermé  de 
fonctions  continues,  on  sait  seulement  qu'elle  est  bornée  et  uni- 
formément continue  dans  tout  ensemble  compact  de  fonctions 
continues. 

Une  fonctionnelle  d'ordre  entier  est  bornée  et  uniformément 
('ontinue  dans  tout  ensemble  borné  de  fonctions  continues. 

IV.  —  Fonctionnelles  analytiques. 
A.  —  Dé Jinition  analogue  à  la  définition  de    Weierstrass. 

28.  Définition  (d'après  M.  Fi^échet).  —  Soit  la  fonction 

z{y.)  ~  x{a)-^  iyiy.)         (o^ali), 
et  la  série 

(i)  U(..)  =  Uo+Ui(z)+...+  U„(..)-h..., 

\\n{z)  fonctionnelle  homogène  d'ordre  n. 

Soit  R.(a)  une  fonction  supérieure  à  un  nomi)re  posiiif  fixe. 
Désignons  par  Du  le  domaine  |  ^(a)  |  <^  |  Ra)  |. 

Si  la  série  \J{z)  est  uniformément  convergente  dans  tout 
ensemble  compact  E  extrait  d^un  domaine  Dj^u  (K  constante 
<|uelconque  entre  o  et  i),  nous  dirons  que  U(5)  est  une  fonc- 
tionnelle de  z  holomorphe  dans  D^. 

Conséquence  :  U(:;)  est  continue  dans  D^.  Elle  est  l)f)rnée  et 
uniformément  continue  dans  tout  ensemble  compact  extrait  du 
(b)niaine  fermé  |  ^  |  ^  KR. 

29.  Thi';oiu;me.  —  La  série  des  modules 

d')  |UoK|LI,(.^)l+...+  |U„(z)|+... 

est  uniformemenl  convergente  dans  tout  ensemble  compact  E 
extrait  du  domai/ic  \  z\^  KR. 

a.  Il  suffit  de  montrer  (pie  ses  termes  sont  inférieurs  à  ceux 
d'une  série  convei-gente,  la  même  pour  toute  fonction  z  de  K. 
Pour  cela,  considérons  la  série 

(•>.)  V{lz)  =  Uo-j-Xli,(3)-+-...-i-A"U„(c.)-^..., 
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.série  cnliri'c  en   r  «loiit  le  rayon  de  convergence  esl  déterminé 
par  1^. ^1  <'  F».  Or  |  ~  [  "  KR.  Donc  la  série  convergente  «/o/V/or/ 

M  P'  I  <C  ]7  •  J-e  layoïi  (le  convergence  est  ^  -jt  >>  i . 

Nous  vouloas^un<'liniite  snpérieiire  de  |l]„(:;  )|.  Evaluons  l  „i  zs  : 


:    ll^l 


Soil  lin  cercle  (]  du  |jlan  "/.,  de  centre  O,  de  ravon  /•.  i  <<  /■  <'  — 


,r.,=  _L  /'i!^^>.. 


Admellon^  pour  un  mslant  que  Ton  ail  |  L' (À;  )  1  <^  M,  nond)re 
(ixe  indépendani  (!<•  la  ionclion  ;  de  E  et  du  nond)rc  Asur  C.  Nous 
aurons  alor> 

Ici'iiic  gciicial  d  nue  -cric  c(»iivcrgcntc. 

b.  Reste  à  nionli-cr  (jiie  l'on  a  bien  |l  (À::)|-<M.  11  sullit  de 
prouver  ([iie  rensemlde  E,  des  fonctions  A;  est  compact;  cet 
ensemhh-  étant  evlrait  du  domaine  fermé  [c|f:/KR,  contenu 
dans  Du.  l  sera  bornée  dans  cet  ensemble  E,.  C'est-à-diic  (piil 
suflit  de  [)rouver  que  de  toute  infinité  de  fonctions  À-  on  peut 
(extraire  une  suite  temlant  uniformément  vers  une  fonction  limite. 
D'abord  les  nombres  a,  étant  tous  situés  sur  le  ccrclt'  (",.  ont   au 

moins  un  point  limite  ).'.  On  |)eut  donc  exti-aire  la  >uite  A,  :: , 

/./iZ,/,  .  .  . ,  li'S  \  tendant  vers  )/. 

De  plus,  ::  I ,  ....  :;„,  ...  appartenant  à  K.  nous  pouvons  en 
<'xti"aire   une  suite;  tendant  vers  une  fonction  limite  r',  ou  encore 

supposer  que  c'est  c,,  ...,  ::„,  ...  qui  t<Midenl  vers  z' .  Alors  )m  ^i- 

A„r„.   .  .  .   tendent  uniformément  vei'S  z' .  <:.  <.».  r.  n. 

,'}0.  THiï()ui;Mi:.  —  U(c)  cttuil  une  foiiclionncllc  liolomoi plie 
de  z  dans  le  domaine  D,i  :  |  ^(a)  |  <;  R(a);  A  et  À'  èlani  deux 
/lomhres  complexes;  I  ()wC  +  a'^'  )  est  Une  fonction  de  '/..  /.'  liolo- 
movphe  pour  |  /. ;  -f- a' c'j  <;  R(a  ). 

Car  on  peul  écrire,  en  se  rappelant  la  délinilmii  d  une  ionclion- 


nelle  homogène  d'ordre  entier  : 

p,i^  polynôme  homogène  de  degré  n  par  rapport  à  A,  À  .  Cette  série 
est  uniformément  eonvergente  j)Our  |  ).^ -[- }/^'|  <KR  (^(><::;K<;  i  ). 
car  l'ensemble  \z  -\-V z\  z  et  z'  étant  fixes,  est  compact.  D'après 
un  théorème  de  M.  Painlevé,  b  (X- +  a'^')  est  une  fonelion  holo- 
morphe  de  A,  À.  pour  |). c-|-A'c'|  <^R, 

31.  Rkcipuoquk.  —  Soit  la  fonctionnelle  U(;)  continue 
pour  I  :;  |  <'  R(a)  (domaine  D,;)  ;  si  \]Çhz  +  )/:;')  (a,  a',  nombres 
complexes)  est  holomorphe  en  A,  A'  pour  |  A5-|- a'^'|  «<  R(a), 
U(5)  est  fonctionnelle  liolomoi'phe  de  z(y.)  dans  T)^. 

Prenons  une  fonction  c  lelle  (jue  \z\'S  KR(  a  ),  (  o  •<  K  <  i  V  Par 
hypothèse,  on  |)eut  écrire 

d')  UfXo  =  Uo^>.U,(^)-...^-À«U„(3}^-.... 

On  voit  comme  précédemment  (n"  29,  a)  ijue  le  ravou  de  conver- 
gence de  cette  série  en  )  est  ^.  tt    >  i  .  Pour  ).  =  i , 
o  -  K 

(!)  u(..)  =  1-0-4- u,(0  +  ...H-u„(.;j-f-.:., 

puis 

expression  qui  montre  qu<'  l-«(^)  est  continue  jxir  rapport  à  z. 

De  plus,  si  c  appartient   à  un  ensend^le  compact  K  extrait  du 

domaine   fermé  |:;|<KR,   on   a   connue   précédemment  (n"  !29). 

|U(ac)|<<M,  d"où  |l'„(c)<^  -^>  terme  général  d'une  série  con- 

\ergente,  ce  qui  prouve  cpie  la  séi'ie 

I  Uo|  +  |U,(;^)|-^...+  |U„(;;)| -+-... 

est  uniforméntent  converiienle  dans  \l. 
Enfin 

U[p(Àc  +  X'3')]  =  ïp"U„(/^  +  À'3') 

=  fonelion  liolonioi'plio  de  pX,  pX', 
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c'est-à-dire 

=  P„+pl',fX,  X')-^...+  o''P„(),,  ).')-^..    , 

l*,j,  polvnonie  iioinoj;('-ne  de  dej;ré  n  ;  d'où 

(J„(À:;--1-  '/.' z  )  =  l'„(A,  '/.'}. 

h,i  est  donc  liomo:>ène  d'ordre  n. 

3l2.    Variations  d' une  fonctionnelle  holomorphe.  —  Soit 

U(,.)-llo-^U,(--)^-•..-^U„(..)-4-..., 

holomorphe  dans  D,j.  1 1  r  |  <  R(a)  |, 

U().  c-t-  \'  t)  =  Uo-H  UiO.C-H  À'O  -^-  ••-^U„(À::-H  a'/)  -f-..., 

série  entière  en  X,  a',  eonvergentc  pour  j  a:; -t-X'c'|  ;=  R,  eu  parti- 
eulier  pour  a:=i,).':=o,  si  l'on  suppose  |;|<KR.  Les  séries 
<lérivées  par  rapport  à  a'  convergent  aussi  pour  |À^  +  a'^'|  <^  R.. 
Si  nous  V  faisons  A  =  i,  a'=  o,  nous  obtenons  par  définition  : 

oU(::,  /)=     oUi(s,  0 +•••--    Ô[J„(;,  /,M-..., 


L'intégrale  de  Cauehy  permet  de  montrer  (|uc  les  séries  préeo 
<lentes  sont  iiniformt>-ment  convergentes  quand  c  appartient  à  un 
ensemble  compact  extrait  de  |:;|<KR,  t  à  un  ensemble  (;ompaer 
(pielconquc. 

Les  variations  d'une  fonctionnelle  l^(z)  liolmnorplie  dans 
1  ;  I  <  -A  sont  donc  des  fonctionnelles  holomorplies  de  z, 
I  dans  I  -  I  <!  ;^-- 

Leurs  expressions  montrent  de  plus  (jue  oIj(;,  t)  est  linéaire 
par  rapport  à  /,  ô«l.(s,  l)  homogène  et  d'ordre  n  par  rapport 
/.i  t. 

Enfin,  faisons  ;==(•.  nous  oi)teMon>  (  voir  n°  '2(>,  a  \ 

oUCo,  0=ôU,(o,  0     =U,(Oi 


o''L  (o,  t)  =  o«U„(,o,  O  =  /iHJ„(0, 
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d'où  la  formul»   analogue  à  celle  de  Maelaiiriii 

l    (s)  ==   U(0)  -r-0U(O,    ;)+...-+-   —   0"l"(o.    ;)+..., 


13.  —  Dé /inilion  analogue  à  la  di' finition  de  Caiichy. 

IÎ3.   SoJl  la  i'inction  continue 

z{y.)  —  x{'-j.)  ^  iyit)         (ola;-.i). 

Elle  est  repré^enlée  pai'  une  courbe  continue  T,  tracée  entre 
les  plans  7.:=)),  a  =  i,  rencontrée  en  un  seul  j)oinl  par  tout 
plan  a  =  const. 

Dans  cha([ue  plan  a  =  ao,  (^  o  _  ao  _  i  ),  considérons  \\\\  contour  Ga- 
La  condition  imposée  à  ces  contours  Ca  est  qu'il  existe  une  courbe  V 
perçant  le  plan  de  chaque  contour  en  un  point  intérieur  à  ce 
contou)',  la  plu^  grande  distance  de  ce  |)oint  au  contour  étant 
su])érieur  à  un  nombre  positif  (ixe. 

Cette  condition  est  réalisée  sur  la  (igure  où  les  contours  (l^ 
forment  une  sorte  de  tube. 

S'il  exisie  une  courbe  X  vérifiant  cette  condition,  il  en  existe 

Fis.  .'. 


évidemunnit  une  infinité.  JNous  dirons  que  ces  courbes  l",  et  les 
fonctions  r  qu'elles  représentent,  sont  intérieures  aux  contours  Ca- 

IH.    l)<'-/inilioii.   —   Soit   la    fonctionnelle  L'(;)  conliiuie   dans 
le  chanq)  J)  des  fonctions  ;  intérieures  aux  C^-  Si  en  Ion/  point  :• 
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de  ce  champ  elle  adinel  une  variai  ion.  premit'ir  oljfr,  L  i,  nous 
dirons  quelle  est  liolonwrphe  dans  D. 

35.  Lien  entre  les  deux  définitions  : 

ThéorJ3îe.  -—  Soit  ;;„  une  fonction  de  D,  V\[  y.  l;i  plus  ii,raiul(; 
fonction  ])Ositive  telle  que,  si  |  c(  a)  —  ^0(2'.  )  |  Piv  ?-)•.  -^(a)  appar- 
tienne à  D.  SiXiiz^)  est  holomorphe  dans  D  {deuxième  dèfiul- 
tion),  c'est  une  fonction  holomorphe  (première  définition) 
de  z  —  ::o  dans  \  z  —  ^0 1  <  ï^ (^-)' 

Au  moyen  du  changement  de  variabk;  :;  ^-  ^0=  ^  ,  nous  pouvons 
nous  ramener  au  cas  où  c,,  =  o,  c'est-à-dire  où  Fq  <  Ofncide  avec  (  )a. 
Le  domaine  \z  —  ^o|  C  P»^'  "'-  )  devenu  ]  ■:^  j  <C  R(a  1  est  alors  limité 
par  la  plus  grande  surface  de  révolution  autour  <tc  Oa  intérieure 
aux  contours  Ca. 

Formons  L  (À:3 +)/:;' 1.  (Vest  une  fonclion  de  A,  a'  (pu  admet 
des  dérivées  par  rapport  à  a,  >,',  puiscpie  L  (  :;  )  adm>  t  une  variation 
première.  C'est  donc  une  Jonction  analyti([ue  <le  A.  a',  qui  est 
holomorphe  quand  |  As -(- À  ;']<''.  R.  CiOmme  U(  z)  esl  continue, 
cela  suffit  pour  démontrer  (ju  elle  est  holomorphe  (première  défi- 
nition) en  z  pour  |  z  \  <"'  Pm  a  ). 

I.e  iMémoire  |)rëcédent  e-t  suivi  d'une  fouille  contenant  les  Notes  sui- 
vantes : 

«  Si  \j{z)  est  holomorphe  dans  F,  U(}.  c-  -j-t)  est  li^Iomorphe  ci»  X,  ;jl. 

»  Une  série  uniforuïément  converiienle  de  fonctions  n,^  holomorphe? 
dans  r  est  holomorphe  dans  Y. 

»  Théorèmes  de  Poincaré  et  Voltcna;  du  prolongemenl. 

»  Tliéorème  de  Mittaji-Lefller.  » 

l>u  se  roporlatU  au  Mémoire  sur  les  fonctions  d'une  inlinilé  de  variables 
indépendantes,  déjà  publié  dans  le  présent  l^>ulletin.  on  voit  à  quels  déve- 
loppements CCS  indications  correspondaient  dans  la  pensée  de  l'auteur. 


l)i:(îXii..Mi:  MKMoiiii:. 
Sur  la  représentation  des  fonctionnelles  continues  ('). 

1.    Les  fonctions  s (^a  )  dont  il  sera  (picstioii  ^ont  n  i  (hvs  fouctious 

(')  Un    résume   de   ce    Mémoire  a  été    présenté  à  i.i    R.    Aoc  idtinîa  dci  Limei 
le  3  1  décendjn-  igiS. 


réelles  continues  de  la  variable  réelle  a  (o  <  a ^  i  ).  Nous  désii^ncrons- 
par  D  l'ensemble  de  ces  fondions  telles  que  A^c!^B,  par  Mie 
|»lus  grand  des  nouibres  |  A  |,  |  B  [. 

Nous  désigneron>  par  V^  (':;),  avec  ou  sans  indice,  des  expressions- 
de  la  foi'me 

(a)    ¥(::)=  ko+    V      f    ■■■  f     K/-i'-'-i,  •  .  ■ ,  a/,)c(ai) . .  .  rf''y./,)c?zi  •  •  •  «^''-/.v 

Ko  clauL  une  constante,  K^,  une  fonction  continue  de  a,,  .  .  .,  y.p. 

Soil  U(^)  une  fonctionnelle  définie  et  continue  dans  D.  On 
peut  déterminer  une  suite  d'expressions  \ „{z)  telles  que 

(I)  l''iz)=  lim  V„(z),   . 

Ici  convergence  éteint  uniforme  (Uins  tout  ensemble  compcicL 
extrciit  de  I). 

Ce  théorème  est  analogue  au  llicorènie  de  VVeierstrass  sur  la 
l'eprésenlalion  d'nivc  fonction  continue  coninie  limile  d'une  suite 
de  poh  nomes.  11  a  rt<''  démontré  pai-  M.  Frécliet  {Comptes  rendus, 
i8  janvier  i90(),  )''  février  1909;  /innales  de  l'Ecole  Normale 
supérieure,  mai  1910).  J'en  ai  indiqué  une  démonstration  j)lus 
élémentaire  [Comptes  rendus^  4  ftoûl  i9i->)  (')■ 

Il  peut  être  intéressant  de  posséder  une  repi'ésentation  (1),  la 
(convergence  étant  uniforme  dans  tout  le  donuiine  D.  Le  but  du 
présent  travail  est  de  déterminer  les  conditions  nécessaires  et  >uHi- 
santes  auxcpielles  doit  satisfaire  L  rr)  pour  que  ce  résultat  puisse 
être  obtenu. 

Propriétés  des  expressions  \  \  z): 

12.  'rni'.or.)-;MK  I.  —  Toute  fonctionnelle  \ {z)  est  uniformé- 
ment continue  dans  le  domaine  D. 

Il  suflit  de  démontrer  la  proj)riété  pour  un  des  ternies  de  \  (c). 
.b'  dis  (pTétanl  donné  î  j)Ositif,  je  puis  (b'-lermincr  y,  tel  qni^ 

\z(y.)-t{y.^\<y, 


(')   t^^l  picinit'i'  Mrinoirc  ci-dessu?,  n"  S, 
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cnlraîne 

1^0  '0 

Soit  K  un  nombre  supérieur  à  |  K^i  a,.  .  .  . ,  y.p)  |.  Il  suffit  que 

l'on  ait 

K  >;  max[j(ai  j.  ..  ;('/.,,)  —  /(a,  i.  ..  /(z/,)]  <  =• 

Or  le  inulliplicatcur  de  K  sreril 

z(y.i)...  :-(^,,)  —  :-(y.i)...  :(cip-i)  t(:i,,  ) 
-T-  z(:ii)  ...  z{j.,,-.i}tiy.,,)—  ria,).  ..  ;(  z^,,)  <(a,,_i)/(a,,) 

^'-  zicxi)t  (y..,)...t(y.,,)        -  /(  7-,  )...  t(y.„). 

[a;  module  de  chaque  lij^ne  est  plus  pelit  ([uc  M/'~'/,.  Il  v  eu  a />. 
Honc  il  suffit  (pie  Ion  ait 

3.  Thkoivlmk  11.  — •  Quel  que  soit  le  Jioinbie  t  >>  o,  on  peut 
fliviser  V intervalle  (o,  i)  clans  lequel  sont  définies  les  Jonc- 
tions z-iy.).,  en  un  nombre  fini  d  intervalles  tels  que.,  si  ^(a), 
/(a)  sont  deux  fonctions  du  domaine  D  ayant  même  XKileur 
moyenne  dans  chacun  de  ces  intervalles,  on  ait 

\\( z)—  V(j)  I .  ;  :. 

Les  intervalles  que  nous  déterminerons  ici  seront  éj;aux.  Nous 
démontrerons  que  l'inégalité  précédente  est  vériliée  dès  que  le 
nondjic;  q  de>  intervalles  est  plus  j^iand  ((u  un  certain  nombre  q,. 
Il  suffit  de  démontrer  celte  propriété  pour  un  terme  de  \'(^),  par 
exemple  pour  l'intégrale  douille.  Le  nombre  des  intervalles  étant  q. 
celte  intégrale  s'écrit  * 

/       /     \\.i( oii,  y.î)z{cii)zi  y.-2\  ftv.i  <ty., 

r  .V 

=    y      r      f/x,    f      h.,(y.u  o:.,)ziy.i)z(y.,)(/y.., 

'/  '  '/  ,. 

i,...,7  -  -^îi 

=    y    K,  f-,-)    f      r(7,)r/-/,    /        z(y.,uly.^-^h. 
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Désignons  par  A^,?,  Â^,?  les  bornes  île  Ko  (a,,  y._.  :  dans  le  carré 


La  tlifiérencc  enlre  deux  termes  correspondant-  des  deux  dernières 

M* 

expressions  csl  en  module  <^  — 7  ('^z-,? —  ''s^j-  '^''^H' 


M  2 


'/ 


En  remplacanl  :^(a)  par  f(a),  A  fsr  rcinpl.KV  pai'  un  nombre  / 
vérilianl  la  même  inégalité.  Si  zA-j.)  et  /(a^  )nl  mrmo  valeur 
moyenne  dans  chaque  intervalle,  il  \ienl 

/        /      K^i -^1,  OLn)\z{rL^)z{a.{)~  t^  y.x)t{%->)\dx^d'J.i—  }i   — /. . 

Or 

1 '/ 


La  lonclion  Kjfa,,  a^)  étant  continu*-,  cette  (pi. ti'ilé  leiul  vers  zéro 
avec  -1  cest-à-dirc  qu'on  peut  trou\er  y,  (r  (pie  (J  y  cj t  en- 
traîne I  h  —  /•  I  '      t.  c.  Q.  V.  J). 

1.  j\p[)lic.alion  aux  foncLionnelLes  contt/t.  es.  —  Les  deux 
résultats  précédemment  acquis  nous  uiettentà  r.^èmc  de  démontrer 
les  sui\ants  : 

Théoiikmiî  III.  —  Si  la  fonctionnelle  l  (  r-  )  définie  clans  D  est 

telle  que  Von  ait 

\]{z)^  lim  V„(;). 
«  r=  » 

la  convergence  étani  uniforme  dans  D  ; 

1"  U(r-  )  est  uniformément  continue  dans  l). 

•^°  Quel  que  soit  le  nombre  s  positif,  on.  peut  déconijtoser  V in- 
tervalle (^o,  1)  en  un  nombre  fini  d'intervalles  tels  que^si  ^(a), 
/(a)  so/it  fleur  fonctions  du  domaine  I)  r-.aut   uiénie  valeur 
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luoyeiine  dans  chacun  de  ces  intervalles^  on  ait 

\V.{z)-V(t)\   -.. 

i"  Étant  donné  ;,  il  tauL  montrer  ([u  on  peiil  liniivcr-  /,  ici 
que  I  V  —  f  [  <  r,  entraîne  1 1' ( z)  —  L  (<)  |  <  ô. 

Par  hypothèse,  on  peut  déterminer  n  tel  que  l'on  ait,  (pieis  que 
soient  5,  /. 

|lJ(::)-V„(;)|<i,         |U(0-V,//.|     -  i, 

cl  d'après  le  théorème  1  on  peut  (h'terminer  yj  tel  (jue  j  ;  —  '  |  <^  '^i 
entraîne 

|V«(-)-V„(o|   :4- 

Alors  on  aura 

I  L(.^)-i;(01<-  C.  Q.  K.  D. 

:>."  Déterminons /<  pai-  la  même  condition  (|uc  précédemment. 
D'après  le  th(''orème  11  nous  pouvons  effectuer  une  division  de 
l'intervalle  (o,  i)  tell*-  que  les  fonctions  ;,  t  de  l'énoncé  vérilient 

|V„(..)-V„(0|<^- 
Alors  on  aura 

|Ul  -)—  U(0|  <  ^.  c.  Q.   K.   D. 

O.  Rkciprooue  Di  THKOuiiMK  III.  —  Si  unc  fonctionnelle  l^(-3) 
définie  dans  D  vérifie  les  conditions  i"  et  .>°  du  théorème  III ^ 
on  peut  trouver  une  suite  d' expressions  \  n{^)  telles  que 

U(-)--=  lim  V„(,.), 

n  r-.  oa 

la  convergence  étant  uniforme  dans  D. 

iNous  nous  proposons,  étant  donné  t  positif,  de  déterminer  une 
e\])ression  \'  (z)  telle  fpie 

|rr-)_v(3)|<:. 

a.  Par  hypothèse,  nous  pouvons  diviser  rinlervalle  (^o,  i)  en 
inler\alles  1,,  ...,  I^,  d'étendues  o,,  ....  o,/.  séparés  par  les 
points  /| ,  ...  ,/y_|.  tels  (jue,  si  r.  et  /  ont  ukmdc^  valeurs  uioyennes 


-  i6  - 
dans  chacun  d'eux,  nous  ayons 

|iy(r)-U(0l<|- 

h.    Les   fonctions    .^(a).  Appelons    o    le    |)lus    petit    des 

nombres  0|,  .  .  .,  Oy,  et  h  un  nombre  plus  petit  que  o.  L'ne  fonc- 
tion -^(a)  est  continue,  constante  dans  les  intervalles  (o,  /|), 
(/,  -f-A,  /o),  . . .,  {Iq-i  H-  h-,  i),  dans  lesquels  elle  est  égale  à'"),,  .... 
^q]  elle  est  linéaire  dans  les  intervalles  restants.  On  n'a  pas  forcé- 
ment A<-'iK5B. 

Étant  donnée  une  fonction  5 (a)  de  D,  il  lui  correspond  une 
fonction  5  (a)  et  une  seule  ayant  mêmes  valeurs  moyennes  qu'elle 

l-'iK.  3. 


/ — 

V        1 

.7. 

Ni.. 

/| 

Ni. 

\j^ 

h\ 

h   1 

^  i 

^  ! 

i^ 


dans  les  intervalles  I,^.  INous  dirons  que  :;  et  ^  sont  correspon- 
dantes. Si  nous  appelons  xÎK  la  valeur  moyenne  de  z-{rt)  dans  Ik, 
les  I|^  sont  déterminés  par  les  équations 


_h_ 


^ 

'■^K 


— ::-  wK-i 

■i.  OK 


l\)ur  k  ^>  I,  les  -"^1^  ainsi  calcules  ne  mtouI  pas  loujdurs  c«)mpn> 
oiilre  A  et  H.  Quand  -^k  varie  de  A  à  B,  le  premier  membre  de 
récpiallon  |)récc(lente  décrit  le  scgmeni 


■l  Ok 


A), 


2  0K 


—  il  — 

c'cst-à-diie  que,  quel  que  >oit  -■>|^_,,  il  décrit  le  scgmenl 

A  4-  -4-  H'.  -  A  ),         B ^  (  B  —  A  ). 

1 0h  '  ■>.  Ou 

l'osons  — ^  (B  —  A)  =  z.  Nous  voyons  que  si  l'on  a 
A  + 0  <2K<B  — 0, 

les  -Ti^  seront  compris  entre  A  à  li,  c'est-à-dire  que  -"i(a)  fera  partie 
du  domaine  D. 

Inversement,   ({uand    les    C|^   varient    de  A.  à  B,    les  -3,^   varient 

entre  A  —  c,  et  J^  +  c, .  avec  p,  =  .j,(;>'L/i^  (^  ~  ''^)- 

(?.  Comparaison  entre  Lj  (  ^  i  e/  L  (-"i  ).  Si  l'on  a  A^;j(a)^  B. 
IJ(">)  est  délinie.  (l'est  une  fonction  continue  f/(-"^,.  .  .  .,  -3^)  définie 
pour  A<Ak^B. 

Si  l'on  n'a  pas  A^'3(a)^B,  nous  remplacfU'ons  par  B  les 
nombres  ->|i  plus  grands  ([ue  B.  |)ar  A  ceux  plus  petits  que  A: 
soient  -3,,  .  .  .,  ^'  les  quantités  obtenues.  Nous  poserons 

L(.3)  =  M(-3,,  ...,  -3,)  =  »(.3',,  ...,-3i/). 

La  fonction  u  est  ainsi  dcliiiie  et  continue  quels  que  soient  les  -3,-. 

,:;  et  -\  étant  deux  fonctions  correspondantes,  cherchons  une 
limite  supérieure  de  |  IJ  (  «  >  —  U(-3 )  |. 

Si  -3  appartient  à  1),  ou  a.  d'après  «, 

lt,-^_i;(;))l<i. 
■1 

Supposons  que  -3  n'appartienne  pas  à  I).  L(-3)  est  définie 
par  U(-3)  =  {j{r)').  Nous  allons  construire  une  foneliou  z'  voi>ine 
de  :;  et  correspondant  à  ^' . 

Si  dans  l'intervalle  1,^  ou  a  A^c3k^B.  nous  jiK-udrons  z-' =  :■ 
dans  I|-. 

Supposons  que  dans  un  autre  intervalle  I|^  ou  ail  A,.  B.  >ious 
retrancherons  à  :;  dans  I^  une  fonction  continue  nulle  aux  limites 

de  i|^  et    dout    linlégrale   soit  (-3k — 1^)(2k )■   '■•'    fouetiiui    z' 

(djIeiuK!  conduira  hien  à  -3^=:  B  dans  1^;  mais  il  faul  la  deierminer 
de  manu-re  (|u'elle  >oil  coiuprise  entre  A  ei  B. 
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Considérons  l'ensemble  E  des  valetiis  de  z(y.).  a  élanl  dans  1,^, 
qui  soni         — ■_ — '-■  11  se  cjimpose  d'un  n()nd)re   lini  on   d'une  infi- 
nité dénomlirable  d'intervalles;  soil  ///  hnir  somme.  Cherchons-en 
une  limite  inférieure  u.  L'intégrale  de  ::  (  a  )  dans  T,^  élant  au  moins 

,      1     ,  i>  ^  ,       ,    B  -t-  A  , 

égale  a  n(  Ok —  ''  >  H "?  nous  avons 

ij         -  ,  n  -4- A  lî  —  A  , 

a  H  -+-  (  ou  —  ;jl)  =  lî  (  ok  ~  Ii  ) //, 

I-»-  =  o\^—  II. 

.luscju'ici  //  est  resté  arl)itrairc,  à  paît  la  condiliou  //        o.  Nous 

av(nis  le  droit  de  l'astreindre  à  la  eondllioii  h       -,  d'où  m  ~  -  u  J>  —  • 

Supposons  (pie  jiour  obtenir  z'  nous  retranchions  à  z  dans  l'en- 
semble E  nue  constante  C.  Cette  constante  C  serait  donnée  par 


C/»  =r-'iK—  B)(oK—   -  ), 


d'où 


(.),, 


I  ^ 


La  loncliou  c'  obtenue  serait   comprise  entre  A  et   H  et  son  écart 
avec  z  serait  inférieur  à  :t-  (B  —  A). 

Mais  cette  fonction  ne  serait  pas  continue.  Au  lieu  tie  retrancher' 
la  constante  C  dans  l'ensemble  E,  nous  pouvons  reliancdier  dans 
un  nombre  fini  d'intervalles  de  E  une  fonction  s'annulant  aux 
extrémités  de  ces  intervalles,  ayant  même  intégrale  que  la  cons- 
tante C  (soit  C///),  et  plus  petite  <[ue  ^^  (B  ^-  A).  La  fonction  z' 
remplira  les  conditions  demandées. 

On  opérera  de  même  pour  les  intervalles  dans  lesquels  A^-     A. 

La  fonctionnelle  U,(s)  étant  uniformément  continue  dans  1), 
nous  pouvons  déterminer  un  nond>re  p'  tel  que  |  ::  —  g'|<^c' 
<ntraîne  |D(s)  -  [J(r')|<  ^.  Or  c(!tte  condition  sera  satisfaite 
pour  les  lonetions  j,  z'  précédenles   si    l'on  a  choisi  }i  inférieur 
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(lonuuc 

|L-(r')-Lr.V)l<  -5         et         U(-3')  =  U(-3). 

4 

(III  a 

|)(»ur  loulc  roiitiionnelle  «Je  D. 

d.  Nous  poiiNons  (léleniiincr  un  polynôme  /^f-^i,  ...,  ^,i)  Ifl 
que  Ton  ail  (lans  le  d()inain(^  des  variables 

!«(A,,  ...,  -3,/ 1— />(-■),,  ....  ^,,)\  <  -r 

Alors 

l.es  équations  (2)  nous  donnent  les  -"^i^  qui  soal  de-  Inncinms 
linéaires  des  z^.  Si  nous  reuiplaeons  ensuite  z^  par 

z('x)cH, 

le  j)olynonic  pi^^x-,  •••,  ->,/  )  devient  une  expression  de  la  foiine  ^  <  r-  ). 
niais  dans  hupiellc  les  fonelions  K^,  ne  seraient  pas  eontiuiics. 

c.  Pour  (Niler  cet  inconvénient,  remarquons  que  nous  pouvons 
déterminer  y,  tel  que,  les  ^^  appartenant  au  domaine  A  —  p, ,  B  +  pi  . 
et  riné;;alité  |-5k  -  >^k\  <'1  <''tf»nt  vérifiée,  on  ail  |/>(-'i,,)  — /^(-Vk)^'  T" 
(  )n  |)(;ul  (N'ierniinerr/  tel  qne  |  :;k —  ;i;|        /•/  eniraîuc  |  A^ —  -"^',^1  ^'\  Y,. 


c'k  =    /       a(a):;(  a)  rfa, 


«(a)   étant   une    («uiclion    continue,    nulle    au\   points   /|^   (  <(■   <pii 
rendra    les    l'onclions    K^,    continues),    égale   à    1    dan>    les    iiilei- 

valles  (o,  U  —  h'),    (/,;_,+  //,  1^—^') (/;_,   f-A',   n- 

linéaire  dans  les  intervalles  restants.  On  a 


îA'iM. 


Il  siillil  de  piriidre  //'  iiilci  icur  à  ^  •  Alors  y>(  devieni  une  e\pre«-- 

MOU  \  (  r  I 

Hj(c)- V(.^;|<£.  (..  Q.  r.  !.. 
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0.  Remarques.  —  J.  L'expression  (.'))  montre  que  L(:;)  est 
limite  d'un  polynôme  à  q  \ariables  (les  valeurs  des  variables  sont 
connues  quand  :;  est  connu  ),  la  convergenre  étant  uniforme  dans  D. 

II.  U(^)  est  bornée  dans  D,  comme  l'expi'ession  V(-)  que  nous 
venons  de  définir. 

III.  Au  n"  o,  c,  si  nous  n'avions  pas  utilisé  l'in  polhése  de  la 
continuité  uniforme,  nous  serions  arrivés  à  ce  résultat  :  Pour  que 
la  convergence  soit  uniforme  dans  A-|-c  Jc<B  —  p,  quelque 
soit  0.  il  faut  et  il  suffit  que  la  condition  2"  soit  seule  réalisée. 

Troisième  Mémoirt.. 
Représentation  d'une  fonctionnelle  continue. 

Nous  ne  donnerons  que  qii(;lques  extraits  do  ce  Mémoire,  daté  de  jan- 
vier 1914  et  dont  tous  les  résultats  ont  été  exposés  dans  une  Note  pré- 
sentée le  1"'  niars  1914  à  la  R.  Vccadcmia  dci  l.incei.  Il  a  ])Our  objet  l'exten- 
sion des  théories  exposées  dans  les  deux  premiers  Mémoires  au  cas  de 
fonctionnelles  dépendant  de  fonctions  x{rj.)  définies,  non  seulement  dans 
un  intervalle  (ini,  mais  quand  a  varie  de  — ^  à  -+- 3c. 

Gomme  il  ne  s'agit  que  d'une  simple  extension,  et  que  toutes  les  circons- 
tances nouvelles  ont  été  indiquées  nettement  dans  la  Note  du  1"'  mar.s  1914, 
nous  avons  pensé  que  la  publication  complète  de  ce  Mémoire  n'ajouterait 
pas  grand'chosc  à  ce  qui  est  déjà  publié,  et,  tenant  compte  en  outre  des 
difficultés  actuelles  d'impression,  nous  y  avons  renoncé.  Rappelons  que,  la 
jiublication  terminée,  le  Mémoire  sera  dé^josé  à  la  Ribliollicque  de  l'Aca- 
démie des  Sciences. 

I.e  point  essentiel,  sur  letpiel  re[)0se  la  i^énéralisation,  est  de  définir  dans 
quel  cas  une  suite  de  fonctions  tend  vers  une  limite.  Nous  reproduisons  les 
(considérations  par  lesquelles  Gâteaux  justifie  sa  définition. 

(Paul  I.KVV.) 

Définition  de  la  limite  d'une  suite  de  fonctions.  —  Pour 
définir  la   continuité  d'une  fonctionnelle  l-  |[-]1,   '•   '"»'l   dabord 

<lélinir  à  (juelles  conditions  une  suite  àc  fonctions  c, z,i  a 

pour  limite  une  fonction  c. 

On  j)eut  songer  d'abord  à  donner  celle  définition  en  considérant 
le  maximum  de  jc^ia) — -(»)  |,  qu'on  peut  apjxder  Yécart  des 
deux  fondions  :;  et  :;„,  et  dire  que  z„  a  pour  limile  r  si  cet  écart 

tend    vers    zéro   avec  ->  autrement   dit    >i    z,,  tend    unif'ormémeni 
// 

V(n-s  z  dans  (  —  oc,  -j-oci. 
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Si  nous  adoptons  celle  définition,  la  mélhodc  que  nous  avons 
■«employée  pour  fornici-  une  représentalion  de  L  |  [:;]  |  dans  le  cas 
où  z(v.)  est  défini  dans  un  intervalle  fini,  ne  s'applique  pas;  ou  du 
moins  elle  conduit  à  consid(''rer  des  fonctions  d'une  infinité  de 
\ariables. 

Cette  méthode  repose  en  eflet  sur  le  fait  suivant  :  de  l'ensemble 
des  fonctions  ^(  a),  on  peut  extraire  les  familles  .f,,  .  .  . ,  0„,  .  .  ., 
dont  l'ensemble  forme  la  famille  .T;  la  famille  ^„  étant  formée  de 
fondions  dépendant  de  n  paramètres,  et  la  famille  J  (;st  telle  que 
toule  fonction  ^(a)  est  limite  d'une  suite  extraite  de  îF.  (Les  fonc- 
tions composant  nos  familles.'?,,  étaient  représentées  par  des  lignes 
brisées,  mais  on  aurait  pu  en  choisir  d'autres.) 

Avec  la  définition  de  la  limite  proj)osée  plus  haut,  nous  serions 
conduits  à  considérer  des  familles  ^„  dépendant  d'une  infinité  de 
paramètres,  il  n'en  sera  pas  ainsi  si  nous  adoptons  la  définition 
suivante  : 

La  suite  de  fonctions  ;,,  ...,  ;„,  ...  sera  dite  avoir  pour 
limite  /a  fonction  zsiz„(y.)  tend  vers  zi  y.),  la  convergence  étant 
uniforme  dans  tout  intervalle  fini. 

La  condition  que  U|  [-3]  |  soit  continue  est  plus  restrictive  si  Ion 
adopte  la  seconde  définition  de  la  limite  que  si  Ton  adopte  la  pre- 
mière; car  elle  oblige  U|  \z^  |  |à  tendre  uuiformément  vers  L  |  I-2J  |, 
non  seulement  quand  ^1  tend  unilormément  vers  ^^5  niais  encore 
quand  ;,  tend  vers  ^2  uniformément  dans  tout  intervalle  fini. 

(HlATlîlKME    MkMOIHK. 

Représentation  d'une  fonctionnelle  continue  satisfaisant 
à  la  condition  du  cycle  fermé. 

Nous  ineiuionnons  siiiiplemenl  sous  ce  tilre  quelques  iVngmenls,  datés 
•  l'avril  1914,  et  se  rallacliant  à  une  Note  sur  le  même  sujet  prcsenlce  le 
5  aviil  191  I  à  la  R.  Accadcmia  (Ici  Liiicei. 

Deux  d'entre  eux  se  raliaclieiit  à  un  tlioorùm*.'  annonce  un  n"  9  de  celle 
Note;  ce  sont  deux  rédactions,  l'une  très  concise,  l'aulrc  |)lus  développée, 
de  sa  démonstration.  Nous  ne  les  publierons  pas,  pour  «les  raisons  identiques 
à  ecllcs  indiquées  à  propos  du  tioisième  Mémoire.  Un  troisième  frafçment, 
donnant  la  démonstration  d'un  lliéorème  énoncé  au  n°3de  la  même  Noie, 
ne  didère  que  par  la  forme  delà  démonslralion  de  IM.  Volterra. 
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c: I X Q c  1 K M K  JN 1 1: Ji 0 1 r.  i-: . 
Fonctionnelles  d'ordre  entier  d'approximation. 

Ce  Mémoire  est  dalc  de  février  1914;  "n  résumé  en  a  été  prcsenlé 
le  ij  mars  191 4  à  la  H.  Accademia  dei  l^incei.  Nous  ne  publierons  que  le 
début  de  ce  IVlémoire,  1»^  résumé  du  reste  étant  suffisamment  complet  pour 
nous  dispenser  d'une  nouvelle  publication. 

l*rélimin(iires.  —  Désignons  par  il  l'ensemble  des  fonctions 
réelles  ^(a)  de  la  variable  réelle  a,  définies  et  continues  dans  l'inler- 
vallc  fermé  (  o,   1  )  el  lelles  que  o  ^  ^(a)  1 1 . 

Soif  U  I  [:?]  I  une  fonctionnelle  réelle  bornée,  l.  1 1  ^]  |  <^  M,  définie 
dans  cet  ensemble.  JNous  nous  proposons  de  déterminer  une  fonc- 
lionnelle  d'ordre  n  d'approximation  de  L'||^]|,  c'est-à-dire  une 
fonctionnelle  \  |  |  ;]  |  d'ordre  n  telle  que,  si  \  '  est  une  autre  fonc- 
lionnelle  d'ordre  /<,  on  ait 

max.|in[.-]|-^V|[.]l|;Smax.|Ul[^J|        V|l.Jll. 

On  voil   immédiatement  qu'on  peut  se  borner  aux   fonclionnelles 
d'ordre  11  réelles;  c'est  ce  que  nous  ferons. 

Lkmmk.  —  Toiil  ensemble  de  fonctionnelles  iVoidren  bornées 
dans  leur  ensemble  dans  Q.  est  compact^  c'esl-à-dire  que  de 
toute  infinité  d^entie  elles  on  peut  tirer  une  suite  tendant  vers 
une  limite  (Uniformément  ou  non). 

Nous  allons  démontrer  que  ces  fonctionnelles  sont  également 
continues.  Comme  elles  sont  bornées  dans  leur  ensemble,  il  en 
résultera  (pi'ellcs  forment  un  ensemble  compact  (Fui'chkt,  Ihèse, 
n"  1<)). 

Soit  V  I  I  ::  I  I  une  lunclionnclle  de  l'ensemble  5  Vj  (  ;  1 1  <!  l*  dans  i>. 
Je  cherche  d'abord  une  limite  sii|)érieure  fie  \   quand  — i^sl.2  : 

\||Àr||  =  Vo-t-ÀV,|[-]|-l-...  +  X"V„|lc]l. 

Quand  o<  c^i,  on  a  |  ^ p\  <  Q,  Q  ne  dépcndani  (pie  de  P  et  n 

{voir  E.  lîour.i.,  Leçons  sur  les  fonctions  de  variables  réelles. 

p.  81).  D(.nc 

1V|[A.||I<Q|,   :.l).l  H-...+  |>/'!]. 


et.  f(ii;tti«l  I  A  ]  <'    :>..  k'  premier  nicnihie  esl   inféiieur  afortiori  à 
Qi2"+'  — I)  =  Qi(I\  n). 
Donc,  pidir  —  j»  fiC  lI  2, 

lVi[-|||<Q,(l', /M 

(!)e('i  |»i)S(\  je  me  (loiiiie  î,  <'' .j«^  'i^e  propose  de  délcrminer  yj  ne 
déj)en(laiil  que  de  î,  I*.  n  el  lel  (jue,  si  |  /  |  /,.  et  si  ;  appartienl 
à  iï.  1111  iiit 

A=.1V||.  +  /|1    -V|l-lll<3. 

Je  puis  poser  ^(a  )  =i  ;j.0(^7.  ),  |  0 (a)  [.ayant  exactement  i  (H)mme 
horiie  supérieure,  et  'x  étant  compris  dans  l'intervalle  (o,  i)  : 

=  V|  [:;]  1  -f-  u\,  I  [  ...  OJ  I  H-.  . .  +  ;.."  .\„  I  (  z,  ')]  |. 
Or  j  ::-h/  \<:>..  donc 

V||-^-^J|<Q,(i». /O- 

IJone.  de  iiuMiie  (jue  |)r('cédemment, 

|A„|[..,  <]||<R(P, /n 
el 

A  <  li  [  a   - . . .  -4-  [J"\  <  R  —^ — 


\()iis  poiiNons  lr(ui\  er  r,  (  î,  P,  n)  tel  (pie  <j.        y,  enlraîne 

1  [X 

AluiN  I  /  j  <<  7,  entraîne  ').        r,  et  par  suite  A        i.  c.  <^>.  F.  it. 

Notes  diverses. 

l'^ii  dehors  de*  .Mémoires  presque  coDiplèlemcnl  rédij;és  dont  nous  venons 
de  publier  les  parties  essentielles,  il  y  a  dans  les  papiers  de  R.  Gâteaux  de 
noniitieiises  Notes  à  peine  rédigées,  ou  des  calculs  sans  explication,  prou- 
vant f|ue  leur  auteur  avait  léfléclii  à  d'autres  questions  san-;  avoir  pu  rédiger 
les  résultats  uhteiiiis  pir  lui.  (le*  Notes  portent  nolamnient  sur  les  fonc- 
tionnelle'! Iiuéaire>,   sur  \,\    juslilicalion    de    la   noiion   (rinlégralc    dims    le 
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douiaiiie  fonctionnel,  sur  l'inlégration   dans  le   domaine  fonctionnel  ••>ni- 
plexc,  sur  les  fonctionnelles  inéronioijdies. 

Les  deux  |>remières  Notes  contenaient  quelques  passages  assez  •  oinplr- 
tement  rédigés  pour  être  facilement  compréhensibles.  Nous  terminons  \.i 
publication  des  papiers  de  Gâteaux  par  un  résumé  de  la  prentrèro  Note  tt 
des  extraits  de  la  seconde. 


Sur  les  fonctionnelles  linkaires. 
Le  Lui  (le  cette  Noie  est  de  dénionlrer  (]ue,  si  l'on  a 

U|[.^J1=  lim      C   K„(y.)z(y.)ih, 

K/,(cf.)  étant  continue,  et  la  co/i^ergencc  étant  uni/ orme  dans 
le  domaine  V  <  ^  ^  B,  o/i  a 


l'\[:-]\=    f   K(a)z(a)rfa, 


K(a)  étant  une  fonction  sommable,  l'intégrale  ('■tant  prise  mi 
sens  de  M.  Lebesgue. 

On  démontre  d'abord  que  les  expressions 

/     \K„{'j.)\dx 

sont  bornées  dans  leur  ensemble,  et  que,  z  étant  donné,  on  ii,  [xim-  // 
assez  grand, 

Prenant  ensuite  pour  r(  [i)  une  fonction  égale  à  a  —  |j  pour^'i     ^  a 
et  à  o  pour  ^   >  a,  F  intégrale 

/„(7.)=    f    (a-;i)K„(!3)rf? 

-0  ' 

tend  iiniformémenl,  |)ar  hypothèse,  vers  une  limite  /(  x).  On 
démontre  que  ./  (a)  est  une  intégrale  indéfinie,  sa  dérivé-c  étant  la 
liniili;  de 

La   nK'lliode  consiste  à   nionlier  (pi(>  /'(a)  esta  \arialion   bornée. 
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puisque  si  Ion  considère  sa  variation  dans  un  cliscnible  consÙLu»'- 
par  une  somme  d'intervalles,  celte  variation  tend  vers  zéro  avec 
la  mesure  de  cet  ensemble. 

Il  semble  que  des  considérations  analogues  soient  ensuite  appli- 
quées à /'(a),  et  K(a)  est  introduit  comme  étant,  saut"  dans  un 
ensemble  de  mesure  nulle,  la  dérivée  <ley'(a). 

Cette  jN'oteesi  suivie  de  considérations  sur  l'approximation  d  une 
fonctionnelle  par  une  fonctionnelle  linéaire.  Ce  problème  est  un 
cas  particulier  de  celui  traité  dans  le  Mémoire  sur  les  fonctionnelles 
d'ordre  n  d'approximation. 

Intégration  d'l.ne  fonctionnelle. 

I.  Soit  a|(c||  une  fonctionnelle  définie  et  bornée  dans  l'en- 
semble ii  de  toutes  les  fonctions  zii.)^  0*^2^1,  o^  :?<  1 .  iVut-étrc 
y  aura-l-il  lieu  de  restreindre  li. 

Etant  donnée  une  fonction  y  (^  a  ^,,  si  certaines  de  ses  \aleurs  sont 
extérieures  à  l'intervalle  (o,  i),  nous  les  remplacerons  f>ar  le> 
valeurs  de  (o,  1)  congrues  module  1,  la  vabiur  1  étant  prise  en  cas 
de  doute  entre  les  valeurs  o  et  i . 

Soient  une  fonction  -^(a),  h  une  variable, 

I,=   f  u\[z-^h\\dh. 

Soient  //i,  et  M,  les  bornes  inférieure  et  supérieure  de  I,  quand  ; 
varie,  ni^  et  M,,  celles  de  «|[^]  |-  On  a  l'cudre  m,,^  m,  ^  M,  ^  Mo. 
Divisons  rinlervalle  (o,  i)  en  deux  |)arlies,  le  point  de  division 
appartenant  à  rinlervalle  de  droite;  la  fonction  z  est  formée  d»- 
deux  fondions  c,  et  z-^.  .l'écris  a|  |  :;  |  |  =  //|  |  ;;,.;..]  |.  Je  considère 

'2--    (       f    ti\[z,  +  hu   Z,^li,\\dh,dl,,. 

t!lle  e-sl  coiii|)iise  entre  les  borue>  de 

/      u\\z^^h.   z,    -h\\dl, 

(pu  sont   celles  de  I,.  Si  doiii"  ni,.  Mj  -"ui    le>   bornes  de  L.  on  o 

l'ordre 

in^<  in^  -  ni,     M.     M,     M„, 
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cl  ainsi  de  siiiU',  1rs  <li\isions  ùlanl    d'ailleurs  efïecluces  eu   un 
nombre  quelconque  de  parties. 

Supposons  que  Ton  divise  toujours  les  intervalles  en  deux  parties 
égales,  et  soieni  ru.  M  les  limites  de  /??,,  M,. 

2.  Pkoblîîmi:.  —  Ouaiid  on  suit  un  autre  mode  de  division ^ 
les  intervalles  tendant  vers  zéro,  les  nouvelles  homes  ///,  M' 
sont-elles  égales  à  ni,  M? 

Nous  lie  icprodniidiis  [las  les  calcul  qui  suivent,  dont  la  coiiclusi<ni  e?l  : 

fl  paraît  piobable  que,  dans  le  cas  t,^énéral,  une  suite  ne  conduit 
pas  toujours  à  /??,  M,  mais  que  certains  points  de  division  sont 
nécessaires  (  '  ).  C'.ar  les  hypothèses  jiaraissent  insuflisanles  pour 
démontrer  le  résultat;  ///  est  la  limite  supérieure  de  tous  les  ///,, 
M  la  limite  inl'érieure  des  M/.  11  conviendrait  de  dire  (jue  la  i'onc- 
lionnelle  est  intègrahle  si  m  =  M  (dire  la  eonditioii  nécessaire 
et  suffisante),  et   de   rechercher  (juels  doivent   être  le>   p(iinl>   de 


(')  Mes  reclieichcs  personnelles   mont   aussi   convain<  u    de    l'iniportancc    des 
points  de  division.  Ainsi,  soit  à  clierclier  la  valeur  moyenne  de 

L)  =    f  /(a)c-(a)c// 

dans  le  domaine  défini  par 

/     ^-  (  a  I  (//  '-  I . 
•-  0 

par  une  diTinilion  analogue  à  la  première  définition  du  lexti-,  je  trouve 


r 


/(a;  rfa. 


Mais  si  l'on  considère  linlervalle  (o,  i)  comme  portant  dis  masses  positives 
dont  la  somme  est  i,  la  densité  n  étant  nulle  dans  aucune  partie  de  rintorvalle 
I  soit  9  (a)  la  somme  des  masses  dans  l'intervalle  (o,  a)  (y  compris  les  extré- 
mités)], et  si  l'on  adopte  un  mode  de  division  divisant  chaque  intervalle  en  deux 
autres  portant  des  masses  égales,  chaque  fois  qu'on  passe  d'une  division  à  la  sni- 
vanlc,  on  trouve  (pic  I;i  moyenne  de  U  est 


r 


/{OL)   (tzi  X) 


Cl  dépend  iloni  do  l;i  délcrminalion  de  r(a).  On  voit  qu'on  peut,  par  le  mode 
de  division,  donner  pin-  loi  moins  de  /loic/s  aux  ditrérenle-  piulies  de  l'inter- 
>alle  (o.  i).  (I'.  I>) 


(ii\isi(iii;  puis  (If  ciiciclier  à  (|urll(',s  ((jmlilioiis  c("u\-ci  |)eiiveiit 
vive  (juclconques;  cnsuilr  cheroFior  à  inlégroi'  criiac  façon  analogue 
à  M.  Lebessue. 


3.    LLxemple_  de  jonclionncUc  continue  non   inléginhle. 
Soit  y  (a:)  une  fonction  de  |  j;|,  nulle  pour  |x|Ss,  \ariant  lint 
renient  de  o  à  i  dans  l'intervalle  de  s  à  £(  i  +  a),  égale  à  i  de  z  (  i  -+- 
à  r.  Soit  z-{.r)  une  fonction  continue.  Posons 


ai- 


--!/h'-<i)]---/[>(T)--"]i-- 

A  partir  d'un  certain  moment  les  différents  arguments  de 
frinclion  /  sont  <^  c,  el  la  soiumc  se  réduit  à  un  nonihrc  (ini 
termes. 


La  suite  coinprend  une  discussion  «les  notions  introduites  ci-dessus  ce 
«ont  des  Noies,  non  lédigces,  suivant  le  développement  de  la  |)enséc  de 
l'auteur  dans  ses  nclierclies  pour  répondre  aux  questions  posées.  Il  me 
semble  diflicile  d'en  tirer  d'autres  passages  assez  au  point  pour  être  publiés. 
Mais  il  m'a  paru  utile  de  publier  le  début  de  ces  Notes,  de  manière  à 
montrer  de  quelle  manière  Gâteaux  cliercbaiti'i  |)réciser  la  notion  d'inté- 
grale dans  le  domaine  fonctionnel. 


NOTE    SUR    LES    FONCTIONS    INVARIANTES 
PAR  UNE  SUBSTITUTION  RATIONNELLE  (')  ; 

Pau   m.    l'ATor. 


Nous  avons  vu  t[ue  les  solutions  de  l'équation  fouctutniuîHe 

lflU^)|-  \(z). 

unitoiines  dans  le  d(unaine  0^  d  un  |)oiiit  donliie   iitliactil  de  mul- 
tiplicateur .V  y=  (»    et  ne  prenant  (pi  un  n(tiid)re  lini  de  lois  la  nu'me 

(')  Cette  Note  n'est  (ju'un  lomplcment  au  t^.liapitre  VII  <le  mon  Mémoire  sur 
les  équations  fonctionnelles  {li.  S.  M.  F..  1910);  le  lecteur  devra  se  refi  rer  au 
paragraplic  (i8  de  ce  Chapitre. 
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Niilciif  (laji>  nu  <l(»inalii(.'  r<>ndanieiilal  du  iiiou|)<'  (i.  soblieiiuent 
.11  leinplaraiil  dans  la  roiictioii  (dlipliqur  <I>I  «i  ),  aii\  (jcriodes  -îi-n 
cl  loii.ç.  rarj^umeul  w  par  lo'i/(:;), /(:;)  rtant  la  soluliou  liolo- 
ii)(>i|ili<'  eu  a  de  léqiial  ion  foiiclionnellc  de  Sclirodcr 

\jH  foiiclioli  1(;  )  adnicl  cominc  poinis  sinj^idicis  f;s>ciiLiol.s  isulé> 
!<•  jxjiiil  y.  cl  Ions  ses  anlc(;édents  a^^,  iutr-rieiirs  à  Dg,,  les  points 
liniiles  des  a^p  foriuanl  nn  ensemble  parfail  qui  n"csl  aulre  que  la 
fVonlière  de  Dj^.  Je  dis  cpie.  lors<ju<;  ;  déei-il  un  clicniin  tendant 
\('is  an  moins  nn  [)oinl  singulier  esscnliel  de  /{:■):  celle  fonelion 
ne  lend  vers  aucune  \aleni-  limite  déterminée. 

En  eifel,  si  z-  tend  vers  nn  j)oint  a.^p,f(z)  lend  vers  zéro;  le 
poinl  «ï  =log/(^)  lend  \eis  liidiui  el  décrit  ainsi  un  cliemin  qui 
lra\  erse  une  infinité  de  |)arall(''loi;iammes  des  périodes  de  <ï>(  o- i. 
t\i'  sorle  que  <l>((r')  admet  une  inlinité  continue  (\c  valeurs  limites. 
Si  ;  décrit  i\n  <'liemi!i  lendanl  \  eis  au  moins  un  poinl  Ironlière. 
nous  avons  \u  que  1  infini  est  loupturs  I  une  des  limites  d  indéter- 
mination dcy(^)  ;  le  poinl  IV  =  lo|.;y(  V  )  décrit  une  courbe  dont 
certaines  parties  s'éloi|;nenl  ind.'liniuHnl  ci  la  nu'iuc  c(Ui(  liisioii 
subsisLe. 

//  s'e/isuil  (/ne  la  J'oticiion  inverse  z{\)  uathnci  comme  poinls 
singuliers  tjue  des  points  critif/ics  <ilgrbriques.  Considérons, 
eu  etïel.  un  élénuîul  de  celte  fonelion  inverse  el  supposons  que  i, 
décrivant  un  certain  chemin  /.  le  rayon  de  con\eri;encc  des  séries 
de  Ta\l(>r  qui  (b>niic'nl  le  prolongement  de  cet  clément  le  lonj;  de  / 
Icnde  \ers  zéro  (piaïul  I  lend  vers  le  [)oinl  !„  de  /;  c  reste  é\idem- 
meul  à  l'intérieur  du  (bnuaine  de  luéromoijdiie  de  la  l'onction  ((g): 
cai-  si  nue  hraiiclic  (ie  Ci  >  ne  lion  auai\  lupic  telle  (pie  z{\)  esl  méro- 
luorplie  à  linlérieur  el  sur  le  c(uitoui'(ruu  domaine  fermé  A  auquel 
<'lle  lail  eori-espoudre  un  domaine  A',  la  lonction  iinerse  \{z)  ne 
pciil  admcltrc  eomme  poinls  singuliers  dans  A'  (pie  des  pôles  ou 
des  poinls  crili([ues  algébriques,  mais  non  des  points  essentiels  ; 
A'  esl  donc  inlérieur  au  domaine  onverl  D^doni  on  a  enlevé  le 
poiiii  a  et  ses  aniéeédenis.  I.orscpie  I  tend  ncis  I„.  le  poinl  :;  lend 
\ei>  une  ■>oliiliou  bien  delerminéc  île  IcMpialnui  l(c)  =  l„.  En 
eflel.  l{z  )  n'a\anl  jamais  la  \aleur  asMiiploticpie  !„  (piand  z  décrit 
un  (  liemin  tendant  Ncrs  an    moins   un   poinl  singulier  <;ssentiel.  il 
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sViiMiit  ({lie  Icm  p«»iiri'<i  trtmver  deuv  nombres  positifs  î  et  t,,  lels 
que  I  re>t.aul  à  rinlérieiii-  d'un  cercle  de  centre  1,,  et  de  ra^on  •/;, 
r  r<'ste  à  rinlérieur  d'un  domaine  T  compris  dans  D»  et  dont  lou> 
les  poinis  >oiU.  à  une  dislance  >£  des  points  a_^  et  des  points 
frontières  de  O^-  Dans  T.  l'équation  l( z-)  =  l„  n"a  qu'un  noinbr<' 
fini  de  solutions  et,  comme  l{z)  est  continue  dansT,  ;?  tend  néces- 
sairement \ers  l'une  de  ces  solutions  ^o  quand  1  tend  vers  I„.  Un 
raisonnement  classique  montre  alors  que  l^est  un  ])oinl  ordinaire, 
un  pôle  ou  un.  point  critique  idgébrique  de  z{l)  ('  ). 

Je  dis  <pu'  ces  poinis  critiques  algébriques  sont  en  nombre 
fini.  Va\  cUei,  ces  poinis  sont  ceux  qui  s'obtiennent  en  rem- 
plaçaul  ::  dans  I(  z)  par  une  racine  z^  de  l'équation  V \  z^  ■=  o,  el  a 
adjoi^^uanl  au  besolii  le  point  à  l'infini  si  l(c)  a  des  pôles  multiples. 
(  )r  ou  a 

l'-;  =  'lM.r)/j^'  |.r==l..o/(^)]. 

I^équutiou  !(;)=:=«•  se  décompose  en  deux  autres.  (  lousidérôus 
«l'abord  les  \aleurs  de  \\\  qui  vérifient  la  première  écjuallou 
«l»'(o-  I  --  o.  Les  Naleurs  correspondantes  de  I  =  ^(mp)  |  aux((uelles 
4H1  adj«iindra  le  point  à  l'infini  si  '^(w)  a  des  pôles  multiples]  sont 
l<*s  valeurs  critiques  de  l'intéfrrale  abélienne  de  première  espèce  et 
<le  f;enrr  i  :  u'(4>).  O's  points  sont  en  nombre  fini,  au  moins  égal 
à  \  si  o(  (|>)  n'a  que  des  |)oints  de  ramification  simples,  exacte- 
un  ni  égal  à  \  si  <I>(Hm  est  une  fonction  elliplicpie  du  second 
ordre.  Mais  il  peut  èlre  égal  à  )  dans  cerlaius  cas  singidiei's.  (Test 
ce  qui  arrixc  si  <l>(o)  satisfait  à  une  é(pialion  din'éreulielle  du  type 
l»in<'>ine  (je  lîriol  el   liouquel  telle  (pie 

(/*  \  ■" 


f  cbV  '  « 


(•(.|.  _a)2(<t>  —  hf 


les  liuis  points  crili(pies  de  la  fonction  (v(<I>)  ('•lanl  alors  d,  h  el  x. 
Les  loue! ions  elliplicpies  (pii  vt'-rifient  ces  équations  ont  un  uu»diilc 

(  '  1  Cf.  Ivi.iisKN,  Inc.  cit..  p.  7" m. 
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singulier,  le  Iriangle  principal  des  périodes  élanl  ((juilaléral  ou  iso- 
scèle  rectangle.  Jl  en  résulte  une  valeur  particulière  pour  le  multi- 
plicateur 5,  par  exemple  s  =  e~-'^  (il  est  probable  qu'il  n'existe  pas 
de  fonctions  elliptiques  de  module  arbitraire  ayant  lii  même  pro- 
priété). 

('considérons  inainicnant  les  points  critiques  de  la  seconde  caté- 
gorie, correspondant  aux  racines  de  lécpiation  /'(  c)  :=  o  [nous 
admettrons  que  le  point  à  l'infini  n'a  j)as  d'antécédents  confondus 
avec  les  points  crili([W('s  de  R_,(c)].  L<'S  zéros  de  /  (  ;)  sont  les 
antécédents  des  zéros  de  ^'(c)  intérieiii's  au  domaine  D^:  ces  der- 
niers sont  en  nond)r('  (ini,  et  il  y  en  a  au  moins  un;  soit  3  l'un 
d'eux;  en  un  point  antécédent  de  raui;  >/  de  ^3.  /{:■)  |»rend  la 
\aleur  -^fif-))  et  II:;)  reprend  la  mcme  valeur  <l>|loi;/'f  |j)].  quel 
([ue  soit  l'antécédent  considéré.  ÏNous  n  obtenons  donc  ainsi  qu  un 
nombre  fini  de  points  criticjues  algébricpies  (pii  peuveni  se  con- 
fondre en  t(^lahlé  ou  en  partie  avec  ct'ux  de  In  première  cah'^niie. 
Si,  en  ])articulier,  il  y  a  \in  seul  point  [j.  on  pourra,  en  changeant 
<I>((V)  en  tl>(  (V -|- // ),  ce  qui  ne  <  liange  pas  les  points  criliques  de 
la  première  catégorie,  disposer  de  la  constante  A  «le  manière  (jue 
le  point  critique  <l>  |  log  /  (  ^j) -H /' |  coïnciib-  a\ec  l'un  des  pré- 
<H''dcnts.  On  pourra  donc  formel",  an  moins  pour  ccriaintîs  valeurs 
singuliéiYs  de  5,  des  fonctions  \[z)  \éiiliant  l'équation  fonction- 
nelle 

l[H(  ;,]  =  \(z). 

cl  tcdles  que  la  fonclion  -3(1),  qui  possède  une  infinité  de  brancdies, 
n'admette  comnu!  singularités  que  trois  points  critiques  algé- 
briques. Il  suflira  de  prendre  pour  l»i  3  )  la  lonelion  rationnelle  t]u 
second  degré 

R  (  ^  )  =:    -— — 

I  —    .V- 

avec  s  =  e~-'^,  qui  définit  une  substitut  ion  à  cercle  londamenlal  de 
première  es|)èce,  et  pour  lonction  elli|)li(pie  associée 

*l>(w)  =  A  -1-  Hj)2((r  -+-  h  I  ,i'.2.  o  ). 

p  étant  la  lonction  de  AA  cierstrass;  ^'o.  A,  1>.  A  des  constantes 
faciles  à  déterminer. 

Remarquons  que,  pour  1  intégrale   n('}),  ou   iiiira.  en  a|)j)elanl 
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i)i  —  I ,  //  —  I .  y>        1  \i"^  (ndrcs  des  irois  |)oiiil>  de  ramilicalioii.  la 

t<'Iali()ii 

I  I         f 

m         II        p 

— ,  -  cl  -  t'ianl.  vomiiic  Fou  >alt,  les  li'ois  angles  (riiu  Iriaiiiilt;  rco 
m     n        j> 

tiliguc  (luul  la  loncliuu  '}(iv)  lait  la   i-e[)résonlalion  conlorinc  Mir- 

un  (leini-plan.  Quand  on  passe  de  là  à  la  fonction  ^(1),  l'ordre  de 

lun  des  trois  points  de  ramification  se  trouve  augmenté  d'une  unité 

(lu    lait   rpTun  point  racine   de   /'(;)  =  o   coïncide  avec  un  point 

racine  de  <!>' [loi;/(  J  )  |  ==  o.  On  aura  donc,  entre   les  trois  entiers 

ni\  n\  j)   correspondant  aux  trois  j)oinls  ciiliques,  la  relation 


coniuie  pour  les  IVjnctions  de  Schwarz. 

Si  nous  prencuis  jiour  <I>((V)  une  ronclioii  clliplicpic  du  >ccoiul 
ordre,  donnant  lieu  par  conséqueul  à  ((ualre  points  de  raniilication 
simples,  et  si  le  point  iiiii<pie  [ii  donne  lieu  à  un  point  de  raniifica- 
li(ui  simple  distinct  des  précédents,  la  l'onction  ^(I)  aura  cin(| 
points  de  l'amilication  siuiples.  11  est  facile  de  voii-  <pie  ces  cincj 
points  peuvent  être  pris  aiUitrairement. 

Observons  encore  (pie  les  différentes  valeurs  de  z[\)  se  déduisent 
de  ;•  d'entre  elles,  /étant  l'ordre  de  <I>((r),  par  les  substitutions 
(algébriques)  du  groupe  (j;  en  général,  un  point  critique  de  z-k}-) 
sera  régulier  pcuir  «•ertaines  branches  de  celle  fonction. 

Ce  qui  précède  suffit  à  uu'ttre  en  évidence  les  analogies  cl  les 
diflerences  des  fonctions  l(c)  avec  les  fonctions  fuchsiennes.  On 
pourrait,  d'ailleurs,  |)réciser  quelque  |)eu  le  mécanisme  dep<'rniu- 
lalion  des  diflV-rentes  \aleurs  de  :;(l);  cpioi  cpi'il  en  soit,  nous 
voyons  (pie,  parmi  les  fondions  uniformes  à  domaine  d'existence 
boriK-  et  telles  (jue  la  fonction  iinerse  n'adm^tle  comme  points 
singuliers  (pi'iin  nombre  fini  de  points  critiques  algébriques,  il 
y  a,  outre  certaines  lonclions  luelisieniies,  une  inlinit(''  d'autres 
fonctions  possédant  également  de>  pro|)riélés  fonctionnelles 
simples;  rélud('  g('nérale  de  ces  fonctions  serait  s^uis  doute  un 
sujet  de  recherches  des  plus  intéressants. 


SUR  LES  COURBES  RECTIFIABLES; 
l>\R  M.   M.  Weii.l. 

i\(Mis  (lirons  qu  une  courbe  est.  rectiliahle  lorsque,  x  et  y  élanl 
cx])rnnés  par  des  fonctions  élémentaires  d'un  paramétre  t.  l'arc 
de  la  courbe  s'exprime  aussi  par  des  fonctions  ('■It-mcntaires  de  ce 
paramètre. 

J.   Parlons  de  l'équation 

U-  -f-   ('2  —    z-'" 

dont  la  .solution  est  donnée  par  les  formules 

«  -+-  f?'=  (a  —  'jiiy-'". 

a  =  aï'"  —  C^„,  a^'"--  ^^  -f-  .  .  . , 

(•  =  G|,„a2'"-i;i  --  G^,„a«'"   3^4-.  .  . 

Si  a  et  '^j  sont  des  fonctions  de  ^,  posons 

a  (il  =  (l.r. 

r  dt  =  dy, 
d  Où 

ds  =  z'"  dt. 

La  courbe  est  donc  rectifiable  si  les  intégrales 
/  Il  dt,      I  \  dt.       j  z'"  dt 

j)cu\(nl  .>e  calculer.  Eu  particulier,  si  a  et  [j  sont  des  pohnome^ 
eu  /,  nous  aurons  une  classe  de  couibes  unicuisales  rectilial>l<'>  : 
en  prenant  le  cas  le  plus  siuiplc 


nous  aurons 


/••  _    ,,  _       ,    ^' 


On  peut  généraliser,  en  posant 

H   —  {l  —  t'-)z{t).  V  =   0.tz{l). 


'■o{i)  étant  un  polynôme;  on  peut  opérer  de  même,  en  partant  des 
valeurs  générales   de  u  et  c;  nous  avons   i 
étendues  de  courbes  unicursales  rectiiiables. 


valeurs   générales   de  u  et  c;   nous  avons   ainsi    des    classes    très 
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Cdiisifh'Tons  (le  mônic  iim-  couihe  ^aiicli»;  déluiie  p;ir  1rs  ivla- 

V    =  ^XY, 

IX>     =     î    ^^Y; 

cl    |iii>ii|i-; 

dx  =  I  a'-i  ^  'i-  —  Y*  )'i(f')tf'- 

cl)   =  ■j.'x'f  ^( t)dl , 

dz  =  •i'i';ç{t)dl. 
il  \  nul 

ds  —  (x-  -~  3-  —  7^  , ':^(t)df; 

et.  M  7..  jj,  -',  C5  sont  de>  poU  nomes  en  /.  nous  aur()ii>  une  C()url)e 
gauche  iinicuisak;  rectifiable:  plus  généralement,  si  a,  ^3,  y,  o  soni 
des  fonctions  telles  que  i\y.  z.  s  sont  intégTables,  nous  aurons  des 
ciuirbe>  rreti(lal)le>. 

Nou>  allons  douricf  de»  «xcmple^  d<'  eoiii-hes  [»lanes.  en  général 
non  iiniciirsales,  et  reetifiahles  : 

d/  ,  t  dl 

i"  dx  =  — ^zz=z  -  dy  = 


y/i  —  /-  "         v^  I  -^-  i- 


(I  ou 


.V  —  I. 


dx  =  y/l  —  /2  dl,  dy  —  y/i  —  r-  dl, 

T  =■    -  I.U  -f-  \    \  -r-  t^)  —  -  t  \^\  -f-  /•■!, 


K  =  -  .Tii'  en*/  -; /il  —  '■. 

.V  =  /  v/^. 


!"  dx  =  y'  I  -t-  /  d/.  dy    -  —  y  i  —  /  dl, 

d  ON  la  courte  hien  connue,  unnursale, 


_3-' 
s  =  /  y' -2. 

dx  =—-=:=,  dl-  :=  — . 

=  -  v/7T7T7)  —  -î-  h(v//  -^  v/'--0. 


7  =  'V'-♦-^      s  -^  I. 


dx  =  v/i  -f-/(  t)  dl,         dy  —  \/i  +-f{t)  c/l, 
ds  =  dt  /•!, 


—  44 
(»ii  encore 


dx={^/T^■-i-^'^-f)dl, 

ds  =  -i.  cit. 
Exenij)l<'  : 


dx  =  i/  x-^-  -'II.  cly=\^/  x--dl. 

X  =  y/TTT^T)  -4-  [.  i\/t  ~  1  +  \/''t), 

y  =  sjUU  —\)  H-  J>  (v'/  —  \' I  —  I  )■ 

0'                               dx  =                  dt.  dr  =                  <//. 

on  trouve 

^-!       ...  -        •'.X/â 

a^  =  -  -C  '  —  2  ^- ,  ^   =   L_   > 

>  I  +  X2 

y  =  —  11^  —  2  II,  Il  =  :— : î 


/ 1  —  <- 

courhe  unicui'sale. 

7                              '"■  = r,  '  '0  = r>  ■ 

I  +  r-i  -^        i-f-  /- 

./•  =  arc  tang/,  y  =  -  L(i  +  /'- ), 


cl,  en  yénéi'al, 

d/  ,  t  dl 

dx  — —  )  dy 


d( 


ds 


il  y  aura  lieu  de  dislin!;uer  la  j)arité  de  p. 

s/ldl  ,  dl 


arclangt/-î 1- y/' arc  tang  i/ -— -  ; 


v/2       y/a-f- y/i  — / 
y  =  —   \j  —=. :^^—  > 

•^  2      ^/;;_/,„/ 

S  :=  aie  cos/  ; 
ainsi  la)»'  s'exprime  par  un  arc  de  cercle. 


II.    (loiisidrrons  une  courhc  drlinic  \r,\v  les  c([iiali()US 

(-2)  a?  co*a  —  j' «in  y.  =  ç(a), 

d'où 

Si  lii  j)areatlièsc  est  le  carré  dune  fonc-tion  de  a.  t»n  irimviua  des 
cas  nombreux  de  courbes  rectifiables. 
Exemples  : 

r  /'  —  ti  =  cosx  coswia, 

c; '  —  f  —=  <\n  7.  c.n<i  m  1. 


on  en  lire 


/"  -r-  /  =  —  //(  C0S7  si  11  /H  y., 


SU)  (  m -^1)7.        SI  ni///  — lia 
u  (  ni  -+-'2  1  V.  I  /y/  —  V.  I 


«m //17.  sin  a -T-  7  cos/?ia  cosa, 


m- —  4  /n^  —  /j 

//»  si  11  /»  a  cos  2  7.  —  ?.  cos  m  y.  si  ii  ?  a 
/n- — /( 

///  si  11  m  y.  si  n  >.  x  —  >  cos  /h  a  cos  ,>.  -/ 

, 


Ou  a  ainsi   une  (lasse  de  courbes  recliliables,  unicursales  si  m 
est  ralionnel,  le  cas  de  ///  --=^  i  l'Manl  exceptt'-. 

:>."  On  peiil,  plus  <;énéralemriit .  |)Oser 

/'  —  9  —  cos-/[0(  -y  )|. 
ç'-i-/  -  s|na[0('a)l, 

fllMI 

/"--/=  O'i  a)  cos  a. 

('•(piallitii    diUiTenlieile    plus   ,iu    moins    faeili;   à    inté<;rer  selon    la 
rorme  de  0. 

Prenons  le  cas  1res  sim|)le  où  l'on  a 

0  ^  m  >. 

d'où 

/"  ^  /=  m  cos  a. 


—  46  — 


/  =  —  a  sina, 
2 


(ç  =  —  (sina  —  a  cos  a), 

a- 


Comme  autre  exemple,  en  partant  i\e  l'équatiini 

a  —  ju"=  (i  -+-  y.i)-"', 


on  aura,  pour  /ti,  =:=:  i , 

//,  =  I  —  a- 


prenoiis 
d'où 


('  =  2  a  : 
./  —  o  =  i  —  a*. 

/=  A  sin  z  -f-  B  cos  a. 
o  =  A  cosx  —  I)  «in  7    -  7- —  I, 
a' 


la  droite  représentée  par  l'équation  (  i)  j)a,sse  par  un  point  ii\i-,  et 
la  courbe  estlapodaire  de  l'enveloppe  des  droites  représentée>  j)ar 
l'équation  (a). 

Pour  m  =:  2, 

?t  =  I  —  (la-  -f-  a*. 

V  =  4  '^   -  4  ''•^  • 

f  —  f  =  I  —  Ga^-f-  a'', 

o'  H-  /  =  4=5=  —  45''S 

/"  +  /=- Sa. 

/  =  —  8a  4-  A  cosa  +  B  siii  a. 

ç)  =  —  9  -h  Oa-  —  a''  —  A  sina        B  cdsa, 

a^         a"' 
s  =  y.  -T-  i  —  +    ï-  » 
.)  'j 

et  ainsi  de  suite. 

3"  ]*art(jns  encore  de  l'équation 

Il  +  t;t  =  (i  -t-  //)•■;"' 


—  il  — 

eL  faisons  t  =  sina^  il  vient,  pour  m  =:  i , 


d'où 

On  a 
d'où 


«  =  I  —  sin-a, 
i>  =  2  sina, 

f —  ?  =  I  —  sîn^a, 
(p'-+-/=  '2  sina, 
rfs  =  (i  T-  sin-a)  <^a. 

/"  -hf  =  —  sina  a  H-  •->.  si 


I 
a  cnsa  -h  -  sin^a, 


o  = cos  X  -+-  a  sin  a  H — r  cos^a, 

•i.  6 

3a         1     . 

s  = SI  11  2  a. 

2         4 


Ainsi,  Tare  de  la  courbe  s'exprime  par  un  segment  de  droite  et 
un  arc  de  cercle. 

En  donnant  à  m  les  valeurs  a,  3,  ....  on  généralise  facilement. 

On  obtient  une  généralisation  très  étendue  en  remplaçant  dans 
les  équations  précédentes  a  parywa;  ainsi,  on  partira  de 

a  -4-  Ci  =  (  I  ■+-  fi  )-'« 

avec  t  =  sinyja;  il  y  aura  donc  une  double  infinité  de  solutions,  à 
l'aide  des  entiers  p  et  ni. 

l'renons,  par  exemple,  m  =  2,  p  =  2,  il  vient 

/'  —  o  =  I  —  ()  cos-  ■?.  a  -^  cos*  1  a, 

z' -hf  —  4  cos  2 a  —  4  cos^'».  a, 
d'OAl 

f'-i-  /  =  —  sinSa  —  cos  G  a  -+- 10  sin  4  a  +  cos  ^  a. 


On  en  lire 


/  =  —  ;r  COS  ta  —  -  sm  i'x  -h  —r  cosda  -H  — -  sin  8  a 
3  ô  3:»  (>> 


et  de  uicme 


'S,  pui 


Kl  J      .  ,    '        •       . 

5  =  — ^  a  H sin  2  a  -I -111  I  a. 

8  4  J». 


Nous  avons  ainsi  une  courbe  unicursalc  tloul  l'arc  s  t'xjiriiue  |>ar 
un  serment  de  droite  et  un  arc  de  cercle. 


—  ^8  — 
Le  cas  plus  simple  de  />i  =:  i ,  p  z=  2,  avec  le  sinus  donne 


/  =  —  -SI  II  2  a  H sinix, 

■2  8 


G   = CO.S2  7., 

2 

3  7.         r     . 
s  =  —  —  -SI  11  2  a. 


4"  On  oblienl  encore  des  courbes  uuicursales  dont  l'arc  s'ex- 
prime par  un  segment  de  droite,  ou  par  un  segment  de  droite  el  un 
ai'c  de  cercle,  en  partant  des  formule.- 

/'  — ^  9  =  cos  w.a(A  s,\npy.  -f-  B  sin//a  -t-  (  1  cos//a  -'-  I)  sin^  "a  -f-  E  ), 
o'  -T-y  =  sin  //i  'x(  \  siii/>x  -t- -h  E  ). 

Ile/ua/qi/e.     -   Si  dans  les  formules  géni''rale> 

X  sin  a  -i-  y  co?'  y.  =  f{  y.  ) . 
X  cosa  —  r  sin  %  ^  q(  ol  ), 

011  a  o  =y ,  la  courbe  n'est  autre  que  l'enveloppe  des  droites 
représentées  par  l'c-quation  (  1  ),  el  l'on  a 

s=f  +    I  fi  y.)  du; 

si  donc  l'intégrale  peut  se  calculer,  on  a  une  courbe  reclifîable, 
résultat  bien  connu. 

III.    1"  Prenons 

d.r  =  (  sin  ///  '■'■)/[  a  )  dy..  ^ 

dy  =  ( cos  m  y-)f(  ol )  d/, 
d'où 

ds  =  /(  7  I  dx. 

courbe  rectillable  siy  peut  s'intégrer. 

Soit,  par  exemple, 

/=^  sin/)a. 

on  a  une  courbe  unicursale  dont  lare  s'exprime  par  un  segment  de 
droite;  si  l'on  prend  y  :^  cosPy..  on  a  encore  une  courbe  unicursab; 
dont  l'arc  s'exprime  par  un  segment  île  droite  si  p  est  impair;  et 
par  un  segment  de  droite  et  un  arc  de  cercle  si  j)  est  |>air. 


—  i\)  — 

On  peut  aussi  prendre 

(/x  =  ('s in  /ny.  -—  siny?a)  cos/'a  r/a, 
f/y  =  (cos/na  -i-  co^py.)  c.nsi'y.  d'i, 
(IOm 

f/.ç  =  'X  cos X  cds/'a  aa, 

•> 

et  (I  autres  analoiiues. 

Partant  de 

(Ix  =  (  X  cos  ma  -r-  ;/  o.o'r-pa  )  iht , 

dy  =  (X  si  11  nui  -^  a  sin  />c/  )  (A/. 
il  vient 

ch-  =  (  X-  -i-  ;ji-  H-  ■>.  X  ;jL  cos  (  //;  —  p  )  ^/a- 
Posons 

(  /H  —  p)a  =  '2ç. 
Soll  l'ellipse 

X-                     y- 
-, r i = — ^ I  =  o, 

(U  -+-  k)'-  ('X  —   Â  )-' 

.r  =  (  ;jL  -^  X)  sin  o 

y  =  { ij.  —  À  )  cos  ç . 

dr5-^=:  f  X 2  -4-  [X-  -i-  9,  X;j.  cos  ■>  o  )  r/ci-  . 

On   voit  (jue  la   eourhe   (Irlinie   par  dr   et  (l\-  a    niènie  ds  que 
lellipse. 

On  peut  généraliser  en  prenanl 

fix  ~  (sin  c. (  a  )  /'(  a  )  rt^a, 
r/->- =:  (  cos  o  (  y.  ) /(' a  )  r/a, 
d'où 

r/.S-  =  _/■(  7.  )  (11.. 

2"   Partant  de  Téqualion 

u  -I-  (■/  =  (i  -+-  //';-"", 
qui  donne  la  solution  de  l'équation 

//--)-  t'2  =  c-, 

el.  en  prenanl  le  eas  le  plus  siru|)le  /;?  =  !. 

u  —  i  —  /-,         v  =  -ii,         z  =  \-^(-: 
posons 

,         I  —  /-   ,  ,  xt      , 

dr  =  (U,  dv  —  r  dt. 

I  -I-  /-'  I  -4-  /*       • 


--  50  — 
il  où  .s=  /  ;  la  courbe  délinie  par  les  équations 

.r  =  —  / -i- 2  arc  laiig/, 
y=  1.(1-+-/^) 
e>l  donc  leetKiable. 

En  prenani  m  =  a,  on  a 

If  =  I  —  i;/"--i-  ('•, 


d.r 


I  — (j/2-i-/<    ,  .  f,t~if> 


courbe  recliliahlc  ;  lintéiiiation  est  1res  facile,  cai',  en  posant 

laiig  -  =  <, 


,  cosi'-P  d(p  ,  «iii  i9  do 

dx  =  ! i-  5  tly  =  — '-  ■ 


s  =  la  11"  '  • 

'  ■> 

(  )n  j)eul  donner  à  /n  les  valeurs  3,  .\,  ...  cl  l'on  aura  des  r(''>ul- 
lals  analogues. 

i)"   Dans  les  fractions  qui  délinissent  flx  et  (/]■.  reiuplaçon>  /  par 

une  fonction  de  /;  par  e\euqile,  en  prenant  />i  i:    i,  renqilacons  t 

par  cos/,  il  vient 

I  —  cos-  /    ,  ,  '  cos  / 

d.r  =  —  d/,  dv  =  d/, 

1  -^  cos-/  "^  1  -+-  cos"-/ 

.s-  ==  /. 
courbe  recidiable  noiiNclle;  en  posant 

cos/  =   II. 


on  a 


,          I  —  II-       du  ,  -x  II  du 

d.r  —  T-     ,  L>  «-/)■  = 


"-  v/i  — "-  '       '"^'  "'■  v^  — "- 

A-  :=  arc  cos  II. 


Il  serai!    intéressani   tlCtudier  les   Iranslornialions   (pii   donnent 
des  couihcs  alg(d)ri(pios. 


—  m  - 

IV.   En  Cf)oi'(l<niiié<'^  |j(»l;iir<'S,  un  m 

Soit 

'/'^  =  I  /" —  'i'  )  di»,  y  cIm  --  ■>  V/'-s'  (h", 

dit  ù 

ils  =  (  I"  .    o'j  cAo. 
(  )n  (loil  donc  ;»\iiii- 

f(|u;tln)n  diHcrcnl  icllc  ji  di-iix  lonclion^  inconnues. 

Nous  parliculariseions   le  problènn-  en   donnant  à  ■:,   corlainc; 
valcnrs.  ou  en  ('•lahli>s;inl  une  relation  entre  /  el  'i  : 

i"  Prenons  'i  -   (o.  nous  a\<tn>  ré(|ualioii  diHei-enlielle 

df 

^.1-'")-=  i;7^- 

2"   /  =  ,;-.  On  Iroiixe.  en  posani  ;^^e-*'-, 

.1^(1-1-5  (2 

2(1  -f-  3-)  (  I  H-   C  i- 


II  Z)' 

.)"  y  —  'j  =  '^-.  On  IroiiN  e 
0    =  /■-. 


V'  I  -     >  <  4-  I 


/ 


4"  /^^  'f /^  Soil  j)  .^  ^.  A  -f-  I ,  il  \  ieni 

r-     ~  /'' —  /, 
,  ■>.  \/p  //'    '  f// 

/■/(O    ^-=     ; > 

/i//  —    1 

.V  =    IP-\-  I. 

Résidlals  ana|oj;ue-^  ^1  /'  e^l    |);nr. 

V.    Une   conrhe  «'-lanl   ilonnée,  on  peiil    lacileinenl    liou\er   une 
infinité  do  courbes  dont  l'are  s'exprime  par  I  aie  de  la  prennèic. 


]\ous  partirons  de  l'identité 

,  ,         „    ,    „       {ad-.  —  60  (h')  V-        [  a  0  cLm  -t-  h  </c  )- 

a-  -+-  6-  <■/--!-  //- 

Supposons  que  a  et  /;  soient  des  fonctions  de  to,  et  posons 

a  ch  —  /^  0  (t/w 


nous  dcliulrons  ainsi  une  courbe  ([ui  a  même  ch  que  la  première, 
quelles  que  soient  les  fonctions  a  et  b. 
En  |)articulier,  on  peut  prendre 


I "  Soit  l'ellipse 

prenons 
il  vient 

d'où 

0)  (  =  —  to 


rt  =  siii  [cp(w)], 
h  =  cosfci(co)]. 


I  —  e  cosco 


a  =  cosw,  b  ^=  sino), 

—  simo  (Yto 
(I  — ■  e  cosoj)2 

cosw  —  e 

P,   CtM,   = (liM. 

'  (i  — ecosa))2 


fi  = 


e{[  —  e'cos  w  ) 


les  é([uations  définissent  une  courbe  qui  a  même  ds  que  l'ellipse 
donnée. 

2"   Soil  la  courbe 

p    =  COS2(0. 

Prenons 

«  =  sino),  h  =  coso), 

il  vient 

c/pi  =  ( —  2  sitl7«0  sin  &>  —  COSr.)  COSUd)  ff.M. 

p  I  df->  1  =  (  cos  '^  co  ï^i II  M  —  i  sin  •;>.  o)  cos  w  )  du), 


—  33  — 
d'où 

pi  = — sinoj —  -sin-*oj, 
o 

9 

coi  =  — o(i-) —  -colan"(;>. 
■>. 

Ces  équations  définissent  une  courbe  qui  a  même  ds  que  la 
courbe  o  =  cos2(o;  je  dis  que  celte  dernière  courbe  a  uK'-me  ds 
qu'une  ellipse.  En  eftet,  considérons,  plus  généralement,  la  courbe. 

p  =  cos/nto. 
L'ellipse 

x-^  ni^  y-  =  I 

a  même  ds  que  la  courbe;  en  effet,  on  a,  pour  la  courbe 

ds-  =  (  m-  sin-  m  lo  +  cos-  m  oi  )  d',)'-, 

et,  [)our  l'ellipse,  en  posant 

X  =  sinmto, 
/ny  =  cos/n  '»>. 
la  même  valeur  de  ds. 

7)°  Soit  la  courbe 

p  =  A  cos /n  io  -f-  B  sin  «^  lo  : 

je  dis  qu  elle  a  même  <:/a' qu'une  certaine  ellipse.  En  elFel,  en  faisant 
tourner  Taxe  polaire,  on  ramène  l'équation  à  la  iorme 

p  =:  K  COS/n  0), 

et  l'on  est  ramené  au  cas  piécédent. 

4"  En  coordonnées  rectilignes,  considérons  l'ellipse  avant  |)()ur 

équation 

X-        y- 

d'où 

u;:=^Kcosa,         y=\js\i\x, 

ds-  =  (  K*sin2a  -+-  L^  cos- a)  d-x-. 

Multiplions  par  sin-/?ia-|- cos-/«  x,  il  vient 

ds-  =       (K  siiia  >ii)  /ny.  —  1^  cosx  cos/»a  )'  da.'^ 
-i-  (  K  sin  a  cos/na  -h  \j  cosa  sin  fu  a  )*  r/a-. 


Posons 
d'où 


fj4 


dxi  =:  (  K  sin  a  sin  ni'j.  —  1-  cosa  cos//(  y.  i  ^/a, 


k  —  I.    .  k  H-  L 

sm  (  //(  -    I  I  a -m  i  //;  -h-  i  r/, 


Iv-i-L        ,  k  —  I. 

'2J',  =  —    ^ COS(//(   -f-  1  )  7.        -    CO>(  ///.      -  I  j7, 


.Ti  =  \  siii  (  m        lia  -i-  l>  ^iii  (  ///  —  i  )/. 
J■^  =  A  cos(  ni  -f-  ija  --  B  cosC  //(  —  \)ol. 

Ces  équalions  (léfînisseiil  une  classe  de  coiu'Ik's  unieiii'sales  (  si 
r)i  est  ralioniiel),  qui  oui  même  ds  que  lellipse  donnée. 
En  particnlier  pour  K     ;  L///.  on  retrouve  la  eourhe 


'  III  m  I 


\.  siii  m  il] 


5**  On    |)cul,   par  ))ien  d  autres   procèdes,    oLicnir  des   courlte.- 
ayant  même  ds  qu'une  eourhe  donnée. 
Soil  ICllipse  définie  par  les  équations 


d  ou 
ils-"-  : 

Pos( 


I  —  /- 
.r  =  (I  

I  —  r- 

b- 1'  -i-  (  a-—  kIA  Mi   --  //-' 


■il 


I        I- 


(  I  ^.~r-)'' 


ii'-^  \\ 


(  1  -H  I'-  \'- 


,lx, 


./.-, 


■ibdl 

1 

(  I  +  r- 

1  \  «^  - 

b-^ 

dt 

(   I   -f-    /2   )2 


./'i  =2^  arc  laii;.;  /, 

>  c 
Kl  = 


I  ■  :-  f- 


(jCS  e(|ualions  délijussenl  une  courbe  qui  a  im-mr  ds  (pic  I  elhpsc. 
Soil  encore  l'ellipse  délinie  parles  équalioii> 


^/,v^  .=  dr- 


y  =  /,  ,/■  =  y'  I  —  n\l'- . 


inl'- 


I     -  ml- 


55 


Poï 


dx, 


dl 
v/i  —  int- 

J 


dy 


1  dl  \'ni-  —  m 
\'  \  —  ml- 

sin  {:ci  y  m  }. 


f  I  la  courlie  ainsi  cl(';linie  a  même  ds  que  l'ellipse. 

Considérons  encore  l'hyperbole  définie  par  l'équalion 


ddù 
PoMins 

(l   (Ml 


ds'-  =  dx-i 


v/' 


dxi  =  — -dx,  dy\  = 


■  dx. 


Celte  courbe  a  même  ds  que  l'Iix  peihoh-. 

(V'   Une  couihe  étant  délinie  par  les  équations 

dx  =  f(l)dl,         dy  —  z(()  dl. 


d  lui 


soient  A  el  B  <leu\  (onctions  de  /. 
On  a 


ds-^  =    -^ i-r^ :r^ dl-  —-    -. —  dl^ 


cl  eu  posant 


A'-       \P 


dx,  ^ 


\^-~  B- 


C  ,// 


Ddt 


iiu  dêlinil  une  couihe  Jiouvelle  (pu  a  uiêuic  ds  (pie  la  prcniirn.'. 
Soit,  par  (exemple,  la  parahole 

X  =  I.         y  =  /-, 
prenons 

A  =  i  — /-',         U=>l. 


5(3 


(l'on 

ou  en  dédiiil 

Xi=:  —  3^  +  6  arc  taiig/, 

j/j  =  —  /2  _^-  3  L ( /-' -f-  I  ) 
Cette  courbe  a  même  ds  que  la  |)arahol('. 

VI.    i"  Soil 


d'où 

On  (lédiiil 


dx-  =  (i  —  sin"->. a  i  cosa  dcr.^ 
dy  =  '2  ?in  'i  a  cos  a  rfa, 

ds  =  (i  -H  sin-  '2  a  )  cosa  dv.. 


37  =  —  sina  -t- 


sin  )  a  -I sm  ja. 

1-2 


r 


3 
sin  Dt 


cos  3  7.  —  cosx, 
-  sin  3  a  - 


courbe  uni(;ursale  rectifiable. 
La  généralisation  est  évidente. 


2"  Soit 


dx  =  (  I  —  ni  lang-Z'a  )  cos-''+-/''a  rfa, 
r/^  =  2  ^ m  tang/'a  cos^/'+^/^'a  rfa. 


(/s  =  (  I  -1-  m  tang-/'a)  cos-/' "•"*/'' a  c?a. 

En  disposant  de  ni  de  manière  que  dans  l'expression 

(cos^A'a  —  //i  sin-/'a  j  cos^^'a, 

il  n'entre  pas  de  terme  indépendant  des  cosinus,  on  aura  une 
courbe  unicursale  dont  l'arc  s'exprime  par  un  segment  de  droite  el 
un  arc  de  cercle. 

Ainsi  |)our  y?  =  i ,  y>'=  2,  on  trouve  m  =  5. 


I 


.)"'  Vm  partant  de  l'identité 

fi  -+-  çî  =  'l-i 
dx  =f(t)dl,         dy  =  f{f)dt, 


et  primant 


on  peut  remplacer,  dans  /'ou  dans  ce,  la  variable  /  par  une  fonction 
tle  /,  on  aura  un(;  nouvelle  courbe  rectifiable  comuie  la  pi-emière 


si  les  t'onctions  sont  convciiahlemenl  choisies.  Ainsi,  prenons 

,/x  =  (i  —  fi)  dt,  (ly  =  > /  di 

el  reni[)la<;ons  /  pai-  /-.  il  \ienl 

</.;-,  =  11  —  /'•  )  dt,  dvi  —  '  t-  dt, 
(1  Où 

/••  /î 

Ji  =  t -,  yi=  >-. 

;»  > 

t'^ 


De  niènu'.  remplaçons  /  par  sin/,  il  vient 

d.r  —  ('Os-/  (//.  dy  —   >.  >iii  /  dt. 

ds  =  ^1  -f-  •i\u-t)</t. 


t  Sllli/ 

j—       -+-  — ; — ,  y  =  —  '  COs/. 

:>.  .j 

.,  sinji/ 


On  peut  aussi  se  donner  »   en  lonelion  de  /;  ain<i 

y  =  -if{t),  dj-  =  {i-f^-),tt, 

ds  =  (i-hf-  I  dt. 

On  peut  se  donner/',  e'esl-à-dire  la  tonne  de  ds.  et  en  (iéduire 
x  cl  )". 

/j"  En   parlant   d'identités  plus  eoinpliquées,  telles  (pie  la  sui- 
vante : 

(I  — 6/-' -+-/■•  )M-  (4/  — .',/:')«=  (I -H /-')>, 

cm  aura   une  eourbe    unieursale    rectifiable,    mais    on    peut   aussi 
écrire 

dx  =  (//, 

1  -+-  /-' 

,        4  /  -  4  /^  , 
dy  = — <//. 

d'où 

ds  =  (\~-  t*-)dt. 

l*artant  (le  méuie  de  I  identité 

(  /^  —  3  /  )*  4-  V  ;i  <-  —  l)*  ^  (  I  -  t'-  f  , 
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en  V  remplaçant  L-  par  t.',  et  posant 


il  \  leiU 


,           V'  —  it-     ,              ,            3/*  —  I      , 
dx  =  -— -r-'il.  (/y  —  — r~'''. 


ce  ([ui  est  le  cis  de  I  hypei-hole  ocy  =  i. 
5"    Parlant  de  lidenlili- 

,1  —  ■')/-'  —  /■'  =  ( ■>.  —  /2  r-i  -4-  c 'j  /y-. 

P(».sf»n.s 

,/.r  =(■<  —  /  î  )  ^// ,  (fy  =  3/.  dl, 

ce  (pii  dodinil   une  coiirhc  niiicnrsalc  ('.  l'osons 


d.ii  =  v^4  —  5 r^  d/,       dj-i  —  r-  di. 

ce  tpii  délinit  une  coiirhc  (]  .  Iranscendanl^-. 
On  peut  encore  écrii'c 

PlIMUl- 

/  =^  0  v'") 
et 

d.r.,=:  ■>.  dl  ^:-  ■>.  db  v'5, 


dr.i=  JO  \  I  -+-  ')•-', 


,r..  =  ■>/. 


,-çr- 


coiirltc  II  iii(iir>al('  (-  .  I.c>  [\u\>  coiirhes  onl  même  c/s. 

\\\ .    i"  On    |)eiil   (d)Leuir  lacilemeiil   des  cmirho  j^auclies  reeli- 
(laliles  cil  parlaiil  d  idenlilés  telles  (pie 


En  fllel ,  |iiis(m> 


(/-'-+-  Ij2  =  /'«^u  .>/2  +    I 


d.r  :  :^  /-  (//.  dy  —  \''>l  dl,  dz  =  d/. 


;iî)  — 


1 1  \  1 1  •  a  I 


•-ï-  =  —  '       y 


^r-sj-. 


z  —  l. 


non-  aurons  une  courbe  gauche  lectitial)!»-. 
C.<  111  sidérons  l'Identité 

v/3 


posiius 


il  vitiidra 


<u. 


)  .Mil  vi.'  part,  écrivons 


uou^    (lélinirons    ainsi     une    courhc    ai|;élni(jiic     plant'    (|iii     aura 
V     incnic  'Is  c[ue  la  courhc  unicursalc  gauche. 

{{•■'«iillaLs  analogues  avec  d'autres  poh  nomo  du  ([liai  iicine  de^ie. 

:>     lai  j^éni-ral.  en  parlant  d  une  idenliU'  de  la  loriiic 

on  "aura    nue    coiirlie    gauche    et    une    cdiirhe    plane    (pu    auront 
uièiiif  ds;  par  (;\ein|)le, 

(  /•'+  r^y^  ^  -yi'--  I  =  {r-\/r^—  ■?.  i )- —  \r- -^  i/-. 
Parlons  encore  de  I  identité 

(  ?  ■  Kfy-  --  I  r  —  ■'./')-  -i-  (  ■^/  4-  -v^  )2  =  (  \J' 


I-  -+•.   )  C-. 


/  el   ■:,  étant  .des  fonctions  de  /:   nous  aurons  aiiiM   une  nilniilf  <lc 

courlie>  gauches  et  |)lanes  avant  ni("ine  ds. 

Prenfuis.    par   exeuipic,    /        /-,    o^^/.    non»   anion»    la    •  (Uirltc 

i;aii.  lie  délinie  par 

//j-  =  ( /-    -  1  )  r//. 

dz  ^  (il  A-  ■i.t-)(ll. 
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cl  la  courbe  plane  tléfinie  par 

fixi  —  {3r-^  t)  dl,         dy^  —  t  \/li  dt. 

Ce.s  courbes  oui  même  ds  et  sont  rectifiables,  car  on  a 


(Is  =  i  y/3  \/'i  l--^  it^  ■?.  dt, 
et  s  esl  donne-  par  un  radical  el  un  logarithme. 
.')  "  Considérons  la  courbé  gau(dic  définie  par 

dx  =■  rfp  co>(o , 
dy  =  f/p  sin  w, 
dz  =  p  dw, 

puis  la  courbe  })lane  définie  par 

<ls'^  =  drj'  -+-  p-  «?oj-  ; 

ces  courbes  onl  même  ds. 

Exemple  : 

G  ■—  sin '2(1), 

I    .    „ 
X  =      sui .)  w  +  sinoj, 

y  =  costo  —  -  cos3u), 


■  Celle  courbe  gauche  a  même  ds  que  la  courbe  p  =  sin2  0),  el, 
par  conséquent,  qu'une  ellipse. 

De  même,  soit  le  cercle  p  =  sinw;  la  courbe  gauche  définie  par 

(0  I      .  COS  9.  W 

X  :=  —  -r-  —  sm'>.  W,  }'  = j  z  —  —  cosu> 

j.         4  ■  I 

a  pour  ds  celui  du  cercle. 

["  On  peul  ('crii'e 

dx  =  p  COS")  </f.),  dy  =  p  siiuo  r/io,  ;;  =  p  ; 

la  courbe  gauche  ainsi  définie  a  même  <^/.s'  que  la  courbe  gauche 
définie  par 

d.v  =  dp  COS  w,         dy  =  t/p  sin  w,         dz  ==  p  dr.i. 


i 


-  (il  — 

5"  On  a 

Posons 

/  dt                ,          J~t  (il              ,             dl 
dx  = )  dv  =  ?  dz  =  

/  -H  I  -^  /  -H  1  t  -^   \ 


nous  avons  une  (tourbe  <;auclie  recll(ial)Ie,  car  .v  =  t. 

6'*  TuKOuÈMi;.  —  Si  Von  considère  une  sovnne  algébrique  de 
carrés  dont  p  sont  positifs  et  n  négatifs^  le  carré  de  celte 
somme  peut  se  mettre  sous  la  forme  d'une  somme  de  carrés 
dont  p  sont  positifs  et  n  négatifs. 

En  appliquant  ce  llicorènic.  dont  la  démonstration  csl  ininxi- 
diatc,  nous  aurons 

(  I  )  (  a-  -i-  ^2  —  f/-  —  C2  fï  _f-  ( .,.  ac  )2  -r-  (  •)  bc)'^ 

=  (  CT-  -1--  t>-  —  d-  -+-  c^  /-  -f-  (  ■>.  cd)-, 

ce  qui  nous  permet  d'obtenir  une  infinité  de  courbes  gauches  et 
de  courbes  planes  ayant,  deux  à  deux,  le  même  ds. 

En  prenant  pour  «,  ^,  c,  d  des  fonctions  simples  de  /,  on  aura 
des  résultats  en  général  très  simples. 

En  partant  de  l'identité 

{a'-  —  h-  —  (■- )"-  --  ( 2 ab )- -^  {-i ac )-  =  (  n- -4-  6-  -f-  c-  )*, 

on  pourra  avoir  des  (ourbcs  gauchos  recliliables,  comme  nous 
1  avons  déjà  indiqué. 

Prenons 

I  .  / 


«  r=  c  = 


dx 


\/ 1  -h  r^ 

s'.-^-r- 

r-  dl 
1  +  /^' 

%  1  dl 
dy  ==  , 

dz  = 

idt 

» 

1  -t-  /•- 

s  =   t  -^ 

arc  taiii;  /. 

-"   Une  ellipse  étant  définie  par  les  écpialion- 


I  — /■-  ,.,     'Il 

-,         r,  =  K 

I  ^-  /-  "  I  H-  /- 


—  02 

,                 /,  k  /  dl 

n- 

cd-K'  '-':,, 

d'où 


prei 


nous  aurons  une  doiiltlc  iiiliiiilc  de  courlx^s  ijauclies  auuil  niènie^/s 
que  1  ellipse  donnée. 
Prenons,  par  exemple, 

,/  —    '  ~  '  ,.  _  ^<'  {^--^  t) 

'   ~~  I  +  /■-  '  '  ~      I  —  /^     ' 

il  \  lent 

I  k'  -1-  (i  —  /)-—  k'-(  I  -^  /)-' 


r<2_f-  l,i  = 


M  -H  /-  )- 


On  en  tirera  lacilenienl  des  vah^irs  de  a  el  de  h,  en  déeonipit^anl 
le  ntnnrratenr  de  la  fVaelit)n  en  une  soniin(;  de  deux  ean'é>.  après 
a\oir  inirodull  un  paramètre  arbiliaire,  el  lidentité  (  i)  donnera  la 
eourbe  j;auelie  ehercliée.  En  parlieulier,  le  numérateur  j>eut  se 
mcllre  sous  la  fornie  (a/ -h  p)--|- v,  et  Ton  |)eul  prendre 

a  =^  i-  >  h  = 


I  -i-  /*  j  -f-  /i 


Le   même   proeédé   peut   ser\ir  à   obtenir  des   eourbes  ijauelie 
avant  inèine  ds  qu'une  courbe  plane  donnée. 


FONCTIONS  0(,r)  DE  JACOBI  ET  l'i // i  DE  WEIERSTRASS' 
Pau  m.    a.    Pki.i.kt. 


1.    le   me   propose  de  déduire   les  propriétés  essentielles  de  la 
l'onclion    l'('/)  de  Weierstrass  de  l'étude  de  la  fonction  h(x^  «le 


—  G;i  — 

Jacobi,  en  appliquant  la  théorir  <lc>  iquatioiis   majoianles.  que  jo 
coiuinencerai  par  développer. 

.l'appelle  ét/iialion  majovanle  d'ordic  in  de  récpiatioii 

["('•qiialioii  qui,  ()rdt)nu(''e,  ollVc  deux  Naiialmns  de  sij^ues 

•>A„,\"'-F(^|---"- 

où  A,„=|rt„,j,   et  l''(V)   est    une    londiou    iMajoiaule   de   /(./); 

ainsi 

F(X)^|/(.r.|  M  \  =  \.r\. 

Su|)|)(»sons  que  l'équation  uia|oianlc  d  oi'die  ///  ail  deux  racines 
positives,  X,  et  .\.2  >  ^i  ;  <'t  iA'We  d'ordre  7//,  également  Arvw 
racines  positives  X^  et  X,  >X.,,  ln^  élant  supérieur  à  ni:  \  ,  sera 
supérieur  à  X^-  Kn  efl'et,  on  aura  les  deux  inégalités 

d  (»ù.  par  luiilliplieation, 


X 


w,     III  ^.     V"'i — "' 


\'!,' 


Pour  les  valeurs  de  X  dont  le  module  est  compris  entre  \,  cl  \^, 

le  logarithme  de  ^^7^  )    Z^^^'-^,  est  développahlc  suivani    les   pui>- 

sances  positives  et  négatives  de  ,r.  car 

f\x)              I          fyxs-    a,nX"^  . 
=  a„i  (  1  — 1  • 

X'"  \  f'mX'"  j 

cl  une  ionctn)n  maiorante  de  ^^^ ■ ?  >avoir r — rr— . 

>l  m'"'  ^in   ^ 

e>l  inférieure  à  i  entre  ces  limiter.  Nous  poserons 

I  l^  =la,„^G^\\,         \,      |.rl>\,, 

fin  -         1        1  ^  .  7 

(j  ne  contenant  que  des  puissances  positives  <le  x  et  un  terme 
indépendant  de  ic,  II  que  des  puissances  négatives  de  x\  ces  (onc- 
tions s'ohtiennent  par  des  opt-rations  algéliriqucs. 


—  Gi 


f(x) 
IJe  ni»}m('  /  '^"t;;;—  esl  développ.iblc  suivant  les  |)iiissances  positives 

et  négatives  de  x,  pour  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  (-ompris 
enli'C  Xj  et  \  ,  ;  nous  poserons 


l-fl^ 


/''«,,:   G, +  11,,         X.,>  |.ri>  \;,, 


(j|.  Il,  analot;ues  à  G,  II. 
Soit 

\^{x)  =  x''  ^r  P\  .?•''-'  -(-...-■-  />v 

le  produit  des  faeteurs  binômes  correspondant  aux.  racines 
de y"( ./■):=  o,  comprises  entre  les  cercles  de  rayons  X^  et  X..,  en 
tenant  compte  de  leur  deiirc-  de  nudliplicité;  le  rapp(ul 

=   'J>  (  X  ) 


\\X) 

est  dévelo|)pal)le  sui\ant  les  puissances  positives  Ct  négatives  de  x 

pour  \o   ,- (.r)  >>  X , ,  car  —  et/P  sont  développables  suivant  les 

puissances  positives  de  x  pour  |  x\  <<  X^,  puisque  les  modulo  des 
raciiies  de  l*(:r)  =  o  sont  supérieurs  i"i  Xo,  et  l'on  a 

(1)  /^^  -/«,,-.- G +  11-/1'.         \,>|:r|>X,; 

mais  le  second  membre  etanl  ordonné  suivant  les  puissances  de  .r, 
les  termes  semblables  de  (î  et  i\*  réduits  entre  eux,  l'égalité  sub- 
siste pour  tous  les  autres  points  situés  dans  la  couronne  comprise 
enti'c  les  cercles   de  rayons  \,  et  X, ,  cai-  le  ])remier  men>brc  est 

holomorplic  v\\  tous  les  points  de  cette  courcuine.  De  même  / — — 

est    dt''velo[)j)al)le   suisant    les    puissances    négative^    de     .r,    pour 

I  0."  I      '  \:j,  et  Ton  a,  en  l'aisonnanl  de  méuic, 

(.2)  /ilill  ==  /,,„    ^_G,  -•- II,       /  — ,         \4>|.r|>X,, 

|> 
/  — 7  étant  d(''veloppe  sui\aiil  le>  puissances  décroi><sanles  d<'  :)\  cl  la 

dinérence  II,  —  / —  ordonnée,  les  coellicients  réduits. 

'  X'' 

Les  deux    lorniules   (  i)    el    (  ■>.  )    sont    identiques,   sans   quoi,  par 
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soustraction,  on  en  déduirait  Ix  en  série  de  puissances  de  x,  donc 
V  =  m,  —  //i,  puis 


/  a,„-+- G  — /P  =  /«„,,-+- Gi,  H  =  Hi— ^-^: 


par  suite, 


^/«  1 

dans  le  cas  où  f{x)  est  une  fonction  holomorphe  pour  x  =  o,  on 
a  un  théorème  de  Weierstrass  ('). 

!2.  Soit/,  (j?)  une  fonction  de  même  forme  que  f{x),  conver- 
gente pour  \x\  compris  entre  X,  et  X...  D'après  la  théorie  de  la 
décomposition  en  fractions  simples,  on  peut  poser 

4f^' =  tllï-) -.  iilfi,         X.>|.|>X„ 

/(.r)  V(x)  f{x) 

P,  (j^)  étant   un  poljnome    de   degré    égal    ou    inférieur   à   v  —  i 

et  '^'        une  fonction  développable  suivant  les  puissances  positives 

et  négatives  de  a?,  d'après  le  théorème  de  Laurent. 
Posons 

4^^=Gî-+-H2,         X,>|.r|>X„ 

4^^    =    G.,  +    113,  X;>|^|>X„- 

flj^  =  G,^\U,         X,>|:r|>X„ 

les  H  ne  contenant  que   des  puissances  négatives  de  x,  les  G  des 
puissances  positives  ou  nulles. 
On  en  déduit 

H, =  11,,  G2=G;+^,         X2>iar|>X,, 

— -  étant  développé  suivant  les  puissances  positives  de  x^  puis 


G.,=  G..,  Il3=  ^n^  +  H;,         Xv>|.*|>X„ 


(')  Des  équations  majorantes  {Bulletin  île  hi  Siocielè  mathématique,  itjoy). 
L.  j 
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p 

pi  étant  développé  celle  fois  suivant  les  puissances  négatives  de  x. 

En  définitive, 

Ç  =  G3+H,,         X4>|a:|>X, 
et 

le  module  de  x  étant  supérieur  à  X;,, 

-p-  =  G2  —  G3, 

le  module  de  x  étant  inférieur  à  X2. 

On  peut  déduii'e  de  ces  formules  une  démonstration  de  la  for- 
mule de  Lagrange  :  Sur  un  mode  de  séparation  des  racines  et  la 
formule  de  Lagrange  [Bulletin  des  Sciences  mathématiques 
de  G.  Darboux,  1881). 

3.   La  fonction  de  Jacobi,  0(ar), 

-t-  00 

convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  si  le  module  de  «7,  Q  esl 
inférieur  à  i,  jouit  de  la  propriété 

0  (  .r  )  :^  ^'«'  X'"  0  (  q -""  X  ). 

Les  équations  majorantes  de  tous  les  ordres  ont  deux  racines 
positives  si  Q  est  inférieur  à  la  racine  positive  de  l'équation 

qui  est  comprise  entre  o, 'j .")■") 9 ;^  et  0,4559^.  On  en  déduit  que 
toutes  les  racines  de  l'équation  0(0?)  =  o  sont  comprises  dans  la 
formule  x  =^  —  </-'""'"',  d'abord  lorsque  Q  <  o,  '10593,  et,  par  con- 
tinuité, lorsque  Q  <;  1 . 

Observant  que  ô(-)  =0(j:),  posons 

l^.r)  =  ^,+  CJ(x)  +  (J  (i  )  ,         1  >  I  .r  I  >  Q, 
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avec 


CJ(x)  =  S-iX-i-S'iX'--h...-\-S'n^"-^-.-''^\3'\<  -Qy 


il  vient 


pour  toute  valeur  entière,  positive  ou  négative,  de  m. 

Faisant,  dans  les  formules  du  n"  1,  m  =  o  et  m,  =  i ,  il  vient 

^  Q 

Ces  deux  identités  donnent  chacune 

^1=     .  é'2=  — 


I—   ^^  ^  V.(l  —  ^l) 


et  laissent  go  indéterminé.  Remplaçant  ensuite  m  et  m,  par  —  m 
et  m,  on  a 

P  =  (x-f-9)f:r-i)...(^  +  ^2—)  (^  +  ^^)  ; 

Gin^"'x)  +  (\(q'"'-) 

^{x)  =  q'"'x-ne"oe'^  •^^       '■', 

d'où  enfin 

fiix)  =  eSo(i  +  qx)  (  i-h  2  j  .  .  .(n-  ^-^'''-ix)  M-t-  ^2///-i  1  j, 
multiplié  par  le  facteur 

qui  tend  vers    i  lors^jue  m  tend  vers  l'infini,  x  étant  déterminé. 
Posons  e'''''=  =.1. (^)  ;  on  a,  en  faisant  x  =  y/ —  i  =  /, 

e(;)  =  6(  — 0 

00 

0 

en  désignanl  par  ^(ç',.^)  la  fonction  O(^)  où  l'on  a  rcin|)lacé  (j 
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par  q'.  Donc  0(f)  est  aussi  égal  à 

0 

il  en  résulte 

0 

Remplaçant  q  par  q'\  puis  par  </'",  ^"*,  .  .  . ,  on  a  en  définitive 

On  en  déduit 

6(1)      =X(^)(i  +  ?)2...(i  +  y^"  +  ')^.., 
e(-i)=  Jl>(ry)(i-^)2...fi-^2«+i)-2..., 

e(.)e(-I)  =  .l>H^)J7['-^^'^"-*-"]^ 

0 

e(^)  =  e  (-)  =^A,(q){i-^g^y-...(i-^g^"y-, 
e(i)e(-i)0(^)  =  2.i,H'7)> 

0'  {—  -\   =  qA>Hq),  b'(—q)  =  --A^[q), 

O'(^)  désignant  la  dérivée  de  ^{x). 

4.   Si,  dans  la  fonction  où  (3  et  [j.  sont  entiers,  le  dernier  positif 

on  change  x  en  ^-x,  elle  se  reproduit,  multipliée  par  le  facteur 

<72P(a,a2.  .  .a(j.)->  =  a; 


a,,  a^,  . .  .,  «p.  étant  donnés,  on  peut  choisir  ^  de  manière  que  le 

module  de  a  soit  compris  entre  i  et  —  ou  égal  à  i . 

Soit 

A,  Aa  Am  Pi(x) 


i-^-xq        {\-i-xqf                   {i-\-Tq)\>-        (i-\-xq)¥- 
la  somme  des  fractions  simples,  correspondant  à  la   racine 
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de  9(t)  =  o,  pour -X(x)  ;   celle   correspondant  au  zéro  — qim-t 


sera 


r  Al  A,  Au  "I 

1 : r- . . .  -^ a'"  ; 

on  lé  voit  en  substituant  dans  la  relation 

et  faisant  tendre  x  vers 

Pour  I  X  I  compris  entre  Q  et  —  >  soit 

pour  I  X  1  compris  entre  ^^  et  ^i^'  on  aura 

,X(^,  =  a-  [G(ç-",r)  -.-  H  (^^)]  .  ^  >  k  I  >  gin 

Il  vient 

_LLi£)_=.-.H(^)-H(i),  |.r|>-L, 

d'après  les  formules  du  n"  2.  Posons 


\  .r  /         X        x^ 


Les  deux  dernières  formules  donnent 

P,(x) 


+  ^„ar«(i  — a-'^2"  i+...It|  <Q-'. 
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Tous  les  coefficients  g^  h  sont  déterminés  si  a  est  difterent  de  i 
et  son  module  inférieur  à  t^  '  rTi  ^  1  ^- 1"  Po^^^  a  ==  i ,  le  seul  coef- 
ficient de  go  est  nul  :  tous  les  aut?res  g  et  tous  les  h  sont  déter- 
minés ;  alors  la  somme  A,  +  AaH-- •  .+ A^.  est  nulle  et  ^'^o  peut 
être  déterminé  par  les  équations 

„=G(..;+H(i-) 

OU 

^0  étant  l'une  des  a  racines  de  l'équation  rv:-(a:)  =  o,  comprises 
dans  la  couronne  Q  et  tt»  la  première  devant  être  rejetée  si  le 
module  de  x^  est  égal  à  T=r>  la  série  G^x^)  étant  alors  divergente. 
Supposons  m  entier  positif.  On  a 


r^>l^l> 


Q^' 


puis 

nz=in — 1 


avec 


R„,  =  oi-"'G{g'^'"x)  -+-  a'" H 


X 


R,„  tend  vers  zéro  lorsque  m  tend  vers  l'infini,  si  a  est  compris 

entre  •  et  ^^^  —  >  |  a  ]  >  i .  Si   |  a  |  =  i ,  R,„  tend  vers  g^,^'"''  et 

par  conséquent  varie  avec  m  si  a  est  différent  de  i  lorsque  ^o  n'est 
j)as  nul;  ^o  =  A,  +  AaH-. .  .-|- A,ji  pour  a  différent  de  i. 
Pour  a  =  I , 

et  nous  avons  vu  qu'alors  A^  -\-  A2H-. .  .-|-A|jl=  o,   et  que  ^o  est 
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déterminé  par  l'équation 


—  "V  I— _Al_         ^ I-        -. ^!^  ] 


Xo  étant  l'une  des  racines  de  ^-(x)  =  <>. 
5.   Observant  que 


xq^ 


désignons  par/j(a;)  la  fonction 

On  a 

pix)=p  l^\   =p(cj-^x) 

Il  vient 

—    ^ ^-^ ;^ =  p{x)  —  pi ; 


d'ailleurs 


P\-^,]'''\-7,)' 


^—  est  un  zéro  de  0(a,:r)  et  —  —  un  zéro  de  0  (  —  )  • 


f>(''p)  =  ^lf-^^ 

-i)-.(-i.)- 

^>I^|>Q, 

il  vient 


h  -r-  ^  7  ) 
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avec,  pour  déterminer  les  coefficients  o-,  l'équation 

qui  a. lieu  pour  les  valeurs  de  x  dont  le  module  est  inférieur  à  —  ; 
ce  qui  donne 


-q' 


Les  deux  fonctions  9(a,  a?),  ^  (  —  )  oiit  les  mêmes  zéros  sans  être 

identiques,  seulement  lorsque  a,  = —  i,  ou  ^,  ou  — q;  et  il  vient, 
en  simplifiant  le  facteur  dans  le  premier  membre,  à  l'aide  des  rela- 
tions établies  au  n"  3, 


_,6n.)e^(f)o(,..)o(-^) 


4  OH-r) 

ie=(_0  0^'Q)6(-,.)o(_^) 


02(.r) 


=  /)(a:)— />(r); 


faisant   x  =  i ,  — i,  -   successivement   dans    ces   formules,    elles 

A  ^ 

donnent 

et 

En  remplaçant  p  ( —  i)  et  />(i)  par  leurs  \aleurs  déduites  de  la 

série  (  i  )  et  ji>  (  -  j  par  sa  valeur  donnée  par  la  série  (2),  on  obtieni 

des  identités  qui  conduisent  à  des  théorèmes  arithmétiques  remar- 
quables [voir  C.  Jordan,  Cours  de  l'Ecole  Polytechnique, 
t.  H). 
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6.    La  fonction 


(•) 


K-r")-^ 


y 


adniel  les  deux  périodes  ir.i  et  T.iz'zi,  avec  6""^'=  q.  Elle  a  un  pôle 
double  au  point  u  =  o  et  n'admet  que  des  termes  de  degré  pair 
en  a.  Le  terme  indépendant  est  nul  et  son  développement  est  de 
la  forme 


si  l'on  prend  j'  égal  à 


I 

—    -H  CM--t-  Cl  M' 


j Vi       g'-" 


ou,  d'après  la  série  (2), 


12    ^d  I — 


q^n 


La  fonction  (i)  est  la  dérivée  seconde  changée  de  signe  du  loga- 
rithme de  la  fonction 


—  V C"  — C 

e    •   2  G 


Cette   fonction  est  impaire  si  l'on  donne  à  C  la  valeur  -,  et  sa 
dérivée  est  égale  à  i  pour  //  =  o  si  e~^'  est  égal  à 


La    lonction     P(m)     de    Weierstrass,     aux    périodes     aw,     et 
20)2=  '<«t'><",  n'est  autre  que 

et  'il u)  est  donnée  par  la  formule 

a'iu)= '- — e   iw?        â"»!    e| e '"• 


SUR  QUELQUES  PROPRIÉTÉS  DES  NOMBRES  TRANSCENDANTS 
DE  LIOUVILLE; 

Par  m.    EniwoNn   Maillet. 


I.  Dans  cette  Note  ('),  j'indique  quelques  résultats  nouveaux 
relatifs  aux  nombres  (transcendants)  de  Liouville. 

J'introduis  d'abord,  pour  une  suite  S  convenablement  définie 
de  fractions  rationnelles  J„  ayant  comme  limite  un  nombre  J  de 
Liouville  réel  ou  imaginaire,  la  notion  de  suite  complète  ;  je  donne, 
lorsque  J  est  réel  (par  suite  aussi  J„),  une  condition  suffisanle 
pour  que  la  suite  S  des  J„  Soit  complète;  quand  on  envisage  toutes 
les  fonctions  rationnelles  F  (a?)  de  x  à  coefficients  entiers  réels,  les 
suites  des  fractions  F(J«)  relatives  aux  divers  nombres  de  Liou- 
ville F(J)  satisfont  à  cette  condition,  si  celle-ci  a  lieu  pour  une 
d'elles. 

D'autre  part,  j'établis  d'une  manière  plus  générale  quantéiieu- 
rement  l'existence  de  nombres  transcendants  réels  ou  imaginaires 
qui  dépendent  algébriquement  d'un  nombre  de  Liou\ille  .1  sans 
être  des  nombres  de  Liouville. 

Ainsi,  les  deux  racines  imaginaires  de  x^  =  J  ne  sont  pas  des 
nombres  de  Liouville;  lorsque  S  satisfait  à  la  condition  suffisante 
précitée  et  queR  est  un  nombre  rationnel  positif  non  carré,  J  y/R, 
où  J  est  réel,  n'est  pas  un  nombre  de  Liouville. 

Incidemment,  je  piouve  et  j'utilise  un  lemme,  déjà  j)resque 
entièrement  démontré  au  fond  par  uioi  antérieurement  {Journal 
de  V Ecole  Polytechnique^  a*"  série,  20''  cahier,  1919.  p.  i52-i54; 
Comptes  rendus^  t.  168,  1919,  p.  21-),  et  dont  un  cas  particulier 
m'a  déjà  servi  dans  l'étude  des  points  entiers  des  courbes  unicur- 
sales. 

En  terminant,  j(;  signale  quelques  légers  compléments,  éclair- 
cissements ou  errata  relatifs  à  mes  écrits  antérieurs  sui"  les  nom- 
bres de  Liouville. 


(')  Celle  Note  a  élé  déposée  à  l.i  Sociélé  malhémalique  «n  juillet  1920:  011  i^n 
trouvera  un  résumé  dans  les  Comptes  rendus  du  26  avril  1920,  t.  170,  p.  pî^S. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

11.  Un  nombre  de  Liouville,  réel  ou  imaginaire,  peut  toujours 
être  défini  (')  comme  limite  de  la  suite  X  de  fractions  rationnelles 
distinctes  (c'est-à-dire  inégales  deux  à  deux),  à  dénominateurs 
réels,  positifs  et  croissants 

(ij  "''"q;'     ■■■'      ""q;' 

satisfaisant  aux  conditions  suivantes;  soit 

(2J  lJ-J„|  =  Q->"; 

on  a,  par  hypothèse,  P„  =  /?„  -f-  ///„,  où  />„,  />'„,  Qn  sont  des  entiers 
sans  diviseur  commun,  en  sorte  que,  si  jo„  oi> />„  6st  nul,  //„  (»u  p,i 
est  premier  à  Q„  (je  dirai  ici  pour  simplifier  que  P„  et  Q„  sont  pre- 
miers entre  eux,  et  que  J„  est  irréductible);  on  a  Qn+i  >  Q«  >  '  i 
et  limQ„=ioo  pour  n  z=co;  enfin,  X„  est  >  3  (sauf  légères  modifi- 
cations, il  suffirait  de  prendre  habituellement  pour  les  raisonne- 
ments Xrt>  2 -f-e,  t  étant  un  nombre  donné,  positif  et  arbitraire- 
ment petit)  ;  dès  lors,  J  est  un  nombre  de  Liouville  à  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  que  limX„  =  oo  pour  /i  =  to  (c'est-à-dire 
que  \,i  dépasse  le  nombre  arbitrairement  grand  A  dès  que  n 
dépasse  un  certain  nombre  v). 

Je  désignerai,  [)our  abréger,  l'ensemble  de  ces  conditions  sous 
le  nom  de  conditions  (2). 

On  remarquera  d'abord  que,  quand  J  est  réel,  il  <'n  est  de  même 

de  Jfl  ;  en  effet,  soit  J  réel,  i'„  =  ^' ,  i\,  =  ^r  '>  ^^r^  '' 

|j-j„|2  =  (j     inY-^i';t, 

d'où  />'„*  ^  Q^j~ ' ' "  '  d'après  (2),  ce  qui  exige  yj)j=:  o. 

Soit  J  réel  ou  non.  Je  considère  une  fraction  rationnelle  irré- 

P' 
ductible  J' =  T=j7  à  dénominateur  entier  réel   et  positif  Q' ^- i ,  et 

(  '  )  \<jir  /.  T.  A'.  7'.,  p.  j5  (ces  abréviations  désigniroiu  mon  Introduction  à  la 
théorie  des  nombres  transcendants  et  des  propriétés  arithmétiques  des  fonc- 
tions. Paris,  Gaultiicr-Viilars,  1906). 
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n'appartenant  pas  à  la  suite  (i),  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  dans  cette 
suite  aucune  fraction  égale  ;  je  pose 

(3)  lJ_.l'|==Q'-a', 

et  soit  a  un  nombre  donné  arbitraire  >  3  ;  deux  cas  sont  pos- 
sibles : 

i"  sOn  pourra  choisir  a  =  ^  de  façon  qu'il  n'y  ait  aucune  frac- 
tion J'  pour  laquelle  a^p-;  alors  toutes  les  fractions  J'  n'apparte- 
nant pas  à  la  suite  (i)  satisfont  à  la  condition 

(4)  a'<[x,        I  J- J'|=Q'-*'>Q'-P-. 

Je  dirai  que  la  suite  (i)  est  une  suite  complète  de  fractions  carac- 
téristiques d'approximation  de  J.  En  effet,  cette  suite  renferme 
toutes  les  fractions  d'approximation  (ou  les  réduites  quand  J  est 
réel)  qui  peuvent  servir  à  caractériser  le  nombre  J  comme  nombre 

de  Liouville,  et  que,  pour  ce  motif,  on  peut  appeler  caractéris- 

P" 
tiques  ('),  c'est-à-dire  toutes  les  fractions  .1"=  -^,,  où  Q  est  réel, 

positif  et  premier  à  P',  avec 

<5)  1J_J"|  =  Q"-»" 

en  nombre  infini,  qui  satisfont  à  la  condition  a"^  ^,  où  ^  est  un 
nombre  positif  arbitrairement  grand.  Mais,  bien  entendu,  quand 
on  dira  qu'une  pareille  fraction  J"  est  caractéristique^  il  ne 
faudra  pas  oublier  que  cette  expression  ne  s'applique  pas  stricte- 
ment à  une  fi'action  donnée  fixe,  mais  à  une  fraction  variable, 
laquelle  appartient  à  une  suite  de  fractions  qui  tendent  vers  ,1,  et 
qui  satisfait  à  (5)  avec  a">-  ^,  cette  suite  étant  même,  si  l'on  veut, 
soumise  aux  conditions  (2). 

2°  Pour  toute  valeur  donnée  {x  de  a,  il  y  a  une  infinité  de  frac- 
tions J'  telles  que  «'^(J-  On  dira  que  la  suite  (i)  est  incomplète  : 
il  y  a  une  infinité  de  [fractions  caractéristiques  que  celte  suite  ne 
renferme  pas  (  •). 

(')  Ce  sont  ces  fractions  qui  interviennent  dans  mon  énoncé  dé  la  fin  de  la 
page  44  (et  même  page  ligne  l'î  en  remontant)  de  mon  /.  T.  A.  7*.,  comme  cela 
ne  peut  faire  de  doute  d'après  la  démonstration. 

(')  On  doit  remarquer  (]uo   si,  parnii   les   ctniditions  (2),  on   supprime    la  con- 


I 
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En  vue  des  applications,  il  j  a  intérêt  à  savoir  reconnaître  si 
une  suite  (i)  est  complète.  Je  vais  à  cet  égard  indiquer  une  condi- 
tion suffisante^  en  me  bornant  au  cas  où  les  fractions  J,,,  J',  J"  et 
les  nombres  J  sont  réels.  Alors,  d'après  les  conditions  (2)  (voir 

/.  T.  N.  7".,  p.  5,  n"  8),  J«  est  une  réduite  ^  de  J,  d'un  certain 

—  .  Z.* 

rang  /r,  qui  croît  avec  n  (par  extension,  quand  J  est  négatif,  j'ap- 
pelle réduite  de  .1  celles  de  |  J  |  affectées  du  signe  — ). 

III.  On  a  toujours  le  droit  de  poser,  la  suite  (1)  étant  complète 
ou  non. 

Je  vais  d'abord  montrer  que  le  nombre  ^-n  ainsi  défini  est  limité 
supérieurement.  En  effet,  on  a  [/.  T.  N.  T.,  p.  5,  n"  6,  inéga- 
lité (7)],  les  i,i  étant  d'abord  supposés  irréductibles, 

el  Q«+i  >  Xa+i  ,  puisque  J«^,  ^  J„  ;  donc 
puisque  Q„>2;  alors 


""  Le/, -H  (X„-  ljLQ„  ^  >.„—  2 

Donc,  T,  étant  un  nombre   [)ositif  donné  arbitrairement    petit, 
lorsque  n  dépasse  un  certain  nombre  vqui  dépend  de  r,,  on  a 

même,  lorsque  Q,,^.,  =  y/t_^, ,  la   première  inégalité  (8)   se   trans- 
forme en  égalité,  et  jx,j  est  com[)ris  entre 

et     I  -\-  X 


X„-i 


(lition  (|uc  — ^  soil  iricdiu  liljle,  J  no  cesse  pa^  d'clrc  un  nombre  de  Liouville,  et 
la  distinction  cnlre  les  suites  complètes  et  in((im|)lètes  se  fait  comme  dans  le 
n"  n,  J' étant  encore  pris  iricdiictible,  de  façon  (lu'il  n'y  ait  dans  la  suite  (1) 
aucune  fraction  ésale  \\  V. 
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L'inégalité  (8)  se  conserve  quand  la  suite  I  n'est  plus  assujettie 
à  ne  contenir  que  des  fractions  irréductibles,  tout  en  continuant  à 
satisfaire  aux  autres  conditions  (2),  si  l'on  suppose  qu'aucune  des 
fractions  de  S  n'est  égale  à  un  entier  (*).  11  suffira,  pour  le  mon- 
trer, puisque  Q//^'/a,  de  voir  que  Q//+1  >yA^i,  car  les  calculs  ci- 
dessus,  qui  conduisent  à  l'inégalité  (8),  subsistent  alors  identi- 
quement, et  l'on  a  encore  [jl„<  i  4-  r\  pour  /i  >  v  comme  ci-dessus. 

En  effet,  réduisant  les  fractions  de  2,  on  obtient  une  suite  S(  de 
fractions  irréductibles  y',,  =  —  que  l'on  peut  supposer  rangées  par 
ordre  de  dénominateurs  non  décroissants,  avec  s„^i>_s„^ 

i^bis)      |J— y„|=5-'",    4^"=Q,„  (jn=.hnJn  =  K,hi^^^   ?"^>). 

D'a|>rès  cela,  5,,  étant  >  2,  deux  de  ces  fractions 

/■  .,      /■ 

^"=F'       J  =  7 

ne  peuvent  avoir  même  dénominateur,  sans  quoi  on  aurait 

}  ^  ly  -/U I J  -y  I  - 1 J  -/I  -  ^-'+  ^-''> 

avec5>2,  /eir>3,  ce  qui  est  impossible;  donc  .s',)+i>5„.  Soit 


et,  par  exemple, 


'«-1-1  I  '  /n'  /      I    y  r\  ''■t  \ 

Jn+\  =  ■: =  J/«'=  rr-  (m  ^  m,  Q,„'=  5P.;^|  <). 


>«-t-i 


Q. 


//-t-i 


On  va  vérifier  que  l'on  a,  si  Q,/j'=  Q,^,'  t  >  1 
Or 

•*«  •»«4    1       *'J  ) 

Q    <     )  _"       't     ^  " 

•i  :z  '•III  —     o        o  ^-~ 


d'après  (8),  puisque  la  suite  S,  satisfait  à  (.8);  donc 
(^ter)  (j>i  —  j-Ji. 

(')  D'après  (2),  on  voit  de  suite  que  S  ne  pourrait  contenir  plus  d'une  fraction 
égale  à  un  entier,  fraction  que  l'on  peut  supprimer  [  note  C^)  ci-?près,  p.  ^'>, 
avant  Be/nargue  I  |. 
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Le  fait  que  Q,„,  est  plus  grand  que  Q,„  suffit  à  monliei  que 
Jn^=J/f         m  ■=  n,         Q/J+-I ii*«-f-i  >  A"«i 
par  suite  que  1  on  a,  en  même  temps  que  0„>5„  =  y/v, 

Qn+l  =  S«+l^XA4-i.  C.  Q.  F.  I). 

Nous  avons  trouvé  pour  iji,,  une  limite  supérieure;  mais  il  n'y  a 
pas  forcément  de  limite  inférieure;  .on  imagine  immédiatement 
des  nombres  de  Liouville  sur  lesquels  on  peut  le  vérifier  (').  Dans 
le  cas  où  il  existe  une  pareille  limite  inférieure,  c'est-à-dire  où  il 
y  a  un  nombre  fixe  positif  p  tel  que 

(9)  |-i«ip>o, 

on  peut  vérifier  que  la  suite  (i)  est  complète. 

En  effet,  je  reprends  la  fraction  J'  réelle,  irréductible,  et  n'aj)- 
partenanl  pas  à  (i),  qui  donne  lieu  à  l'égalité  (3),  avec  a'>3 
et  Q'>  Qi  >  1  ;  cette  fraction  J'  est  une  réduite  de  J  (/.  T.  N.  7'., 
p.  5,  n"8).  Q'  est  compris  entre  deux  dénominateurs  consécutifs 
Q//,  Q//+I  de  deux  fractions  ,)„,  J„_^,  de  (i);  on  n'a  pas  Q'=  Q/,, 


;')  Par  exemple,  il  en  sera  ainsi  pour  les  fi'atlions  continues  ordinaires  dont 
les  ijuolicnts  incomplets  a„,  a,,  ...,  a„,  ...  ont  une  limite  supérieure  fixe,  sauf 
«n,,  On,,  . . .,  a,,.,  . .  .(/i,<  «3<. .  .<  n,<. .  .)i  "ù  «n,  csl  une  fonction  donnée  de  /i, 
croissant  assez  rapidement  avec  h,  pour  que  la  fraction  continue  soit  lui  nombre 
de  Liouville,  tandis  (|ue  /i, —  n,^,  croît  assez  vite  avec  s.  Si   l'on  pose,  en  effet, 

P, 

— i  =  a„-H  I  :  a,-(-. .  .-t-i  :  «/;,—!, 

p 

où—  est  la  lédnile  d'indice    «,,  P,  et    <),  étant   prci rs   entre   eux,  Q^.  sera    dc 

l'ordre  de  a„„  et  Q.^,- 2%,  où  v,=  -^  —  i   (voir  /.  T.  A'.  7'.,  p.  3  et  4:!)- 

Dc  même,  soit  un  nombre  J  réel  de  Liouville  délini  par  une  suite  (i)  ou  i:  satis- 
faisant à  la  condition  (g);  on  peut  toujours,  et  d'une  infinité  de  manières,  «léduirc 
de  S  une  autre  suite  complète  analogue  £,  de  la  forme  (i),  qui  ne  satisfait  pas  à 
une  condition  dc  la  forme  (9),  mais  dont  les  frai  lions  ne  sont  pas  toutes  irréduc- 
tibles. Pour  une  infinité  dc  valeurs  de   n   (|ui  diflcrcnt  dc  deux  unités  an  moins, 

on  remplacera  ^  par  -?— ->  avec 

l',„=c„P„,         <,>,„  =  (■„<>,.=  <.>,?".         '■?,.?'„=>'„. 
en  supposant  i|uc  =„  cl   fj.croissent  au  ilclà  dc  toulcs  limites  avec  n  (par  exemple 
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car  si  cette  égalité  avait  lieu,  il  faudrait  qu'on  ait 

résultat  absurde  ;  en  vertu  du  même  raisonnement,  on  n'a  pas  non 
plus  Q'=Q„^.,;  donc  Qn<CQ'  <CQ„^t.  J'  étant  la  réduite  ^^ 
d'indice  /f  +  /  (/ >  i),  on  a,  d'après  (3)  et  (7), 

et,  d'après  (6), 

"/■„ 

donc  on  a,  a  fortiori,  puisque  Qn>  i? 

^-+-«'è(X„-i)(a'-i), 

(,o)  u'i^ ^- 

Cette  inégalité  est  indépendante  de   la  condition  (9);    quand 
cette  dernière  est  réalisée,  —  "S  ->  et 


en  sorte  que  a'  est  limité  supérieurement,    quel    que    soit    /i.   le 

deuxième  membre  ayant  la  limite  i-| —  pour  «  =  00.  La  fraclion.l' 

satisfait  à  la  condition  (4)  pour  une  valeur  convenable  de  ul,  et, 
par  conséquent,  comme  on  l'avait  annoncé,  la  condition  (9)  est 
suffisante  pour  que  la  suite  {\),  formée  ou  non  de  fractions 
irréductibles,  soit  complète  (-). 


(')  Dans  le  cas  où  la  suite  (i)  ou  S  n'est  pas  formée  de  fiaclions  J„  toutes  irré- 
ductibles, cette  inégalité  s'obtient  en  adjoignant  à  £  entre  J„  et  J,,,,  la  frac- 
tion J',  et  appliquant  à  la  suite  S'  ainsi  obtenue  les  raisoniuinents  faits  précé- 
deinnicnl  sur  S  et  £,  pour  aboutir  à  (8  ter). 

(')  On  observera  en  général  (|ue  si,  dans    une   suite   roniplète.  on  suppiinie  ou 
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Voici  encore  une  autre  conséquence  de  l'inégalité  (  lo).  Je  sup- 
pose que  la  condition  (g)  soit  satisfaite,  non  pour  toute  valeur 
de  /?,  mais  pour  une  infinité  de  valeurs  n,  de  ?i.  La  fraction  J'  ne 
peut  être  comprise  entre  J^,  et  J/1,4.1  que  si  (11),  où  /i  =  «, ,  a  lieu  ; 
dés  que  n,  dépasse  une  certaine  limite  ne  dépendant,  si  l'on  veut, 
que  de  J,  J„^  et  J,j_^j  sont  deux  fractions  d'approximation  caracté- 
ristiques consécutues  dans  une  suite  complète  de  J. 

Remarque  I.  —  On  peut  retrouver  ces  résultats  autrement. 
L'égalité  (6)  donne,  en  prenant  les  logarithmes,  que  les  J„  soient 
ou  non  irréductibles, 

et,  multipliant  membre  à  membre, 

Si  l'on  extrait  de  la  suite  S  une  suite  analogue  S2  satisfaisant  aux 
conditions  (2), 

Js=  f^         (5  =  r,  2,  ...), 

de  façoA  qu'il  y  ail  dans  il  une  infinité  de  fractions  qui  ne  figurent 
pas  dans  So,  on  aura,  pour  une  infinité  de  valeurs  de  .v,  par  suile 
de  «, 

la  relation  analogue  à  (^6)  pour  So  étant 

on  a,  d'après  ((Sj, 

(ç)bis)  rr   ^ 


et  lini'/i,,  =  o  pour  /i  et  .v  infinis  :  //«,  tend  vers  zéro  quand  n  croîl 
indéfiniment,  cesl-à-dire  que,   e,    étant  un   nouibre  positif  quel- 

:ij()iil<.'  un  noiobi'c  fini  <le  ternies  snlisfaisant  aux  eoiidiiioiis  ('■),  la  nouvelle  suite 
obtenue  est  en(roi-e  coniplèlc.  De  inéme,  pour  tout  nonilnr  de  Liouville  réel  J,  la 
suile  des  réduites  renferme  iiéeessairi-nienl  une  suite  e<)inplète  de  J  (  c'esl-à-dir.' 
suflisaïUe  pour  (b'-finir^  J  ),  |)uis(|ue  toute  fraeiiun  d'ap|>r(ixinialir)ii  earn<:léri»ti<|ui' 
est  une  réduite. 
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conque  arbilrairement  pelil,  il  y  a  un  nombre  y  croissant  indéfini- 
menl  quand  z,  tend  vers  zéro  et  tel  que,  pour  une  infinité  de 
valeurs  de  s>.y^  on  a  ms<^  e. 

Or  une  suite  incomplète  est  de  la  forme  So,  et  l'on  voit  qu'elle 
ne  peut  satisfaire  à  une  condition  de  la  forme  (9).  Ceci  démontre 
à  nouveau  qu'une  suite  qui  satisfait  aux  conditions  (6)  et  (9)  est 
une  suite  complète. 

De  même,  je  suppose  que  22  satisfasse  à  une  condition  de  la 
forme  (9)  pour  une  infinité  de  valeurs  s,  de  l'indice  s  (wi^,^o  ~>o)  ; 
dès  que  s,  dépasse  une  certaine  limite  ne  dépendant  si  l'on  veut 
que  de  J, /.?,  ety'^^^,  ne  peuvent  donner  lieu  à  aucune  inégalité  de 
la  forme  (9  ^/.s)  et  sont  par  suite  deux  fractions  caractéristiques 
d'approximation  consécutives  dans  une  suite  complète  de  J. 

Remarque  II.  —  J'ai  considéré  antérieurement  (/.  T.  N.  T., 

p.  23o-233)  des  iiTalionnelles  réelles  J  qui  sont  régulières  dans 

ma  première  classification  des  fractions  continues,  et  sont  aussi 

des  nombres  de  Liouville.  Je  vais  vérifier  que,  avec  la  condition 

/f  >  3     de    la    page     232     de    cet    Ouvrage,     la    suite    de    leurs 

réduites  successives  est,  à  partir  d'un  certain  terme,  une    suite 

complète  (pii  satisfait  aux  conditions  (6)    et    (9).  En   effet,  soit 

p 
ici  in=  TT  ^"  '''*■"'   réduite   :   on  a  [/.  J\  N.  T.,    p.  232,   équa- 

tion  (lOfi)] 

et  [7.  T.  A\  7\,  p.  233,  équation  (12,;)] 

où  e",  et  r,^^  tendent  v/ers  zéro  quand   //  croît  indéfiniment,  si  l'on 
pose  encore 

On  voit  (pie  )>«  croît  indéfiniment  avec  /j,  et  que,  dès  lori»,  à 
partir  d'une  certaine  valeur  v  de  n,  on  a  A«^3  (ou  2-|-î) 
avec  Q„  >  1 .  A  partir  de  cette  valeur,  les  termes  de  la  suite  des 
réduites  satisfont  aux  conditions  (12)  et,  en  outre,  aux  conditions 
(6)  et  (9):  ils  forment  donc  une  suite  complète  de  J.  en  vertu  de 
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ces    deux     dernières    conditions.    On    notera    ([uici    lim[jL„=i 
pour  w  =  oc  (  '  ). 

IV.  La  considération  des  suites  (i)  complètes  conduit  à  des 
conséquences  intéressantes,  comme  on  va  le  voir. 

Je  rappelle  d'abord  ici  la  définition  que  j'ai  donnée  dun  type  de 
groupes  de  nombres  de  Liouville  au  |)oint  de  vue  des  quatre  opé- 
rations fondamentales  de  l'Arithmétique  (/.  T.  N.  7'.,  p.  34,  et 
Bull.  Soc.  math.,  1907,  p.  28;  Encyclopédie  des  Sciences 
inalhomatiques,  édition  française,  J.  Molk,  t.  I,  vol.  3,  fasc.  4, 
p,  38i). 

Soit(-)  J   un  nombre  de   Liouville,  réel  ou   imaj^inaire,  défini 

comme  limile  d'une  suite  1",  analogue  à  la  suite  (i).  où  provisoire- 

F 
ment   on  ne   suppose   pas   nécessairement   J„=  p^*   irréductible, 

.  \" 
c'est-à-dire   que  Pn-,p„i  Q"   peuvent  avoir  un   diviseur  commun. 

Soit  maintenant  J'  un  autre  nombre  de  Liouville  délini  par  une 

V 
suite  de  fraclions  .!'„=  -r^  de  même  nature  que  S,  et 


Soit   t'IlColV 


-l'n 


( ■  3 )         <r„  =  07,">     'v/  =  -" ^•« '  Q'M  1  >  Q« .  q;h  .  >  q:,- 

J'envisage  tous  les  nombres  de  Liouville  J   avant  les  propriétés 


(')  On  pouirail  aussi  remarquer,  indépenclamnicnt  des  conditions  (6)  cl  (;))' 
que  toute  suite  (i)  de  fractions  irréductibles  dont  les  tern)es  satisfont  aux  condi- 
tions (2)  et  constituent  toutes  les  réduites  du  nombre  réel  J  depuis  la  v'*'"e 
(v,  Hibitraire  <lonné)  est  nécessairement  complète,  et  que,  d  après  le  début  du 
n"  I[|,  on  a  liin  |ji„  —  i  pour  n  =  <xi . 

C)  Les  définitions  analogues  données  en  détail  dans  mon  /.  T.  I\ .  T.,  soit 
page  27,  soit  page  .'i.î-;i4,  ne  prêtent  pas  à  ambiguïté.  Kn  voulant  indiquer  sous 
forme  abrégée,  dans  b-  Bull.  Soc.  math.,  1907,  page  iS,  une  définition  à  peu  près 
send)lable  à  celle  de  mon  /.  T.  .V.  '/'.,  |>age  33-3^,  j'ai  employé,  en  étant  lro|> 
coniis,  un  langage  (|ui  peut  paraître  ambigu,  ou  même  inexact.  Il  n'est  pas  difli- 
cili'  de  l'éclaircii'  ou  de  le  reclilier  en  étudiant  la  démonstration  du  tliéorème  I 
du  /{ull.  Soc.  niatli.,  HJ07,  page  3o.  La  rectification  consistera  à  ajoulei-  après  les 
mots  «  I  ommunes  »,  page  28,  ligne  16,  et  «  commun  »,  même  page,  ligne  18,  ces 
mots  explicatif»  :  «  en  ce  qui  concerne  cliacun  des  nombres  I',  I",  ...  »;  c'est- 
à-dire  que,  par  exemple,  pour  le  nombre  I',  tj^  a  une  limite  inférieure  fixe  (>o) 
et  une  supérieure,  t^  a  une  limite  inférieure  fixe  (>o)  [conditions  reproduites 
dans  les  inégalités  (i'|)  ci-après,  et  dont  je  me  suis  toujours  servi  dans  les  appli- 
cations, notanmienl  dans  le  théorème  I  précité  du  Bull.  Soc.  niat/i.]. 
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suivantes  :  il  j  a  une  série  S  de  valeurs  n,,  «o?  •  •  •  ■>  dé  n,  en 
nombre  infini,  les  mêmes  pour  tous  les  nombres  J',  telle  qu'on  ait, 
pour  ces  valeurs  de  n, 

(i4)  cr'>j'„>5'>o         et         t'„>t'>o, 

où  o'',  s',  i'  sont  des  nombres  fixes,  indépendants  de  ;?,  mais  qui 
peuvent  varier  avec  J'.  L'ensemble  des  nombres  J'  (lequel  com- 
prend J)  et  des  nombces  rationnels  réels  ou  imaginaires  forme  un 
groupe  G  au  point  de  vue  des  quatre  opérations  fondamentales  de 
l'Arithmétique;  autrement  dit,  une  fonction  rationnelle,  à  coeffi- 
cients rationnels  ou  imaginaires  des  nombres  du  groupe  est  un 
nombre  qui  appartient  au  groupe.  On  peut  le  vérifier  comme  dans 
mon  /.  T.  N.  7*.,  pages  27  et  suivantes,  ou  comme  dans  la  démon- 
stration du  théorème  1  de  ma  Note  précitée  du  Bull.  Soc.  math., 

1907^  pa^e  3o. 

Ces  propriétés  subsistent  quand  on  n'astreint  pas  x',^,  pour  la 
suite  S  desval'eurs  de/?,  à  la  condition  (1 4),  étant  toujours  entendu 
que  lim)/,^  et  lim  A»  sont  infinies  pour  n  =  00. 

A  tout  nombre  de  Liouville  J  et  à  toute  suite  S  le  définissant 
correspond  toujours  un  pareil  groupe  G,  de  quehjue  façon  qu'on 
choisisse  S,  car  ce  groupe  contiendra  toujours  au  moins  les  fonc- 
tions rationnelles  de  J,  à  coefficients  rationnels  réels  ou  imagi- 
naires, fonctions  qui  forment,  avec  les  nombres  rationnels,  réels 
ou  imaginaires,  un  sous-groupe  G'  de  G. 

Les  propriétés  précédentes  se  conservent  quand  on  astreint  J  et 
les  J' à  être  réels,  en  leur  adjoignant  seulement  les  nombres  ration- 
nels réels.  Dans  ce  cas,  soient  G)  et  G',  les  groupes  analogues  à  G 
et  G' :  ce  sont  des  sous-groupes  de  G  et  G',  formés  par  ceux  de 
leurs  nombres  qui  sont  réels. 

A  J  et  à  chaque  suite  S  correspondront  ainsi  des  groupes  G 
et  G|  (J  étant  réel  dans  le  cas  de  ce  dernier  groupe),  qui  peuvent 
ne  pas  être  les  mêmes  quand  on  fait  varier  S.  Pour  plus  de  préci- 
sion, j'appelle  G(S),  Gi  (S)  les  groupes  G,  G,  correspondani  à  S, 
et  soit  S,  une  suite  analogue  à  S,  et  dont  les  nombres  appar- 
tiennent à  S. 

1"  S'il  n'v  a   ([u'un   nombre  fini    des  valeurs   de    //    cl)nq)rl^^■^ 


à 


dans  S  qui  n'appartiennent  pas  à  Si,  on  a 

GrS)  =  G(S,),         G,(S^  =  G,(S,). 

2°  S'il  y  en  a  un  nombre  infini,  G(S,)  et  04(8,)  contiennent 
respectivement  G(  S)  et  G,  (S),  car  tout  nombre  de  Liouville  J' 
satisfaisant  à  (i3)  et  (i4)  pour  la  suite  S  y  satisfait  aussi  pour  la 
suite  S,. 

3**  Tous  ces  groupes  contiennent  respectivement  les  groupes 
qu'on  peut  désigner  par  G(S)  et  G((S),  et  qui  correspondent  au 
cas  où  S  est  formé  de  nombres  consécutifs  et  contiennent,  a  for- 
tiori^ G'  et  G',. 

4"  Si  la  suite  des  fractions  de  2  appartient  à  une  autre  suite  S, 
définissant  également  J,  G  (S)  et  G,(ï)  contiennent  G(2,) 
el  G,  (S|)  respectivement. 

V.  Pour  définir  G(S),  on  peut  toujours  remplacer  X  par  la 
suite  Sa  obtenue  en  supprimant  dans  S  toutes  les  fractions  dont 
l'indice  n  n'appartient  pas  à  la  suite  S,  et  en  changeant  la  numé- 
lotation  des  indices,  de  façon  qu'ils  soient  consécutifs  dans  S^;  de 
même  pour  G)  (S).  On  ne  diminue  donc  pas  la  généralité  en 
n'étudiant  que  les  groupes  G(S)  et  G»  (S).  Peut-être  reviendrai-je 
sur  ce  sujet  plus  lard. 

VI.  Propriétés  du  sous-groupe  G','f  S).  —  Soient  le  nombre  réel 
tle  Liouville  J,  et  F,(x)  une  fonction  rationnelle  quelconque  de  .r 
à  coefficients  entiers  réels;  soit  encore,  en  supposant  //  ]>v,  où  v 
est  un  nombre  fixe  suffisamment  grand, 

(i>)  lii{x)  =  a^^xP -^.  .  .-^  a,,,         F(x)  =  boT-/'  — .  .  .— bp. 

où  les  a/,  b,  sont  entiers   réels,   un  des  deux   coefficients   «„,  ^0 
étant  ^  o, 

q/;f(j„)  =  f(P,„q„)  =  j.„. 

(>6)  J'„=F,(J„)=|;^. 

T" 

Les  J'  =  F|  (  J)  forment  le  sous-grpupe  de  Gf  (-)  désigné  précé- 
demment (n°  IV)  par  G,  (ï^   ou   G',.   J'indiquerai    par  0,,0;j,  ... 
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(les  quanlités  qui  tendent  vers  zéro  avec  — ;  on  a 
(17)  •       cp„  =  QP+9.,      ^^^q,,+%^ 

car,  lorsque  n  croît  indéfiniment,  J,i  tend  vers  J,  et  /i,(J„),  F(J„) 
tendent  vers  /i,  (J),  F(J)  qui  sont  ^  o. 
D'autre  part,  si 

^«=J— J/i,         A„=  F',  (J„-i- Y^„),         avec     o<i'<i, 
on  a 

i  J'=F,(J)  =  F,(J„)-+- A„!:-«=  J'«+A„:„, 


(i8) 


Fj  (J)  est  ^  o,  en  sorte  que  |  A,,]  reste  compris,  pour  n  >>  v,  entre 
deux  nombres  fixes  donnés  >o  (').  On  en  déduit  d'abord, 
si  Y,l'='^ntu  d'après  ((5),  (16)  et  (17), 

(19)  -Kr  =  Q;;"^®'  =  q;;.'/'+9.'  =  Q»'«f+^.)  =  Q««i/.+8,,  i= . 

On  voit  aussitôt  que  4-^  et  - — -  ont  pour  limites  l'unité  quand 

fi  croît  indéfiniment.  On  vérifie  en  particulier  que,  si  (9)  a  lieu 
pour  les  pL«,  une  condition  analogue  a  lieu  pour  les  m^,  et  inver- 
sement. D'autre  part,  d'après  (8),  (17)  et  (19),  avec  les  notations 
de  (i3),  on  a,  que  (9)  soit  ou  non  vérifié  pour  les  jx,,,  puisque  <!/„ 
remplace  Q'„, 

lim(j„  =  /?,         Iim-:,;  =  lim  r-  =  -,  ,u„^H-e6,         m„^ • 

A„        p  p 

On  trouve  ainsi  pour  les  nombres  du  groupe  G',  (2)  ces  résul- 
tats :  lorsque  S  satisfait  à  une  condition  de  la  forme  (  9),  il  en  est 
de  même  des  suites  analogues  S'  des  J„  relatives  aux  nombres  J' et  il 
y  a  réciprocité  :  la  suite  S'  des  J[^  relative  à  un  des  nombres  J'  ne 
peut  satisfaire  à  une  condition  de  la  forme  (9)  que  s'il  en  est  de 
même  de  1  et  de  toutes  les  suites  S'  relatives  aux  nombres  J 
de  g;  (S). 

VII.   Propriétés  du  sous-groupe  G',  (i^)  (suite).  —  Je  vais  exa- 

(')  Les  fraclions  J^^  sont  inégales,  car 

ri 

I  A„!:„|  >  I  A«+,;,|+,  I     (juantl     r^i. 


à 


p. 
miner  spéciale-inenl  le  cas  on  .),/=  ^  est   irréductible,  et  je  pose 

D«  étani  le    plus  grand  commun  diviseur  de  co„  et  -i,,,  en  sorte 

que  P^,  et  Q',^  sont  premiers  entre  eux,  J„=  ^  est  irréductible; 

pour  le  nombre  J',  la  suite  I'  sera  celle  de  ces  dernières  fractions 
irréductibles. 

J'établis  d'abord  un  lemnic  préliminaire  dont  un  cas  particulier 
joue  un  rôle  fondamental  dans  l'étude  et  la  détermination  des 
[)oinls  entiers  des  courbes  unicursales. 

Lemnie.  —   «  Soil  les  fonctions  rati<uinelles  de  x 

dont  aucune  ne  se  réduit  à  une  constante,  où  A,,  ....  /</;,  V  sont 
des  polynômes  à  coefficients  entiers  réels,  et  qui  n'f)nl  aucun  polj- 
nonu;  diviseur  commun.  Soit  encore  p  \r  plus  grand  des  degrés 
des  [)olynomes  //, //^,  F, 

(■il)  /i,(.r)  =  ai^/'-T-.  ..-I- a;„  l^  (x)  =^  b,^xP -r- . . . -h  b,„ 

un  des  coefficients  r/J,,  6„  étant  ^o  par  hypothèse.   » 

P 
Je  design»;  par  —   une   fraction   irréductible,    positive  ou   néga- 
tive, avec   Q  >  o,   et  (|ui,  quand  on   la  substitue  à  x.   n'annule 
aucun  de  ces  A" -j-  i  polynômes,  et  je  pose 

Q'^^(^)  =  /'/'  l'r^.'),         Q"F  (^)  =  F(P,Q.. 

Alors,  soient  D  le  plus  grand  conimun  diviseur  arithnu''ti(jue  des 
k  +  I  nombres  /«/(P,  Q),  K(P,  Q);  p  le  plus  grand  commun  divi- 
seur des  nombres  «j,,  bf,  :  D  divise  A^'^,  où  ),  est  limité  en  fonction 
de  n  et  /»•,  et  où  A  est  un  polynôme  entier  à  coeflicienls  entiers, 
indépendant  <le  P  et  Q,  et  formé  avec  le«  cnrfficicMls  îles  /. -f- ' 
polynômes  hi(x)  et  F(./). 

Ce    lemme  se  trouve,  an   foiul,  déjà  presipie  entièrement  (Malili 
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flans  le  n"  X\  III  de  mon  Mémoire  du  Journal  de  l^ École  Polj- 
lecltnique^  2"  série,  ao*' cahier,  1919,  p.  i52-i54.  La  démonstra- 
lion  publiée,  basée  sur  l'identité  de  Bezout,  se  borne  au  cas 
où  D  =  F(P,  Q);  mais,  en  suivant  identiquement  les  raisonne- 
ments et  les  calculs  de  ce  n"  X\IIÎ,  presque  sans  changement,  on 
voit  que  D  divise  AQ^,  en  sorte  qu'il  me  suffit,  pour  ce  résultat, 
de  renvoyer  à  ce  numéro. 

D'autre  part,  soit  ao  le  plus  grand  commun  diviseur  de  Q, 
des  A/(P,  Q)  et  de  F(P,  Q),  c'est-à-dire  de  Q  et  de  D  :  c'est  aussi 
celui  de  Q,  des  a'^^  et  de  b,  et  ao  divise  [j. 

n         Q     1  1         /'/(l^Q)     F(P,  Q)     ,     ^  1      r  • 

U,  =  —,   les  nomlîres  ,    — ^ ^^  n  ont  pas  de   diviseur 

«0  a»  «0 

I  i\  D  ,.        ,  D       ,.    . 

commun,     |)as     plus    (lue     U,     et     —  :     des     lors,     —     divisant 
'  •  '  ^  ao  7.0 

=  Aa„~'Of,  el  étant  j)remier  à  Qi,  divise  Aa;J~'  ;  D  divise  A a^, 

par  suite  Aji^.  c.  q.  k.  d. 

Je  me  servirai  ci-après  de  ce  lemme  en  supposant  A"  =  i  ;  la 
démonstration  directe  dans  ce  cas  est  assez  simple,  et  l'on  peut 
prendre  alors  A  :=  %p  —  i . 

D'après  (iGK  (17),  (igùis)  et  ce  lemme,  D„  a  une  limite  supé- 
rieure A  indépendante  de  /«,  et  l'on  peut  écrire 

en   indiquant  par  H\,  6.,,  .  .  .  des  quantités  <jui  tendent  vers  2éi(> 

avec--  On  peut  alors   raisonner  avec   P^,,  Q)^,  X^,,  jx',,  comme  on 

l'a  fait  au  n"  VI  avec  cp„,  d»,,,  /„,  m„  à  propos  de  (18)  et  (19);  les 
conclusions  en  ce  qui  concerne  X),,  [x^^  et  les  suites  ï'  des  fractions 

P' 
irréductibles  ^  sont  identiquement  les  mêmes  que  pour  /„,  m„  et 

les  suites  ï' des  fractions  y^.  Ainsi,  par  exemple,  -^-^>  ^-^  ont 

Y"  ''"  (■'•n 

pour  limites  lunité  quand  n  croît  indéfiniment,  et 

litn7„  =  />,  liin-;,  =  jimr-i:  =  -,  ,x„     i-hO,.,  u.'„^ ?; 

,1*' 
la  suite  1''  des  — f  ne  peut  satisfaire  à  une  condition  de  la  fiu-mc  [i)) 

pour  un  des  nombres  J'  que  s'il  en  est  de  mèmede  S  et  de  toutes 
les  suites  ï'  relatives  aux  nombres  J'  de  G',  (S)  ;  ici  les  suites  £  et  ï 
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sont  toutes  formées  de  fractions  irréductibles.  Lorsque /)>»  i ,  deux 
fractions  consécutives  de  S'  ne  sont  pas  deux  réduites  consécutives 
de  J',  d'après  ce  qu'on  a  vu  à  propos  de  (8),  puisque 

Voici  une  application  de  ce  qui  précède  et  du  n"  A  I. 

Soit  la  fonction  Rx/',  où  R  =  A  (/>',  q'  eiitiers  réels  et  premiers 
entre  eux)  est  un  nombre  rationnel,  el  le  nombre  réel  de  Liouville 
RJ/*  limite  des  fractions  ' ,"  formant  une  suite  ï .  On  peut, 
comme  dans  (16),  poser 

ou  réduire  ces  fractions  à  leur  plus  simple  expression,  P„  et  Q„ 
étant  dans  ce  dernier  cas  premiers  entre  eux. 

Envisageant  alors  I^  et  l'ensemble  des  suites  S'  relatives  aux 
diverses  valeurs  en  nombre  infini  de  p,  />',  q\  si  une  des  suites 
2),  2'  satisfait  à  une  condition  de  la  forme  (9),  par  suite  est  com- 
plète, il  en  est  de  même  de  toutes  les  autres. 


DEUXIEMK  PVmiE. 

VIH.  L'étude  des  nombres  transcendants,  indépendamment  de 
la  question  de  savoir  s'il  v  en  a,  semble  devoir  comporter  dés 
l'abord  d'importants  et  difficiles  problèmes  généraux,  notamment 
les  suivants  : 

1"  Définir  des  catégories  particulières  de  pareils  nombres,  ou 
encore  reconnaître  si  un  nombre  donné  est  transcendant. 

Ainsi,  on  sait  depuis  de  longues  années  que  e,  ~  et  les  nombres 
de  Liouville  sont  transcendants.  Soit  encore 

où  V  et  les  cii  ne  sont  pas  tous  nuls;  si  6( .  . . .,  L'k  sont  des  nombres 
distincts  et  ^  o,  on  sait,  d'apr«"'S  le  théorème  de  Lindemann,  que 

l'un  des  nombres  v,  a  s,  ....  «*,  6| A^  est  transcendant.  De 

mon  côté,  j'ai  établi  l'existenrede  nombrcN  transcendants  d'originr 
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variée  (fractions  continues  quasi  périodiques,  racines /)''"'"''' de  cer- 
tains nombres  de  Liouville,  etc.;  voir  mon  /.  T.  N.  T.). 

2"  Distinguer  les  nombres  transcendants  les  uns  des  autres.  Ace 
point  de  vue,  ma  classification  des  nombres  transcendanlb  (voir 
/.  T.  N.  T.)  a  donné  un  moyen  puissant  d'investigation. 

3°  Former  des  groupes  de  nombres  transcendants  (auxquels  on 
peut  adjoindre  les  nombres  rationnels  ou  des  nombres  algé- 
briques) tels  que  les  quatre  opérations  fondamentales  de  l'Arilb- 
mélique  effectuées  sur  les  nombres  du  gi-oupe  donnent  des^ 
nombres  du  groupe.  A  chaque  groupe  de  nombres  (transcendants- 
ou  non  d'ailleurs)  coi-respond  ainsi  une  arithmétique  plus  ou  moins 
analogue  à  celle  des  nombres  rationnels.  J'ai  indiqué  [voir,  par 
exemple,/.  T.  i\  .  T.  et  ci-dessus)  des  exemples  étendus  de  ♦;r()upcs. 
de  nombies  de  Liouville. 

J'insisterai  en  particulier  sur  la  question  suivante.  Dan>  le  même 
ordre  d'idées  qu'à  l'alinéa  2",  j'ai  obtenu  antérieurement  le  théo- 
rème suivant  :  «  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  la 
racine  p"''""  réelle  positive  d'un  nombre  N  de  Liouville  réel  et 
positif  soil  un  nombre  de  Liouville  est  que  ce  nombre  N  renferme, 
parmi  ses  réduites  caractéristiques  ('),  une  infinité  de  puis- 
sances yt)'*"""  exactes.  »  Une  propriété  analogue  a  d'ailleurs  lieu 
pour  un  nombre  N  de  Liouville  imaginaiie,  les  réduites  caiacléi'is- 
tiques  étant  alors  remplacées  par  les  fractions  d'appi'oximation 
caractéristi(jues,  c'est-à-dire  par  celles  qui  satisfont  à  (5).  On 
obtient  ainsi  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  (|ue 
l'équation 

(  23 ,)  xi>  =  M 

ait  une  racine  qui  soit  un  nombre  de  Liouxille,  et  aussi,  lorsque  N 
est  réel  et  positif,  pour  (juc  celle  racine  soit  réelle.  En  vue  d'ap- 
pli([uer  celte  condition  avec  sùrelé,  il  suffit  de  connaître  ja  suite 
complète  des  fractions  d'approximation  caractéristiques  de  N^ 
toutes  réelles  (juand  N  l'est. 

ïl  restait  à  vérifier  qu'il  v  a  bien  des  nombres  ^e  Liouvilh^  IS 
qui  ne  sont  puissances  y?'*™**  d'aucun  autre  nombre  de  Liouville. 

(')  /.  T,  A .  J'..  p.  'l'i;  au  sujet  tlo  l'adjuiiclion  «lo  ci'  mol,  uo//' i  i-Hcssus  la  notr 
au  bas  de  la  page  3,  n"  II.  Voir  encore  /.  T.  X.  7'.,  noie  au  bas  des  pages  '(♦•4''- 
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Cela  îi'esl  pas  évident  a  priori,  et  l'on  peut  se  demander  s'il  n'y  a 
|)as  de  nombre  de  Liouville  qui  soit  puissance  p'*™"  d'un  autre 
nombre  de  Liouville,  ou  bien  quel  que  soit  p,  ou  bien  pour  une 
infinité  de  valeurs  de  p;  on  sait  d'autre  part  que  la  puissance  p**^* 
d'un  nombre  de  Liouville  est  un  nombre  de  Liouville. 

J'ai  pu  opérer  la  vérification  en  question  de  deux  façons  diffé- 
rentes [I.7\N.7\,  d'une  part  (•),  p.  4<>-Î7;  d'autre  part,  p.  236]. 
Cela  n'était  pas  sans  importance  :  quand  c  =  \/N  n'est  pas  un 
nombre  de  Liouville,  c'est  un  nombre  transcendant  différent  des 
nombres  de  Liouville. 

IX.  Ce  résidtat  peut  être  étendu  ou  <;énéralisé  de  diverses 
manières. 

Soit  le  polynôme 

(24)  f(x)  —  x>'-h  ajxP-'^^.  .  .-h  Op         ip>i), 

(')  A  propos  de  la  première,  je  ferai  la  reiiianiuc  Miivaiile,  en  eonscrvanl  les 
notations  de  7.  T.  N.  T.,  pages  46-47  : 

1°  J'aurais  dû  indiquer  que  les  calculs  de  la  page  4<>  sont  faits  dans  l'hypothèse 
où  C„  et  c„^,  sont  ^  o,  mais  qu'ils  s'étendent  de  suite  au  cas  où  c,,^,  =  o; 

P» 

2°  Que   les   réduites   désignées    page  4^   par  —  forment   une  série   renfermant 

toutes  les  réduites  caiactéristiques;  on  le  voit  directement  en  quelques  lignes  si 
l'on  raisonne  comme  on  l'a  fait  pour  arriver  aux  relations  (10)  ou  (9  bis)  du  n"  III 
précédent.  Mais  cela  résulte  aussi  de  ce  n"  III  :  en  effet,  si  olc^-Cq  (n  quel- 
conque), 

^m  +  l  =•  •  ■  =  C,„^t_,  =  o,         c^  et  C,_^^j  -■-  o, 
on  a  ici  ..  _^. 

n  — 

J,.  =  P,.Q-i  =  A  +y^  c„q   '"_',  I  J  -  J.,.  1<  7'  >"*''' 

I 
et,  en  posant 

••».=  ■^'  J,„.*=^'  S  =  </-     ,  S,  =  7' 

ces  fractions  étant  irréductibles,  on  obtient 

I  j_j,j  ==os;»       (KO   ,v). 

Dès  lors,  ici,  quand  on  envisage  la  suite  S  des  fractions  .l,„.  J,,,^».  composée  de 
fractions  irréductibles,  elle  est  de  la  forme  (1);  de  plus,  la  (juantité  désignée 
par  |x„  dans  l'égalité  (6)  (où  0„  et  Q„^,  sont  remplacés  par  S  et  S,)  a  évidem- 
ment pour  limite  l'unité,  car  6-' S,  est  la  valeur  du  deuxième  membre  de  (6). 
D'après  (9)  et  ce  qu'on  a  tu,  au  sujet  de  cette  inégalité,  dans  le  n"  III,  la  suite  E 
est  une  suite  complète  pour  le  nombre  J,  et  en  r«nfermc  toutes  les  réduites  carac- 
téristiques. 
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à  coefficients  entiers  réels  ou  imaginaires  {a  -j-  bi  est  un  entier 
imaginaire  quand  a,  b  sont  des  entiers  réels,  positifs  ou  négatifs, 
dont  l'un  peut  être  nul)  ;  je  prends  pour  ^  un  nombre  de  Liouville, 
réel  ou  imaginaire,  défini  par  une  suite  S  de  fractions  caractéris- 
tiques Xt,i=^  -^  de  la  forme  (i)  et  irréductibles  au  sens  du  n"  II, 
S  m  étant  réel.  On  aura 

I  ^         .^ml  =  *',j,  "") 

J  ' = /(  ^  )  =  /(  ^».  )  ±  *;:/'"/'  (  •^-  ±  Y  ':;/"•  )      (  «  <  t  <  •  ). 

y  ^=/{x„i)  ±  s—^''ft,  limr-^  =  i  pour     m=x; 

^  m 

,/  /-/^      N  ^'^'z  -^  «1  ^'^/r'  S>n  -<-.••  ^  «/,.yg,  P'm 

J/«— /(-^/"j  =    -^ =   7y-» 

*  //;  V  m 

OÙ  Q)„  est  réel  et  n'a  avec  P„,  aucun  facteur  premier  commun  réel, 
est  une  fraction  caractéristique  def{x).  Soit  encore 

(25)  N,«  ='■,';, -H. ..+ «/.«,';,,       D„,  =  s';„.    . 

1°  Je  me  place  d'abord  dans  le  cas  où  x,  x,„  et  les  «y,  par  suite 
aussi  J',  sont  réels,  c'est-à-dire  que  les  nombres  entiers  ou  ration- 
nels que  je  considère  sont  les  nombres  ordinaires  (ou  naturels). 

On  notera  en  passant  que,  si  la  suite  S  satisfait  alors  à  une  con- 
dition de  la  forme  (g),  et,  en  conséquence,  est  complète,  il  en  est 
de  même  pour  la  suite  S'  des  fractions  .l'„,  relatives  à  J',  et  récipro- 
quement, d'après  les  n"'  VI  et  VII. 

Ici  N„j  est  premier  à  D^,  et 

( ^6 )  D„,  =  q'„, ,       N „, -  P„,  =  /•;;,       ( iDod $„,). 

Quel  que   soit    le   nombre  de   Liouville  réel  ic,  le  nombre  de 

Liouville  J{x)    est    assujetti  aux    conditions    (26).    Or  je    vais 

montrer  qu'on  peut  former  des  nombres  J  réels  de  Liouville 
tels  que  l'égalité 

(■^.7)  i  =/{x)  =  .T''-{-aiTi>-'^-h. ..-{- a,,         (/?>i), 

ne  soit  satisfaite  par  aucun  nombre  réel  x  de  Liouville,  et  ceci 
quels  que  soient  les  entiers  />  >  i,  «,,  .  .  . ,  a,,,  en  sorte  que  les 
racines  réelles  des  équations  (27)  corrélatives,  qui  sont  évidem- 
ment des  nombres  transcendants,  ne  sont  jamais  des  nombres  de 
Liouville. 
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Pour  le  voir,  on  étendra  l'exemple  assez  particulier,  déjà  rap- 
pelé au  n"  VIII,  et  que  j'ai  indiqué  dans  mon  /.  T.N.  T.^  p.  46-47. 
On  prendra 

00 

1 

OÙ  q  est  premier  et  >  2,  et  b/^  un  entier  qui  est  7=  o  pour  une  infi- 
nité de  valeurs  de  /.  et  a  une  des  valeurs  o,  i,  .  •  .  ■,  q  —  i;  ©a  est 
un  entier  positif  qui  croit  avec  k.  Soit,  par  exemple, 

b,   et  bi+i^o,         b,.^i  =  , .  .=  br-t-s~\  —  (^         (*  =  •); 

je  poserai 

1 
et,  comme  dans  (2), 

j   1,)_J„  |  =  Q->...=  0,1  6,^,1  gr-a"-         (Kd.iq), 
(  29  )  { 

(  \„iVrLg  —  "i^y+Lq  —  Le,  —  L  I  6r+.s|; 

il  suffira  que  '-^r+s —  '-^r  croisse  indéfiniment  (  ')  avec  n  pour  que  J 
soit  un  nombre  de  Liouvillc;  ici  br  est  le  n'*™"  de  ceux  des  nom- 
bres b/s  qui  sont  7^  o.  Avec  ces  conditions,  la  suite  des  fractions 
irréductibles  J«  est  une  suite  complète  de  la  foruie  (i),  car,  d'après 

((3)  et  (p.(j), 

en  sorte  «pie  lim  |jl,j  =  i  pour  n  =  oo,  et  une  relation  de  la  forme  (9) 
est  vérifiée.  Dès  lors,  si  J'{x)  =  J'  était  égal  à  J,  J^„  serait  égale 
à  une  des  fractions  J„,  et,  par  exemple,  J],,  ^J„.  On  aurait, 
d'après  (26), 

Q',„  =  Q«  =  *^«  =  y''''',         p  =  i^'         (0,cnlier^    o), 

et  P)„  serait  un  résidu  quadratique  (mod*/),  comme  aussi  b,.  il 
suffira,  par  suite,  que  ceux  des  b^  qui  sont  ^  o  soient  (à  purt  un 


(')  Avec  plus  de  précision,  soit  0  un    noiiiliro    doiinr  iirl)ifriiir<'inciU    gi-iii»<l  :  il 
suffira  (pu;  l'on  puisse  trouver,  poui-  toute  valeur  <le  o,  un  nonilire  -i  ti-l  i|ue 

lorsijue  /•  est   >  v. 
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nombre  fini)  des  résidus  non  quadratiques  (niod^),  pour  que  les 
racines  réelles  des  équations  (27)  conélatives  soient  des  nombres 
transcendants  qui  ne  sont  pas  des  nombres  de  Liouville  ('). 

On  pourrait  aussi  supposer  que  q  n'est  pas  premier;  le  raison- 
nement et  les  conclusions  seront  analogues,  pourvu  de  plus  que  bk 
soit  pris  premier  à  q. 

2"  Je  suppose  maintenant  que  x,  x,„.  les  aj  et  J'  puissent  être 
imaginaires.  On  a 

^,n=  '■';„(  mod  s, „),         D,n^sP„,     . 

s,„  étant  réel.  On  opérera  dans  le  domaine  (*)  des  nombres  entiers 
ou  rationnels  imaginaires  a -}- bi  (ormes  avec  i  =  \/ —  i .  Je  passe 
les  détails  de  raisonnement  :  on  reconnaîtra  que,  si  D  est  le  plus 
grand  diviseur  réel  naturel  commun  à  N,^  et  à  D„,,  c'est  une 
puissance  de  2,  z'^,  et  s,n  ne  pouvant  avoir  d'autre  facteur  premier 
réel  commun  que  2.  On  aura 

N„,=  DR;„,         \),„  =  si'„=DQ'„,. 

Envisageant  encore  les  nombres  J  réels  définis  par  (28),  q  étant 
un  nombre  naturel  premier,  ou  aurait,  en  admettant  que  J'  =  J, 
pour  une  certaine  valeur  de  /*, 

s','„  =  DQ',„  =  i''n.Pq^^'         {f/>i,  k,n  entier  lo,  p  =  t^), 
i\,„  =  ri;„  =  2*m/'  P„     (  mod s,n  ) ,         J',,,  =  J«  : 

P„,  qui  est  réel,  devrait  être  encore  un  résidu  quadratique  (niod^), 
mais,  si  r,„  n'est  pas  réel,  dans  le  domaine  des  nombres  a-\-bi.  En 
choisissant  ceux  des  b^  qui  sont  ^  o  de  façon  qu'ils  soient  (à  part 
un  nombre  fini)  des  non-résidus  ( ')  quadratiques  (mod<y),  on  voit 
que  les  racines  des  équations  (2-),  où  J  est  réel,  sont  cjicore  des 

(')  Quand  ^  salisfail  à  une  condition  de  la  forme  (9),  par  conséquonl  e.sl  une 
suite  coiiiplèle.  il  en  est  de  inèn>e  de  la  suite  des  j;„  qui  doit  alors  coïneider  avec 
celle  des  J„  (à  un  nomhrc  limité  de  fractions  près).  A  clia((ue  valeur  de  n  dépas- 
sant un  certain  nombre  v  correspond  une  valeur  de  ni  telle  (|uc  .!'„  =  .1,].  Dans  ce 
cas  il  suffit,  pour  l'impossibilité  (lc(:57),  qu'il  y  ait  parmi  les  h^  une  inliniti'  de 
résidus  non  (|uadrali(iucs  (mod  (7). 

(')  Voir  Baohmann,  Die  Le/ire  ion  der  Kieislheilung,  Leipzig.  Teubner,  iS->. 
p.  i5o  et  suiv. 

(')  On  prendra  q  =  /|/i--(-i,  et  l>;  non-résidu  (|nadrali(|uc  dans  le  domaine  de- 
nombn^s  naturels  ou  oi-dinaires. 
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nombres  transcendanls  réels  ou  imaginaires  qui  ne  sont  pas  des 
nombres  de  Liouville. 

On  peut  résumer  comme  il  suit  les  résultats  oljtenus  ci-dessus  : 

Théorème.  —  «  Il  existe  une  infinité  de  nombres  transcendants 
réels  de  Liouville,  satisfaisant  à  une  condition  de  la  forme  (9),  et 
de  la  forme  (28),  tels  que.  J  étant  l'un  d'eux,  aucune  des  équa- 
tions 

n'ait  pour  raciut'  un  nombre  de  Liouville  réel  ou  imaginaire  (ni, 
bien  entendu,  un  nombre  algébrique),  quels  que  soient  le  degré 
yo  >  I  et  les  enliers  réels  ou  imaginaires  «,,  .  .  .,  Up.  » 

X.  Je  reprends  l'équation  (23),  où  J\  est  un  nombre  réel  de 
Liouville,  et  je  suppose  qu'elle  admette  pour  racine  un  nombre 
imaginaire  de  Liouville  J  limite  d'une  suite  (i)  ou  2  de  fractions 
,|,j  z=  /,j-f-/.  i'^^  ;  J^'^  est,  comme  on  sait  (n"*  VI  et  VII,  par  exemple), 
une  fraction  d'approximation  caractéristique  de  J/'  =  N,  et,  par 
suite,  est  réelle  (n"  II).  Un  premier  cas  possible  est  celui  où  in  =  o, 
J  =  /J',  J   ('tant  un  nombre  de   Liouville  réel,  et  J/'=  f/'J'/'z=N, 

r 
ce  qui  exige  que  l'on  ait  p  pair  et  N  =  ( —  1)-  J/'.  Un  autre  cas  sera 

celui  où  /„  et  i\^  sont  y^  o;  on  a 


et 


est  réel,  donc  aussi 


.    _  Pu  .,  _  p„ 

„,_   iPn-^ip'.,)'' 

(/>„-4-  ip'„)i'=  A„. 


J'opère  dans  le  domaine  des  nombres  couq)lexes  a-\-bi  :  si  r^i''  est 
la  plus  haute  puissance  du  nombre  premier  ordinaire  m  =  4'*  +  ^ 
qui  divise /;„-|- //?'^,,  A„  est  divisible  parr;T^/';  si  (a-f-ft/)*'  est  la 
plus  haute  puissance  du  nombre  [)remi<'r  complexe  a-\-bi  (alors 
a'^-\-l)'^  est  un  nombre  premier  ordinaire  4/^-+-'),  non  diviseur 
de  2,  qui  divise  Pi,~{-ip„^  {a  -\-  hi)'''P  est  la  plus  haute  puissance 
de  a ->r  hi  (|ui  divise  A„,  en  sorte  tpie  (a  —  bi)'''/'  divise  A„, 
(a  —  bi)'''  divise  /)„-\-  ip\,  ;  p„  et  /j'„  sont  divisibles  par  {a'--\-b'^Y' \ 
linalemenl /?„-)- </>,^  est  de  la  fcuine  f„(  1 -f- /)/'',  où  r„  est  un  entier 


—  96  — 

ordinaire  réel  pair  ou  impair;  j=p-  a  pour  limite  (')  (/.  T.  !\ .  T.^ 

p.  45-46)  un  nombre  réel  de  Liouville  J',  et 

J  =  (i  ^-  i)i'iy , 

i>  p  P 

^ —  ]p={\-\r  i)pin'iyp  —  {i-^  iy- (\—  i)^  i         M'/'; 

or  le  coefficient  de  }' ''  dans  le  dernier  membre  est  un  entier  réel 

f^  H.      pq+-  ...  p 

égal  à  -j,  et  aussi  à  2^  /       '^  ;  donc  p  est  pair,  ainsi  que/>^  -h  -,  ce 

p  II 
qui  exige  /?  =  4  ^'  • 

N  =  J/'  =  (— iV'a^  J'/'; 

on  obtient  ainsi  ce  résultat  : 

Théorème.  —  «  Soit  N  un  nombre  réel  de  Liouville  :  si  l'équa- 
tion xP=-^  a  une  ou  des  racines  qui  sont  des  nombres  de 
Liouville,  celles-ci  sont  d'une  des  formes 

zbJ,      dztJ,  {i-^i)iiy         (^  =  o,  I,  2  ou  3  ), 

où  J  et  J'  sont  dés  nombres  réels  de  Liouville. 

»  i"  Si  p  est  impair,  il  ne  peut  y  avoir  qu'une  pareille  racine 
qui  est  réelle  et  de  la  forme  =b  J,  et  l'on  a 

»  2°  Si  /?  =  4^iH-2,  il  ne  peut  y  avoir  que  deux  pareilles 
racines,  soit  ±  J,  soit  =b  fJ,  et  Ton  a 

N  =  J/'         ou         N  =—  .1/'; 

»  3"  Si/>  =  4/^5  il  ïie  peut  y  avoir  que  quatre  pareilles  racines, 
quand  h  est  impair,  soit  ±:J  et  =L  «J,  soif(i-f-ï)/>J(<y  =  0,  i,  2,3}, 

et  l'on  a 

N  =  J/'         ou  N  =  (—  i)/'22/'J/'; 

quand  A  =  2 /,  on  peut  avoir  l'un  des  deux  mêmes  cas,  ou,  s'il 
existe  un  nombre  réel  J'  de  Liouville  tel  (-)  que  J-==  2J'-,  huit 
pareilles  racines  ±:  J,  =h  /J,  (i  H-  /)  /'/J'.  » 

(')  .Soil  J  =  \^-\'i\\.  où  Çp  \\  sont  vrels  ;  =,,  l\  sont  des  noiiihirs  de  Liouville 
con-espondanls,  et  (Ç, -H  l'V,)  (*  +  P' ).  avec  a,  ,3  rationnels  ordinaires,  est  un 
nombre  de  Liouville. 

(')  11  reste  à  savoir  si  l'égalité  J'=  aJ-  est  possible. 
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D'après  cela,  les  autres  racines  de  jp/'^  jN,  quand  il  y  en  a,  ce 
qui  est  le  cas  général,  sont  des  nombres  transcendants  distincts  des 
nombres  de  Liouville. 

Ainsi,  quand  on  prend  a  priori  N  =  J/',  où  p  est  un  nombre 
premier  impair  et  J   un  nombre    réel  quelconque    de    Liouville, 

2*7tl 

J  e  ''  ,  k  n'étant  pas  divisible  par  p^  est  un  nombre  transcendant 
qui  n'est  pas  un  nombre  de  Liouville. 

XL  Voici  encore  une  autre  application  du  n"  X  : 
Soient  I  un  nombre  de  Liouville  réel  délini  par  une  suite  com- 
plète (i)  ou  i]  satisfaisant  à  une  condition  de  la  forme  (9),  et  R  un 
nombre  rationutd  réel  positif  ou  négatif;  l'équation  (aS),  où 
N  =  RI/',  peut-«dle  avoir  pour  racine  un  nombre  de  Liouville? 
Dans  le  cas  de  raffirmative,  RI/'  est,  d'après  le  théorème  pré- 
cédent, d'une  des  fornuîs  zh  J/'  ou  (— i)''' 2-^' J/'  (ces  conditions 
sont  nécessaires  et  suffisantes,  et  la  dernière  forme  i'xi^e  p  =  /\k); 
I,„  désignant  une  quelconque  des  réduites  caractéristiques  de  I,  les 
fractions  RI^^,  sont  (n"  VI)  les  réduites  caractéristiques  de  RI/', 
puisque  I  satisfait  à  une  condition  de  la  forme  (9),  et  constituent 
une  suit(^  complète  -'  de  fractions  caractéristiques  de  RI/',  obéis- 
sant à  une  inégalité  (9).  D'autre  part,  soit  Jh  une  réduite  caracté- 
ristique de  J;  ±J^  ou  ( —  i)^2"-^JJp  suivant  les  cas,  en  est  une 
de  RI/'  et  est  égale  à  une  des  fractions  RI'^,,  au  moins  en  général. 
Il  en  résulte  aussitôt  que,  suivant  les  cas  ('), 

±R     ou     (— i/'R.2--^/' 

doit  être  une  puissance />"'""' d'un  nombi'c  rationnel  réel.  Si  aucune 
de  ces  dernières  conditions,  qui  sont  nécessaires  et  suffisantes,  n'a 
lieu,  l'écpiation  (23)  xP=  RI/'  a  pour  racines  p  nombres  transcen- 
dants dont  aucun  n'est  un  nombre  de  Liouville.  Exemple  :  cas 
où  R  est  rationnel  positif  sans  être  une  puissance  ^'*"'«  d'un  nombre 
rationnel,  et  où,  en  outre,  si  p  =  Sf.  R.2*'  n'en  est  pas  non  plus 
une. 

Les  considérations  des   n""  IX   à   XI  constiluenl  des  extensions, 

(')  (as  deux  i  uiidil  iniis  s'ixrliiciil  riiiH-  raiitii-;  la  iclatiuil  ,P=aJ''  du  IIum»- 
ri'mc  (In  11°  \  i-i  jinpossibU',  cl  ri'-i[iiati(iii  (  >.'!)  n'a  ici  jaiii'ii-~  |)lii>-  <Ii-  i[uatic 
racines  «|ui  soient  des  nombres  de  Liouville. 
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qui  ne  nous  paraissent  pas  sans  importance,  de  nos  résultats  anté- 
rieurs relatifs  à  l'équation  (aS),  et,  en  partie,  de  ceux  relatifs  aux 
irrationnelles  quadratiques  formés  avec  un  nombre  de  Liouville 
(cas  où  p  =  2,  Bull.  Soc.  math.,  1906,  p.  2i3  et  220).  Ces  consi- 
dérations établissent  avec  précision  l'existence  de  catégories  très 
vastes  de  nombres  trauscendaiils  réels  ou  imaginaires,  distincts 
des  nombres  de  Liouville.,  et  qui  eii  dépendent  algébriquement. 
Une  de  ces  catégories,  indiquée  au  tbéorèn)e  du  n"  X,  est  plus 
étendue  (encore  que  celle  des  nombres  de  Liouville. 

XII.  Pour  terminer,  je  signalerai  dans  ce  numéro  quelques 
éclaircissements  ou  errata  relatifs  à  mes  publications  concernant  les 
nombres  de  Liouville  : 

1*^  Bull.  Soc.  mal  II.  j  M)^",  P'^'oC  28,  lignes  i()  et  18;  Ency- 
clopédie des  Sciences  mathématiques.,  édition  française,  J.  Molk, 
I.  1,  vol.  3,  fasc.  I,  page  38  1,  lignes  20  et  21.  V^oir  la  noie  (')  au 
bas  de  la  page  83,  n"  IV  ci-dessus.  Bull.  Soc.  math.,  11)07,  P-  "^*^' 
ligne  i4,  au  lieu  de  :  A;),  lire  :  -^  • 

2"  /.  7'.  N.  7\,  page  39,  ligne  23,  ajouter  pour  j)bis  de  ciart*'-  : 
',(  La  luème  conclusion  s'applique  alors  à  tout  nombre  tie  L/,  (/.étant 
convenablement  cboisi  pour  le  uond)re),  car  (;"esl  une  somme  d'un 
uond)re  lini  de  produits  de  la  forme  11.  » 

3"  /.  y.  iV.  7". ,  énoncé  de  la  fin  delà  page  4  î  '•  >'oir  la  lutte  [') 
au  bas  de  la  page  76,  n"  II  précédent. 

4"  /.  7\  J\ .  7\,  pages  4*>-47  •  voir  la  note  (')  au  bas  i\e  la 
page  91,  u"  \  III  j)récédent;  p.  46,  ligne  9,  lire  :  On''". 

5"  /.  7'.  i\  .  7\,  page  .">;"),  lignes  9.  i3,  18,  2.)  :  il  aurait  mieux 
valu  avertir  ii;  b^cleur  cpi'à  |)arlir  de  la  ligue  (),  pour  simplifier 
l'écriture,  on  reuq)laçait  ^/,,,4.i  p<<r  /),«,  h,„  désignant  dés  lors  un 
entier  fpieleoiupu!  assez  grand;  page  54,  ligne  2;"),  ajouter  :  (raison- 
ncuKMit  analogue  à  celui  de  la  page  4^);  >uppiimer  la  noie  ('  '),au 
bas  de  la  |)age  5.'). 

()"  /.  7.  A .  /'.,  pages  .")3,  .').'),  23.").  .lai  iuditpif  dans  mou 
y.   7'.    \.    '/'..  page  .')  ),  le  tliéorèuu'  suivant  : 

H    Si  une  111  al  lonuclle  réelb; 

I  =  a„  +  I  :  «1  -!  I  :  a.)  -f- . . . 
(I  positif.  (I,  ciiliri-  j^ositif)  a  son  développement   en  fracti<tii  ctui- 
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tiiiue  ordinaire  d'ordre  (/v,  p),  l'irrationnelle  J  ;=  :rm ^  ^' <>• 

V    '  i  /  '  M  I  -(-  !N    '^ 

où  M,  N,  M',  N'  sont  des  entiers  réels,  positifs  ou  négatifs,  avec 
MN' — NM'^o,  a  son  développement  en  fraction  continue  ordi- 
naire  ^0  -f-  I  I  b,-\-  i  ',  b-2-\- .  .  .  de  même  ordre.  » 

Cet  énoncé  est  exact  avec  la  classification  des  fractions  continues 
ordinaires  exposée  page  9  de  mon  Ouvrage,  classification  cpie  jai 
utilisée  jusqu'aux  Notes  I  et  II,  pages  ^i()  et  22(S,  el  que  j'ai 
appelée  ultérieurement  [p.  anj,  note  (  '  )]  la  I  loisiètne.  .rai  intro- 
duit aussi  deux  autres  classifications,  dont  la  possibilité  est  indi- 
quée par  moi  dans  la  note  ('  )  au  bas  de  celte  page  9,  mais  que  je 
n'ai  considérées  de  plus  près  que  vers  la  fin  de  l'Ouvrage  [note  (') 
précitée  au  bas  de  la  page  219,  page  228  et  page  23-].  L'énoncé 
ci-dessus,  dans  la  première  classification,  doit  être  légèrement 
modilié,  lorsque  k  est  >  o,  ainsi  que  dans  la  deuxième,  lorsque 
l\  est  <C  o;  tout  ce  qu'on  peut  dir('  alors,  c'est  que  les  fractions  J 
ont  tnême  indice  k  que  T. 

Pour  le  vérifier,  envisageons  par  exemple  la  première  classifi- 
cation; il  n'j  a  qu'à  reprendre  les  calculs  depuis  la  page  54, 
ligne  20,  jusqu'à  la  page  55,  ligne  i5,  en  remplaçant,  puisque 
l'on  opère  dans  la  première  classification,  à  la  ligne  2 1  de  la 
page  54, 

et  cliangeanl  les  calculs  en  conséquence  :  je  n'entre  pas  davantage 
dans  le  détail. 

Mais  ceci  entraîne  une  rectification  ailleurs.  Dans  la  (It'iiiouslra- 
lion  du  théorème  de  la  page  2.35,  il  y  a  confusion,  à  partir-  de  la 
ligne  \.  entre  la  première  et  la  troisième  classification,  en  sorte 
que,  comme  on  le  voit  facilement,  après  ce  que  je  viens  de  dire, 
page  235,  lignes  4  et  10,  (/•',  p")  et  (/.,  p)  sont  à  rcniplacci-  par 
(/r.  x)  el,  ligne  i(),  dans  l'énoncé,  le  signe  <  doit  cire  substitué 
au  signe  <^  (on  pose  (/»",  00)  =  (/c  +  i ,  oV  Page  235.  ligne  5.  au 
lieu  de  :  ordre,  lire  :  indicé. 

7"  /.  7'.  \.  7\,  page  234,  dernière  ligne,  r<;m placer  c'a+i 
|)ar  l'i.. 

8"   /.  7'.  A.  7'.,  pag(;  2'Îm.  ligne  8,  au  lieu  de  :  ^/„>,lire:  ^/,,  =. 
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MÉMOIRE  D'ANALYSE  DIOPHANTIENNE  LINÉAIRE  : 
Par   m.   a.   Bloch. 

Cette  étude  a  pour  but,  par  l'exploitation  systématique  d'un 
certain  procédé,  de  retrouver  les  propositions  essentielles  de  la 
théorie  et  d'établir  aussi  quelques  résultats  nouveaux. 

1.   Lemme.  —  Soient  n   nombres  enlie/s,  r/,,   a.j f'n-   de 

p/(is  grainl  commun  diviseur  d,,-,  écrits  sur  une  ligne  l„  :  //  est 
possible  de  former  un  déterminant  D„.  dont  la  première  lione 
soit  1,1,  et  la  valeur  d„. 

Le  théorème  est  vrai  pour  n  =  2.  Supposons-le  vrai  poui-  //  — i. 
et  soit  D„.  ,  le  déterminant  formé  avec  c/,.  «a?  •••,  <^'n-\', 
on  peut  alors  trouver  deux  nombres  A  et  B  entiers  tels  que 
Ad„_f  —  )ia„  =  dn-  Considérons  le  déterminant  suivant,  d'ordre  //  : 
le  premier  mineur  en  haut  à  gauche  est  D,<_,  ;  la  dernière  colonne 
est  a„,  o,  .  .  .,  o,  A;  la  dernière  ligne  7-^  B.  ...,-t^^  B,  A  ;  sa 
valeur  sera  d,/. 

Théokkmr  fom).v.uk]n tai..  —  Soit  un  tableau  à  n  colonnes  et 
p  lignes,  de  module  dp  :  on  peut  y  ajouter  n — p  lignes,  de 
façon  à  avoir  un  déterminant  égal  à  dp  ('  ). 

Le  théorème  est  dénumtré  pour  p  =  \  :  établissons  que,  s'il  est 
vrai  poury>  —  1 ,  il  est  vrai  pour />. 

Nous  nous  placerons,  pour  simplilier  l'écriture,  dans  le  cas 
de  n  =  0,  p  =  '.i. 

Nous  avons  à  considérer  le  tableau  T;,  : 

a[     a'j     rt'i'     a'i     a\ 

a\     al     «il     a\     al  de   module    rfj. 

a\      a\      a'\      a\      «:ï 


,  M;,  »:,  <(.,  M.j 


^îous  supposons  le  problème  résolu  pour  le  tableau  T;.  des  deux 
premières  lignes,  de  module  égal  à  d-i. 


(')  Cf.  par  exeiiiple  K.  (.'.aiikn,    Tliéories  des  nombres.,  l.  I.  11°  .'i!ll. 
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Considérons  alors  le  produit 


a\ 

<A 

al 
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a\ 

a  r, 
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■^\ 

a? 

'^\  n  bi  bi  b] 

3;    Pi    bi    b\    bi 
?i    ?l    ^5    H    H 


a\  a  I  a 
aJp.i-Hal3^-4-«i6^-+-ai6.^H-al6|  aY^\-^  aYpi-\- 'x\bl+ 'xibl^  ■x\bl  . 
a\^l-i-a\Bl^7ilbl-^oLlbl^oilbl     


2'    «I    al 


ohlenu  en  mullipliant  les  colonnes  du  premier  déterminant  par  les 
lignes  du  second.  Le  premier  est,  par  hypothèse,  égal  à  (/-,;  nous 
allons  choisir  les  termes  du  second  de  façon  que  le  produit  satis- 
fasse aux  conditions  de  l'énoncé. 

Egalant  aux  a[  les  termes  de  la  troisième  ligne  du  produit,  on 
obtient  un  système  dont  le  déterminant  est  di.  Résolvons-le  :  on 
voit,  sur  les  formules  de  résolution,  que  les  b'^  sont  entiers  et  divi- 
sibles par  — ^'  Mais,  de  plus,  -—  est  leur  plus  grand  commun  divi- 
seur; en  efTel,  on  a,  par  exemple, 

a'f  rtj  a|,  —  a's^;, — ^[b'^  —  ^t'jtj 
a[  a{  a{  —  a>  fe:|  —  a-(  b'^  —  x{  bl 
a'i     a\     a'i—<x'lbl—rt.\b\—%'}^bl 

Donc,  si  les  b\  étaient  tous  divisibles  par  A-7^>  les  déterminants 
de  T:,  seraient  tous  divisibles  par  kd^. 

Les  nombres  ^\  et  ['i^,  au  contraire,  ne  sont  pas  entiers,  en 
général;  mais  cela  n'a  pas  d'importance,  comme  on  va  voir. 

Les  63  et  1^3  étant  ainsi  déterminés,  on  peut  choisir,  d'après  le 
théor«'mc  précédent,  les  b\  et  6'.  de  façon  que 


bl  b\  bl 
bl  b\  b\ 
bl     bl     bl 


d. 


prenant    [)our  les  [îi',  et   j^'.  des  entiers  quelconques,   on  aura    au 
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second  membre  nn  déterminant  salisfaisanl  à  toutes  les  conditions 
requises. 

2.  On  sait  ce  que  l'on  entend  par  module  dun  tableau,  module 
d'un  système  de  formes;  de  même  on  a  des  sous-modules  (  ')  :  le 
premier,  le  deuxième,  etc.,  qui  sont  les  plus  grands  communs  di\i- 
seurs  des  premiers  mineurs,  des  deuxièmes,  etc. 

Lorsqu<;  le  module  est  nul,  le  premier  sous-modulc  non  nul  est 
le  plus  grand  sous-module;  si  g  est  la  diflerence,  que  nous  appe- 
lons genre^  entre  la  hauteur  et  le  rang,  c'est  le  ^■'''■"«  sous-module  ; 
quand  le  module  n'est  pas  nul,  il  se  confond  avec  lui. 

Ceci  posé,  on  a  le  théorème  suivant  : 

TuKoniïME.  —  Soit  un  système  de  formes;  considérons  le 
tableau  de  ses  coefficients;  considérons  d^  autre  paît  le  tableau 
indéfini  de  même  Jiauteur^  formé  en  écrivant  les  uns  à  la  suite 
des  autres  tous  les  systèmes  de  valeurs  que  peuvent  prendie  les 
formes  :  ces  deux  tableaux  ont  mêmes  module  et  sous-modules 
{  et  par  suite  même  rang) \'^). 

En  effet,  les  détei-minanls  d'ordre  /»•  du  deuxième  tableau 
s'expriment  en  fonction  linéaire  et  homogène  des  déterminants 
d'ordre  k  du  premier  :  donc  le  sous-module  correspondant  du 
deuxième  est  un  multiple  du  même  sous-module  du  premier; 
d'ailleurs  le  deuxième  tableau  comprend  le  premier,  comme  on  le 
Noit  en  annulant  toutes  les  variables,  sauf  une.  que  l'on  égale  à  i; 
(h)nc  le  sous-module  du  deuxième  divise  celui  du  premier;  ces 
deux  sous-modules  sont  donc  égaux  (^). 

CoROM.AiRE.  —  Lorsque  deux  systèmes  de  formes  repré- 
sentent les  mêmes  entiers^  ils  ont  même  rang,  mêmes  module 
et  sous-modules  ('•). 

Le  théorème  qui  précède  nous  permettra  de  résouth-e  la  ques- 
tion suivante  :  on  a  un  système  de  formes;  elles  pcuvcnl   prcnch'e 


(')  J'emploie  dans  tout  ceci,  clans  un  bul  d'dl)ré\ialion,   une  icrniiiinlii^ie  (|ui 
n'a  nullemenl  la  prétention  d'être  définitive. 

(-)  Cf.  CiiATELET,  Leçons  sur  la  t/iéoiie  des  nombres,  p.  5o-5.>. 
( ')  Si  l'un  (les  sous-modules  est  nul,  iaulrc  l'est  évidemment. 
(')  Cf.  K.  Cahen,  toc.  cit.,  n-  '278. 
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certains  .systèmes  de  valeurs;  supposons  c|u  on  leur  iuip()>t'  les 
valeurs  d'un  de  ces  'systèmes  :  quels  sont  alors  les  formes  et  sys- 
tèmes de  formes  dont  les  valeurs  demeurent  absolument  arbi- 
traires ? 

Soient  A  le-systême  tienne,  B  un  des  systèmes  nouveaux,  qu'il 
s'agit  de  déterminer.  Renuuxjuons  d  abord  ([ue  la  propriété  de  B, 
supposée  vraie  pour  un  svslème  paitieulier  de  valeurs  de  A,  est 
vraie  pour  tout  pareil  système  (  possible  bien  entendu  ).  En  ellet  : 
lorsqu'on  suppose  données  aux  formes  de  A  les  valeurs  qu  elles 
prennent  pour  les  valeurs  .r/o  tles  variables  xi^  les  formes  de  B 
demeurent  par  hypothèse  absolument  indélerniinées.  Supposons 
maintenant  données  aux  formes  de  A  les  valeurs  qu'elles  ont  en 
faisant  Xi=  x,,  ;  je  dis  que  Ton  peut  alors  donner  aux  formes  de  B 
des  valeurs  quelconques.  En  elîet,  dans  le  système  total  d'équa- 
tions (juc  l'on  obtient  par  cette  double  supposition,  faisons  le  chan- 
gement d'iiiconnues  r/=  \< -j- .//i  — Xio'-  on  obtient  un  svslème 
qui  est  possible  d'après  l'hypothèse. 

Nous  appellerons  les  systèmes  lî  immutants  de  A,  les  systèmes 
(A,  B)  immués  de  A.  Il  est  clair  que  si  un  système  B  est  immutani 
de  A,  il  est  immutani  de  tout  syslèuie  se  déduisant  linéairement 
de  A,  et  en  particulier  d'un  système  quelconque  extrait  de  A;  en 
[)articulier,  si  A  est  de  rang  r,  ses  immutants  sont  identiques  à 
ceux  d'un  système  indépendant  de  /•  formes  prises  dans  A. 

3.  TiiKojîkvri;.  —  I^oiir  qu'an  système  A  à  module  non  nul 
admeLLe  pour  iniunitant  un  système  H,  il  faul  et  il  suffit  que 
les  tableaux  A  et  (A,  B)  aient  même  module. 

La  condition  est  nécessaire.  Le  nuxlidc  de  (A,  B)  esl  en  ellct  un 
midtiple  du  module  de  V  ;  je  dis  (pi  d  lui  est  égal.  Soil.  en  eflel, 
D  un  déterminant  <lu  tableau  A;  dans  le  tabl<;au  indéfini  formé 
avec    les  valeurs    de    (V.  B).    on    peut    trouver  les   élémenls    ci- 

dess(Mis. 

l-it;.    I. 

A 

8 


0 

Arbitraire 

♦  ■-Olo         -e 
6   êo    -     cJ  î 

Or,  le  déteiininani  (piils  forment  est  égal  à  D. 
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La  conrlilion  csl  suni>aale.  Supposons  que  (A.  B)  ah  lurir.e 
module  que  A;  ajoutons,  s'il  est  nécessaire,  des  formes  au  système 
total  (A,  B)  de  façon  à  obtenir  un  système  carré  de  même  module 
(théorème  fondamental);  je  dis  que  le  système  obtenu  en  égalan* 
les  formes  de  A  â  des  valeurs  accessibles,  et  les  autres  à  des  nom- 
bres arbitraires  X  est  possible;  en  effet,  en  résolvant  par  les 
formules  de  Cramer,  on  obtient  des  expressions  qui,  par  hypo- 
thèse, doivent  être  entières  pour  certaines  valeurs  des  a  :  elles 
sont  donc  toujours  entières,  car  les  coefficients  des  A  sont  entiers. 

Ce  théorème  prouve  qu'un  système  à  module  non  nul  admet  des 
immutants  (théorème  fondamental);  on  voit,  de  plus,  que  si  n 
est  le  nombre  des  variables,  p  le  nombre  des  formes,  un  système 
immutant  a  au  plus  //  —  p  formes  et  qu'il  peut  en  avoir  n  —  p. 
Alors,  de  ce  qui  a  été  dit  précédemment  résulte  qu'un  système  de 
rang  /•  admet  des  immutants  ;  le  nombre  des  formes  est  au  plus 
n  —  /•  et  peut  lui  être  égal. 

ici  peut  s'intercaler  le  théorème  suivant,  dont  la  démonstration 
pourrait  prendre  place  immédiatement  après  le  théorème  fonda- 
mental. Nous  le  plaçons  ici  pour  profiter  de  ce  que  l'appareil  de 
la  démonstration  est  le  même  que  poui-  le  théorème  précédent  : 

Théorème  {Ileger).  —  Pour  qu'un  système  d  équations  à 
module  non  nul  soit  possible^  il  faut  et  il  suffit  que  le  module 
du  tableau  des  coefficients  soit  égal  à  celui  de  ce  même  tableau 
COU) piété  par  les  termes  tout  connus  (  '  ). 

La  condition  est  nécessaire.  Cela  se  voit  immédialement  sur  les 
équations  elles-mêmes. 

La  condition  est  suffisante. 

Formons  un  système  carré  de  même  module  (théorème  fonda- 
mental) en  adjoignant  des  équations  de  seconds  membres  quel- 
conques. Résolvons  par  les  formules  de  Cramer  :  on  obtient  des 
nombres  entiers,  comme  on  le  voit  par  la  formule  de  Laplace. 

i.  Nous  allons  généraliser  ces  propriétés  pour  les  systèmes  de 
genre  quelconque. 

(')  Cf.  .1.  Hf.oiui,  Den/,scf>ri/ten  d.  K.AI^od.  d  Uissensch.  Mathem.  Natur- 
wissenscli.  Ktasse,  l.  XIV,  i858.  II,  p.  i  —  Ch.uklkt.  toc.  cit.,  p.  .S7. — 1<:.  C/^iien, 
toc.  cit.,  11°  195. 
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Pour  cela,  nous  ouvrirons  une  parenlhèse. 

Considérons  un  déterminant  D  d'ordre  h,  el,  à  l'intérieur,  un 
tableau  T  de  dimensions  i  et  i'.  Déveloj)[)ons  le  déterminant  (voir 
figure  ci-dessous)  parla  formule  de  Laplace  appliquée  dans  le  sens 
de  la  largeur,  puis  chacun  des  déterminants  du  dessus  par  la  for- 
mule de  Laplace  appliquée  dans  le  sens  de  la  hauteur  :  nous 
obtenons  un  développement  de  D  par  rapport  aux  déter- 
minants extraits  de  T  d  ordre  supérieur  ou.  égal  à  i-\-i'  —  A, 
il  y  aura  donc  un  terme  indépendant  de  T  si  i-\-i'^h,  el  aucun 
si  i-{-i  ^^h.  D'ailleurs,  en  intervertissant  l'ordre  de  la  hauteur 
et  de  la  largeur,  on  obtient  un  développement  analogue,  et  il  est 

Fig.  2. 


y 


il 


In 


•certain  a  priori  que  les  deux  développements  sont  identiques, 
comme  on  le  voit  immédiatement  en  supposant  variables  les  élé- 
ments de  T.  On  pourrait  le  retrouver  en  calculant  les  coefficients  : 


Fi}:.  3. 


on  trouve  pour  le  coefficient  de  a  {/ig-  2)  ï  ^yo  (avec  des 
signes  -f-  ou  —  que  nous  nous  abstenons  de  [)réciser);  de  même, 
<lans  le  cas  de  i  -{-  i  "àl^i  le  terme  constant  est  -j^yo  (fi."-  -^^  Dans 
<e  qui  va  suivre,  on  aura  toujours  /-|-i  >  h. 
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o.   Théorème.  —  Pour  qu  un  système  A  admette  pour  iinmit- 
lant  an  système   B,    //  faut  et   il  suj/it  que   les  tableaux   A 
et  (A,  B)  aient  même  genre  et  même  plus  grand  sous-module. 

La  condition  est  nécessaire.  Soient  /•  et  g  le  rang  et  le  genre 
de  A,  p  et  q  les  nombres  de  formes  respectifs  de  A  et  B.  D'abord 
il  est  clair  que  le  genre  de  (A,  B)  est  au  moins  g;  considérons  le 
^..ièine  sous-module  de  (A,  B)  :  c'est  un  multiple  du  o^'«"'«  sous-module 
de  A.  qui  est  le  plus  grand  sous-module  ;  je  dis  qu'd  lui  est  égal. 
Pour  le  voir,  considérons  le  tableau  indéfini  des  valeurs  de  (^A,  B)  : 
le  plus  grand  sous-module  clierclié  est  le  plus  grand  commun 
diviseur  des  déterminants  d'ordre  «y-f-zde  ce  tableau;  or,  si  D  est 
un  déterminant  d'ordre  /■  de  A,  dans  le  tableau  indéfini  on  peut 
trouver   les   éléments    ci-dessous  ('),  où    figure    un    déterminant 

i.-ig.  ',. 
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d'ordre  q-\-r  égal  -à  D.  Donc  les  plus  grands  sous-modules  sont 
bien  égaux,  et  j)ar  suite  les  genres  sont  les  mêmes. 

Nous  retrouvons  (j'^n — /',  sinon  dans  le  tableau  (A.  IV)  les 
déterminants  d'ordre  q -\- r  seraient  nuls,  puisque  alors  on  durait 
q  -\-  r>  n. 

La  condition  est  suffisante,  /•,  g,  n.  p\  q  ajant  les  uièmes  signi- 
fications que  ci-dessus  le  système  (A,  B)  a  même  genre  que  le  sys- 
tème A,  et  |)ar  suite  pour  rang  q-\-/-.  Si  q-\-r<^n,  ajoutons 
//  —  q  —  /■  formes  immutantes  du  système  (A,  B).  Alors  (puisque 
la  condition  est  nécessaire)  le  système  total  formé  a  même  genre  et 
mên)e  plus  grand  sous-module  que  le  système  (A,  B)  et  par  suite 
que  le  système  A;  cela  signifie  que  le  plus  grand  connnun  diviseur 


(')  Dans  la  figure,  alin  de  la  rendre  ptus  simple,  nous  supposons  que  U  est 
formé  avec  les  premières  lignes;  ceci  ne  sera  pas  rcpélé  plus  loin  dans  un  cas 
analogue  (  §  (i). 
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des  déterminants  d'ordre  //  du  système  lolid  osl  éj;al  au  plus  grand 
sous-module  de  A.   Bordons  alors  i  lliéorcme  fondamental)  le  sjs- 

Fig    •-.. 
//       p  —  /• 


A    q 


lème  total  de  n  -\~ p  —  /'  formes,  de  p  —  /•  eolonnes  de  nouveaux 
eoeffîcients,  de  faeon  à  former  un  déterminant  égal  à  ce  plus  grand 
sous-module,  et  introduisons,  à  côté  des  anciennes  variables  x^ 
d'autres  variables  \.  Egalons  les  formes  de  A  à  des  nombres  a.  les 
autres  à  des  noiid^res  A,  et  résolvons  :  dans  les  expressions  des  x, 
on  ne  sait  rien  sur  les  coefHcients  des  a  et  ceux  des  A  sont  entiers; 
dans  les  expressions  des  X,  les  coefficients  des  a  sont  entiers  et 
ceux  des  a  sont  nuls.  Ces  propriétés  des  coefficients  s'obtiennent 
en  les  développant  comme  il  a  été  dit  plus  haut(');  on  a  ainsi, 
dans  le  cas  des  x.  i-\-i — h^=r — i  et  /',  dans  le  cas  des  X, 
/-|-  i'  —  li  ^=^  r  et  r-\-  i  (d'ailleurs,  l'intégrité  des  coefficients  des  a 
dans  les  X  est  évidente  en  appliquant  une  seule  fois  la  formule  de 
Laplace  ;  mais,  précisément,  cette  pro[)riété  ne  nous  servira  pas). 
Supposons  alors  le  système  total  non  carré  possible  en  nombres 
entiers  pour  certaines  \aleurs  des  a  et  des  A  :  je  dis  qu'il  sera  pos- 
sible pour  les  mêmes  \aleurs  d_es  a  et  des  valeurs  quelconques 
des  a;  en  effet,  dans  le  premier  cas,  en  résolvant  le  système  total 
carré,  on  doit  trouver  des  valeurs  des  X  nulles  et  des  valeurs  des  x" 
entières;  il  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  sur  les  coefficients  des  A  (jue 
ces  propriétés  subsistent  dans  le  deuxiènu'  cas. 

liii'-.oitiiMK  (Frohe/iius).  -  Pour  qu'un  système  d'équotions^ 
linêoires  soil  possible,  il  faut  et  il  suffit  que  son  tableau  et  son 
tableau  complété  aient  même  i  an  g  et  même  plus  grand  sous- 
module  (■■'). 


(')  Par  rapport  au  laiikiiu  des  coeffirie.Us  de  A. 

C)  Cf.  Frobenil's,  J.  r.  a.    M.,  t.  lAWVI,  iS-;i).  p.   i-i.  —  K.  Camin,  /<;< .  ((/. 
i»"  190. 
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L'appareil  de  la  démonstration  est  le  même  que  pour  le  théo- 
rème précédent. 

Fig.  6. 
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oc 

p 

X 

• 

X 

> 

n-r 

La  condition  est  nécessaire.  Cela  se  voit  immédiatement  sur  les 
équations  elles-mêmes. 

La  condition  est  suffisante.  Ajoutons  //  —  /•  formes  immutantes, 
bordons  comme  précédemment  de  nouveaux  coefficients  et  de 
nouvelles  inconnues  X,  de  façon  à  former  un  système  carré  de 
module  égal  au  plus  grand  sous-module  de  l'énoncé;  les  deuxièmes 
membres  des  //  — /•  dernières  équations  sont  quelconques.  Résol- 
vons et  développons  les  expressions  obtenues  (  '  )  ;  on  a  pour  les  X, 
i-\-i'  —  /i  =  /•  -f- 1  ;  pour  les  x,i-\-  i  —  h  z=  r;  donc  :  i  "  les  X  sont 
nuls  ;  2"  les  x  sont  entiers. 

6.  Nous  dirons  que  des  systèmes  A,  B.  .  .  .  sont  primitifs  entre 
eux  (dans  leur  ensemble)  (^)  lorsque  les  différents  systèmes  de 
valeurs  qui  peuvent  être  pris  séparément  par  les  systèmes  peuvent 
l'être  aussi  simultanément. 

11  suffit  pour  cela  que  l'un  d'eux,  A,  ayant  un  certain  système 
de  valeurs  fixes,  les  autres  puissent  prendre  simultanément  des 
systèmes  de  valeurs  quelconques  (jui  leur  soient  accessibles.  Dési- 
gnons en  effet  symi)oliquement  par  J  {x),  g{x),  ...  les  systèmes 
A,  B,  ...;  par  hypotlièse,  réquallon  symbolique /(x)  =  /(a^o) 
est  compatible  avec  les  équations  symboliques  g{x)  =^ g{^'). 
/i(.r)  =  A(^"),  ...,  quels  que  soient  ^',  ^' .  ...;  je  dis  que  les 
équations  /(j^)=/(i),  g{x)=g(l'),  h[x)  =  h{^"),  ...  sont 
compatibles  quels  que  soient  ^,  ^',  ^',  .  .  .:  en  effet,  faisons  dans 
ces   équations   le   changement   de   variables   .r=:X-|-^ — Xo',   il 


(')  CeUe  fois  par  rapport  au  tableau  cumplélé  des  coef(i(  iciUs  du  système  A. 
(■)  Par  analogie  avec  la  notion  de  forme  primitive  ou   primaire;    on  pourrait 
dire  aussi  «  arilliméli(|uement  indépendants  «. 
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vient 

/(X)=/(^o);      g{\)  =  g{x, 
qui  sont  compatibles. 


£  +  ^');         /,(X)  =  /j(aro— Ç  +  f). 


ThéorIîme.  —  Pour  que  plusieurs  systèmes  soient  primitifs 
dans  leur  ensemble^  il  faut  et  il  suffit  que  le  genre  du  système 
total  qu^ ils  forment  soit  égal  à  la  somme  des  genres  (  '  ),  et  son 
plus  grand  sous-module  au  produit  des  plus  grands  sous- 
modules. 

Nous  supposons,  pour  fixer  les  idées,  qu'il  s'agit  de  deux  sys- 
tèmes; la  démonstration  est  absolument  la  même  dans  le  cas 
••énéral.  Soient  A  et  A'  les  deux  systèmes,  de  rangs  r  et  r',  de 
genres  g  et  g' . 

La  condition  est  nécessaire.  D'abord,  il  est  clair  que  le  genre  du 
sjstème  (A,  A' )  est  au  uioins  égal  à  la  somme  des  genres  g  et  g\  et 
des  ^'*™*quele  (^'+^' )''"'*  sous-module  est  un  multiple  du  produit 
gj  o^'ième  gous-iiiodules  [-)]  jc  dis  qu'il  lui  cst  égal  ;  en  effet,  soient  D 
et  D'  des  déterminants  d'ordre  /"  et  /'  extraits  des  tableaux  A  et  A  ; 
on  peut  trouver  dans  le  tableau  indéfini  des  valeurs  de  (A,  A')  les 


A 

Arb.- 
0               tr-gire 

A 

Arbitraire 

A' 

» « 

» * 

D' 

A' 

Arbitraire 

éléments  ci-dessus  ('),  où  existe  un  déterminant  d'ordre  /■  H- /' 
égal  à  DD';  le  {g-\-  g')'*''^"'  sous-uiodule  considéré,  étant  le  plus 
grand   commun  diviseur  des  déterudnanls    d'ordre  r -\- r'  de  ce 


(  '  )  Ou  le  iHii-;  à  la  somme  des  rangs. 

(')  En  gënérwl.  le  (A  + /i')'*»»  sous-module  n'est  pas  multiple  du  produit 
des  /i>"«ic  et  li'ifme  sous-module,  à  moins  que  l'on  n';tit  h -h  h' <^  g -h  g  .  puiscjue 
alors  il  est  nul. 

(  ^  )   Foif  noie  §  '). 
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tableau,  divise  tous  les  produits  DD'.  et  par  suite  leur  plus  grand 
commun  diviseur,  lequel  est  égal  à  p.  g.  c.  d.  D  x  p.  g.  c.  d.  D', 
c'est-à-dire  au  produit  des  plus  grands  sous-modules;  donc,  en 
définitive,  il  J  a  bien  égalité. 

La  condition  est  suffisante.  Fidèles  à  la  méthode  plusieurs  fois 
employée,  nous  adjoignons  au  système  total  n  —  (/•-!-/•')  formes 
immutantes,  nous  bordons  de  i 


^''colonnes  de  coefficients  nou- 


Fig.  8. 


A      r*g 

A'     r+g' 


a-  X  or 

a:  X  a- 

I 


veaux,  multiplicateurs  de  g- -]- g'  variai)lcs  nouvelles  \,  de  façon 
à  former  un  déterminant  carré  égal  en  valeur  absolue  au  plus  grand 
sous-modtile  du  système  total  (A,  A').  Egalons  le  syslèuie  A  ainsi 
complété  à  la  valeur  que  j)rend  A  pour  des  valeurs  Xq  des  varia- 
bles, le  système  A'  complété  à  la  valeur  prise  par  A'  pour  des 
valeurs  X\  ;  enfin  le  système  provenant  du  système  immutant  i\(\vi> 
entiers  À  quelconques.  Résolvons  et  développons  les  expressions 
obtenues  par  rapport  au  tableau  formé  par  les  coefficients  de  (A,  A) 
et  la  colonne  des  expressions  en  ^^  et  .r,.  On  a  ici  pour  les  X, 
i-\-  i' —  h  =  r  -f-  /  '  -t-  I  ;  pour  les  .r,  /-j-  /' —  h  =  r  -\-  /'  ;  cbacun 
des  déterminants  ainsi  introduits  se  développe  à  son  tour  par  la 
formule  de  f^aplace,  et  l'on  voit  bien  aisément  que  les  X  sont  nuls 
et  les  X  entiers. 

Désignons  par  module  relatif  d'un  système  composé  par  rapport 
aux  systèmes  composants,  lesquels  sont  de  genres  g>  g-,  •  •  •  •.  le 
(juotient  de  son  (^'  -h^'.  .  .)"'""^  sous-module  parle  produit  des  plus 
grands  sous-modules  des  composants.  Alors  le  théorème  précédent 
priit  s'énoncer  ainsi  : 

L(i  condition  nécessaire  et  su J/isanle  pour  que  des  systèmes 
soient  primitifs  dans  leur  ensemble  est  que  le  module  relatif  du 
S)  stème  total  qu'ils  J'or/nent  soit  égal  à  l'unité. 
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SUR  LES  POLYNOMES  ORTHOGONAUX 
ET  DES  EXTENSIONS  D'UNE  FORMULE  DE  RODRIGUES  ; 

Par  m.  a.  Angelesco. 

Dans  ce  fini  va  suivre,  nous  indiquerons  deux  propriétés  géné- 
rales des  [)olynonies  orlliogouaux  auxcpielles  nous  rattacherons  des 
f(MMnules  qui  sont  des  extensions  de  la  formule  de  O.  Hodrigues  : 

1 
11  +  ~ 

d"(\  —  T-)       ''■        ,        ,    \.-^  ...(■>.  n  ^\)    .    , 
il)        ; —  ( —  i)" sin  [(  n  -f-  i)  arc  cos.r  |. 

On  sait  fpie,  CD(.r)  élant  une  fonction  intégrahle  et  gardant 
un  signe  constant  pour  x  dans  un  intervalle  «,  b^  les  n  conditions 

( '^  I  /      '^{x)  x^  V „( X)  dx  :=  o, 

où  Ton  donne  à  /  toutes  les  valeurs  o,  i ,...,'  /i  —  i ,  déterminent, 
à  un  facteur  constant  près,  le  polvnome  P„(a7)  de  degré  n  en  x. 
La  relntion 

'f(^)  ''/«(^)  ^\Ax)dx  =  o, 


.£ 


pour  m  dilli'-ieiil  de  n,  est  une  consé({ueuce  des  conditions  (?.). 

Soii    lv„/.r)   un  polvnome  de  degré  m  en  x  gardant  un   signe 
«constant  |)our  x  dans  l'intervalle  a,  h. 

l.   iN.)US  allons  établir  premirrenieni  une  relation  enire  le  polv- 
nome (^r{-^')i  <le  degré  /•  eu  x,  satisfaisant  aux  /•  conditions 

(  '}  )  /     '-i  (  .r )  K„,  Qr^'  dx  =  <t         (/  =  (),! '■  —  U 


ei  les  polvnonics  de  la  suite  P„,  P,,  ....   l*osous  pour  cela 

Il  rc'iulte  immédi.Uenjcnl  des  condilions  (:>.)  et  ( .V)  que 
Ao=  A,  =.  .  .=  A,.   ,  —  <•: 


-   H2  — 


il  nous  restera  donc 


-( — 1  '/;/-(-/ — 1 


ArPr. 


Ceci  nous  montre  cjiie,  si  Ion  connaît  les  polynômes  P^-.  P,^. 

^r+ni'  on  pourra  déterminer,  en  écrivant  cju'un  polynôme  de 
degré  m  ->-  r  est  identiquement  nul.  les  constantes  A,-,  Ar^-|.  .  .  ., 
^r+m  et  le  poljnome  Q,-.  Ou  bien,  si  l'on  suppose  connues  les 

racines  de  K„i(x)=  o  et  en  les  désignant  par  a,,  7.3 a.,,,,  on  a, 

en  éliminant  A,,  A,^,,  .,.,  \r+m  entre  la  relation  (4)  et  les 
m  autres  qui  en  résultent  en  faisant  successivement  x  égal  à 
a,,  ao.  ...,  a„j  dans  cette  relation  : 


5;  0,.(.r^  = 


Prix)         Pr-^i{X) 
P,ra,)       P,^i(a,) 


l^//M  ^, 


Pr(.^m)       P,-+i(a,„) 


^  r-~  m  t  '^111  J 


S'il  y  a  des  racines  multiples,  on  trouve  immédialemenl  le  déter- 
minant qui  doit  remplacer  le  déterminant  du  second  membre  de  (5).. 
Par  exemple,  si  a,  =  ao,  on  fera  alors  x  =  a,  dans  la  relation  (4)- 
et  dans  la  dérivée  de  cette  relation  p:ir  rap|)i)rt  à  x. 

Cas  particuliers.  —  i"  Consitlérons  le  cas 

K„,{x)  =  (  1  —  x^)i'. 


<^(x)  =  ^  1  —  X- 


el 


Les  polynômes  P„  et  Q„  sont,  dans  ce  cas,  des  cas  particuliers  des 
polynômes  de  Jacobi  : 


\\,=.(i-x^) 


7,d"(\ 


dx' 


;l        Q„=,,_.r2) 


-/'-T^"( 


</x" 


La  relation  (4  )  deviendr.i 


(Cy) 


d'  1 1  —  x^-) 


dx' 


1 


\r.. 


X^) 


dx'  ^' 


Remarquons  que  le  iléveloppement  de  {^\  —  x'-)p.   suivant  le.> 
polynômes 

I  n  +  /•  -t-  - 

-'■--d'^ix  —  x"-)  ^ 


i\  —  x-i) 


dx" 


i-h  r-h- 
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fait  intervenir  les  mêmes  coefficients  \r+i-  En  effet,  en  multipliant 

1 

par  (  1  —  x^)      -  les  deux  membres  du  développement 

„  d^' 

et  en  prenant  ensuite  la  dérivée  d'ordre  /•  des  deux  membres, 
nous  retrouvons  la  relation  ((3).  Nous  allons  nous  servir  du  déve- 
loppement (7)  pour  le  calcul  des  coefficients  A^^/.  Les  coeffi- 
cients A,-^,-,  où  i  est  impair,  sont  nuls,  on  le  voit  en  changeant  x  en 
—  x  dans  (7).  Posons,  pour  pouvoir  utiliser  des  résultats 
connus, 

( — i)"     (2/-H-2)(2r-(-3)...(2r-t-n-+-i) 


P«(a7,  r) 


n\     •  (  2  r  -f-  3  j  (  2  /•  H-  j  j .  .  .  (  -2  r  -i-  2  71  -t-  I  ) 

1 


dx>^ 

le  poljnome  P„  {x^  r)  est  (')  le  coefficient  de  a"  dans  le  dévelop- 
pement suivant  les  puissances  de  a  de  (  i  —  2olx  -\-  a-)"'""'.  Alors, 
en  posant 

_  I  (2/--H2)(2r-l-3)...(2r-f-2^-|-l) 

le  développement  (-)  deviendra 

*  =  o 
et    l'on    déduit,     en     verlu    de     l'orlhogonalilé     des    polynômes 

(9)    a/,  f       (i-x^)^''Plf,{x,r)dx=  f      {i  —  x^{    '     ^Pn{:r,r)dx. 
J  ^  1  'J  —  1 

L'intégrale    du    premier   membre    se    calcule    (2)    facilemeni,    et 

(')  Voir,  par  exemple,  notre  Tlièsc  5a/'  des  polynômes  généralisant  les 
polynômes  de  Legendre  et  d' lier  mite  et  sur  le  calcul  approché  des  intégrales 
multiples,  où,  dans  la  première  Partie,  nous  étudions  les  polynômes  plus  géné- 
raux P„(a:,A),  X  un  paramètre  quelconque. 

(')  Loc.  cit.,  p.  17. 

L.  8 


—  lU  — 

l'on  trouve 


.  +  1 


/        {x  —  x'^)       2P|/,(:r,  r)dx 
•  —  1 

_         /•  +  I  (  ?.  r  -1-  ît  )  (  9.  /•  -h  3  ) .  .  .  (  •>  /•  -^  2  A-  -I-  I  )  V  -2  / 

~  /•  -1-  2  /f  -H  I  (  2  A-  j  !  r  (  /•  -H  'i  ) 

IJésignons  par  U  l'intégrale  du  second  membre  de  (9).  Alors  de 
la  relation  récurrenle  (') 

k  P2/,(3",  r)  —  :r(/-H-2A-)P2,;_-i(a:,  /•)  +  (/• -i- A') Fjt   2'>,  r)  =  o, 

on  déduit 

rio)     /cl/,-^(r-h  k)l/,-t=  {r-^2k)xPn-iix,  r)(i  —  x'-)''^'"^^dx. 

Mais,  de  la  relation  (^) 

(i  -a:'!)P'j/,_,(a:,  r)  +  (?.A  —  O^rPj/,  ,(a7,  /•)  -  2(A: -h /•)Pu-2(-c,  '■)  =  o, 

on  déduit  facilement 

/+ 1                            1                                         /  -4-  • 
:r(i  —  x^f^''^  2  p^_._  (^    ,.)  ,/a,  ^  ! '_ 
_  ,                                                                             p  -h  r  -f-  k  -^  i 

La  relation  (  10)  nous  donne  donc 

_       (r-H  A:)(/> -f- 1  — A) 
'•■  A-(r-4-/;  +  /.  +  i)      ^■''' 

d'où,  de  proche  en  proche, 

I,=  (_  ,)i-  (^•  +  '>  (r  +  .0.  ..(/•  +  A-) 


I/,-,. 


A! 


p(p-i)...(p-k-^x) 


\/Tzv(^p-hr-h  -) 


(/■  -t-/>  -H  •2)(/-  +  yo  +  3). .  .(/•  ^-/>-+-  A  -+-  1)       r</j  -+-  /--H  2) 
Par  suite,  de  (()),  la  valeur  de  a/t-, 

a/i=(-i)' 


^.  /•  +  aAr-i-  1   r(9A  -f-  i) 


4*  P(A--Hi) 


r(yo  — A  + Il  r(/--+- A-^  «-4- 2)  , ,/       ,      3 

1   1  /•  -t-  A  H 


(  ')  Loc   cit.,  p.  18. 
(')  Zoc.  c/V.,  p.  20. 
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En  remplaçant  finalement,  dans  la  relation  (6),  les  A,^.2a  par 
leurs  valeurs  (8)  et  les  dillérentieiles  du  second  membre  par  leurs 
expressions  Irigonométriques  données  par  la  formule  de  Ho- 
drigues  (i),  nous  trouvons  la  formule 


d'il  —  X-) 


■T 


X  sin[(r  -f-  'iA  H-  i)  arc  cosa-]. 
2"  Considérons  encore  le  cas 


(f(x)  =  /i  —  ^■'■^         et         K,„{x)  —  {\  -h  x)i'(\  —  x)f. 

Les  poljnomes  P„  seront  les  mêmes  que  précédemment  et  les 
polynômes  Q„  seront  encore  des  cas  particuliers  des  polynômes 
de  Jacobi  : 

1  1      ,  x"^^"^2/  ,"-^'/+   5 


La  relation  (4j  deviendra 

(")  — ^^7 =  2d  ^^-' d^^' — ' 

(  =  0 

relation  qui  peut  être  envisagée  comme  une  conséquence  du  déve- 
loppement 

'=p-t-f/  I  '-t-'  +  ô 

•«r^  -  ;■ d'(  l  X^) 

(12)       (i^x}i>(i-x)i=     2^     A,^,(.-.r'0  ■- -^ 

1  =  0 

La  relation  (  i  i  )  comparée  à  la  formule  de^Hodrigues  nous  montre 
que  l'on  a  aussi 

t  1      . 

/•+P+-  ,-{-)/ -h-  l=p  +  rf 

(i3) j-^ =     2,     B/sin[(i -(- /H-i)arc  cosj"). 

Dans  des  cas  simples,  les  coefficients  B/  se  calculent   facilement  à 
l'aide  du  développement  (  12  .  Par  exemple,  si  /;  =  1   et  «•/  =  (>,  le 
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développement  (12)  se  réduira  à 


(  1  -{-  a"  )  =  I  — 1  I  —  X- 


■X  r  -+-  i 


dx 


En  écrivant  la  relation  (11)  correspondante,  et  en  tenant  compte 

de  la  formule  de  Rodrigues,  on  arrive,  après  avoir  changé  /•  en  ;■  —  i , 

à  la  relation 

1  1 


3.5.  .  .('ir  —  i)  dxr-^ 

si_n[(r  -4-  1)  arc  cosa"]        sin(rarc  cosa?) 


2.   Considérons  le  poljnome  R,  (^),  de  degré  r  en  .r,  satisfaisant 
aux  r  conditions 

-1 '—  -ri 


(«4) 


r_2 


U) 


ar' R,.  «ia:  =  o         (/  =  o,  i,  . .  . .  r  —  c). 


Supposons  /•  >>  m  et  posons  /*=/??  +  n.  En  multipliant  les  m  +  n 
relalions  (i4)  P^i"  'es  coefficients  du  polynôme  K„,  (a?)  et  en  les 
associant  convenablement,  on  déduit  que  le  poljnome  R/w^w  satis- 
fait aux  n  conditions 

(i5)  /      cp(.r)ar''R,„+„  o?a:  =  o         (t  =  o,  t,   ...,//  —  1). 

On  aura  donc  une  égalité  de  la  forme 

(16)  ri/«+,i=  h^Va  -I-  6iP„+j-t-. ..+  6„,  P„+,„. 

Les  n  conditions  (  1  5)  et  les  m  conditions 

'  '  \    '   X^'^.n+ndx  =  o  (i  =  O,  I,    ...,  W  —  I) 

sont  équivalentes  aux  w  +  n  conditions  (i4)-  Si  Ton  pose  alors 

on  tire  de  (  16)  et  (  1-) 

r„(x)     P„+,(.r)     ...      P„,^„(a7) 


R„,-H„(a-)  = 


'0,/l4-l 


'  m—), m  t-« 


—  H7  — 

On  a  ainsi   une  expression  du   polynôme  R,„^„  (x)  à  l'aide   des 
polynômes  P„  (x),  P„+,  (x),  , . . ,  P,„+„  (x). 

Cas  particuliers.  —  Soient 

(f(x)  =  {i-^  a;)^(i  — T}\''         et         K„,( x)  =  (i -{-  t)p(i  —  x)l. 

Alors   les  polynômes  V„  et  R„  seront  les  polynômes  suivants  de 
Jacobi  : 


.  d"(t-^x)"+'*(f—T)''  +  \>- 

P«  =  ('-^)-^('-^ri"— -^^, ' 

R„  =  (,-^r)-x+/'(i-ar)-(x+7^Lli:t^i__JlL! — ^I_J1J:. 

ctx" 

Pour  que  les  conditions  (2)  et  (i4)  puissent  exister,  il  faut  que 
À  >/>  —  1  et  ij.  >■  ^  —  I .  Dans  ces  conditions,  la  relation  (16)  de- 
viendra 

(18)  {l-JrX)l'(l  —  x)'/ -!■ !^ ^ 

\*    .  d"-^'(i  -^  xy+'+^^d  —  x)"-^^+\*- 

—    J^      '  dx"+' 


On  voit  immédiatement  que  cette  relation  doit  subsister  quels  que 
soient  ).  et  jx.  Supposons  A  =1  |j.  =  -;  la  relation  précédente  nous 
montre  alors  que  l'on  a  une  égalité  de  la  ("orme 

1  1 

"  +  11+  -  n  -\-  p-\-  - 

(19)  (\^x)P{\—x)i ^^ '- !^ 

i-p  +  q 

=     ^    c,- sin  |( /i -(- t -I- i)  arc  cosj-]. 
1  =  0 

Indiquons  deux  cas  particuliers  de  cette  formule  : 

1"  p  =  r/  =:  i .  —  Alors  de  la  relation 

1 

— -(i-a-î)  — 


I  _        i 

« -(- I  d"(i  —  x*)       *  d"t(i  —  x*)        -    * 

in  —  I  ) 


{■m  —  i)('in  -h  i)  dx"  dx"-^ 
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qui  résulte  de  la  relation  (') 

À  -h  I  —  n 

OÙ  P„  (x,  X)  est  le  coefficient  de  a"  dans  le  développement  suivant 

les  puissances  de  a  de  (  i  —  '2olx  -{-  a-')^,  on  tire 

1 

n 

/  ^  '-i  ,  ON    <^"^   '    -T-  )  ^ 

^-')"3.5...(.n-0^"-"^ d^^ 

=  sin[(rt  -I-  i)  arc  cos:r]  --  sin  [(n  —  r)  arc  cosa?]. 

En  faisant  la  difîérence  de  deux  sinus  et  des  simplifications  on 
trouve  une  formule  qui  n'est  autre  chose  que  la  dérivée  par  rapport 
à  .r  de  la  formule  (  i  ). 

•2"  p  =  \   et  q  =  o.   —  A  la  relation  (  18)  correspond,  dans  ce 
cas,  la  relation  connue  (-) 

1  I 

n n   t   - 

,  iV>{\  -h  .r)        "^li  —  X)        - 


dx'^ 

1  I 

-)-  n    d" (\  —  x"-)      '^  d"  U\  —  T^)  ^ 

—  n 


i  -\-  -zn  dx"  dx"-^ 

d'où  l'on  déduit 


f—  0"  ,  .d"(\-hT)  -(l—T) 


3  .'>...(  v«  n  —  I  )  dx" 

—  sin  [(Ai  -I-  i)arc  cosa-]  +  sin (/i  arc  cosar) 
OU  bien 


in     f  n  4-  -  j  arc  cosa? 


(—  1)"  ; ^"(1-1-3-)  '^(I  —  X) 

V  I  -I-  " 


^2    3.-)...(2«-    1)''  dx'^ 

formule  que  nous  avons  déjà  rencontrée  (')  et  qui  a  été  le  point 
de  départ  des  recherches  que  nous  venons  d'exposer-. 


(')  Loc.  Cit.,  p.  19,  relation  (4o). 
('  )  Loc.  cit.,  p.  10 
(  ')  Loc.  cit.,  p.  II. 
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LIMIT  IN  TERMS  OF  CONTINUOUS  TRANSFORMATION; 

By     JNoKBERT    WlliNEIt. 


1.  The  cale f/l  /o/ictio/i/nd,  or  ihe  sludy  ot  ihe  limit  properlies  of 
an  abstracL  assemblage,  lias  been  investigated  in  ihe  course  of  ihe 
last  fifteen  years  froni  a  number  of  distinct  standpoints.  In  addi- 
tion to  the  notion  of  sequenlial  limit(')  vvhich  furnished  the  starting- 
point  of  Fréchet's  well  known  thesis,  and  the  more  restrictive  con- 
cept oî  écart  (or  distance^  asFrécliet,  now  calls  it),  there  isRiesz' 
non-sequential  limit  (^),  which  Fréchet,  in  turn,  bas  discussed  as 
a  spécial  case  of  an  extremely  gênerai  notion  of  neighborhood  (•'). 
If,  however,  we  consider  the  calcul  fonctionnel  with  référence  to 
the  obviouslj  intimate  bearing  which  it  bas  on  analjsis  situs  — 
which  bas  been  defined  essentially  as  the  study  of  the  invariants 
of  the  group  of  ail  bicontinuous  biunivocal  transformations  (')  — 
there  is  another  avenue  of  approach  to  vvhich  our  attention  is 
immediately  directed.  Tliis  paperwillbe  devoted  to  the  discussion 
of  the  dérivation  of  liinit-properties  from  those  of  continuous 
transformations. 

This  vvork  bas  been  carried  out  in  France  with  the  aid  of  imicii 
advice  and  many  important  suggestions  from  Professor  Fréchet, 
lo  whom  1  wish  lo  express  my  sinceresl  thanks. 

2.  Let  us  start  with  a  class  S  of  biunivocal  transformations  of 
ail  the  éléments  of  a  class  C.  On  the  hypothesis  that  thèse  are  to 
be  considered  as  bicontinuous,  how  should  we  naturally  proceed 

(  '  )  Sur  quelques  points  du  Calcul  fonctionnel  (  liend.  Cir.  Mat.  Palermo, 
vol.  XXII,  p.  4)-  l'his  article  will  in  tlic  fuliiie  be  refeneci  lo  as  Thesis. 

(•)  In  a  Comniunicatiun  read  before  the  Inlernalional  Congress  <if  Mallieniali- 
cians  of  Rome. 

(^)  Sur  la  notion  de  voisinage  dans  les  ensembles  abstraits  (Bulletin  des 
Sciences  mathématiques,  2^  séries,  vol.  XLII).  Hereinaftcr  t»  bc  icfcnetl  to 
as   V. 

{*)  A  definiiion  to  this  otTecl  is  to  be  tound  in  the  article  on  Analysis  situs 
by  Dkiin  and  llbKQAKD,  in  the  Encyklopcidie  dvr  .Muiheniatischen  Wisseiischaf- 
ten. 

'-•  9 
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lo  deline  the  limit-elements  of  E,  a  sub-class  of  C  ?  It  inaj  be  shown 
ihat  in  an  «-space  if  the  opérations  of  S  are  bicontinuous  in  anv 
ordinarj  sensé,  if  A  is  a  limit-element  of  E,  everj  transformation 
of  S  which  leaves  invariant  everj  élément  of  E  except  A  will  leave 
A  invariant  also.  It  maj  furtherraore  be  shovsn  that  if  A  is  nol 
a  limit-element  of  E,  there  is  some  little  région  containing  A  but 
no  point  of  E  which  we  maj  permute  by  some  transformation 
of  S  in  such  a  way  as  to  change  A  but  leave  each  point  of  E  inva- 
riant. We  shall  follow  out  the  obvious  analogy  and  make  the  follo- 
wio":  définition  : 

An  élément  A  of  C  wiU  be  snid  to  be  a  limit-element  oj  a 
sub-set  E  o/C,  when  and'only  when  every  transformation  ofE 
that  leaves  invariant  ail  the  éléments  of  E,  except  possibly  A, 
also  leaves  A  invariant.  That  this  définition  is  nalural  over  a 
vvide  set  of  cases  will  appear  in  what  follows. 

3.  A  System  in  which  liiiiît-element  is  défined  in  liiis  manner 
will  be  called  a  System  (5).  It  becomes  a  matler  of  interest  to  dis- 
cover  when  limit-properties,  as  defined  in  a  System  (5),  are  rcally 
invariant  under  ail  the  transformations  of  i!,  for  only  then  will  the 
transformations  of  S  be  in  any  true  sensé  continuons.  Now,  let  us 
iransform  C  by  the  transformation  T  of  S,  and  let  us  represent  the 
transform  of  A  by  T(A),  the  sel  of  transforms  of  éléments  of  E 
(which  docs  not  contain  A)  by  T((E)).  If  limit-properties  are 
to  be  Icfl  invariant,  if  S  is  any  transformation  of  S,  then  if, 
wlienever  B  bclongs  to  E,  S(T(B))  =  T(B),  we  shall  havc 
S(T(A))  =  T(A).  In  other  words,  if  we  write  the  transformation 
which  changes  A  into  R(S(A)),  R|S,  and  the  transformation 
which  changes  R(A)  into  A,  R,  it  will  follow  thaï  every  trans- 
formation of  the  for  m  T|S|T  which  leaves  each  ter  m  of  E 
invariant  will  also  hâve  to  leave  A  invariant,  if  S  and  T  belong 
to  S.  if  the  opérations  of  i)  are  to  be  bicontinuous,  the  same  state- 

inent  applies  lo  transformalioîxS  of  the  form  T|SjT.  Thèse  two 
conditions  logelher  are  necessary  and  sufficient  that  S  consisl  of 
bicontinuous  opérations.  We  shall  speak  of  any  System  (S)  satis- 
fying  thèse  conditions  as  a  systeni  (J). 

i.   Il  will  be  observed  that  if  S  is  a  group,  an  {s)  is  a  (J).  Il  will 
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also  be  observée!  ihal  in  a  (J)  there  is  alvvays  a  group  of  biconti- 
nuous,  biunivocal  opérations  generated  bv  ihe  meinbers  of  ï.  It 
does  nol  follow,  hovvever,  that  thèse  cases  are  identical  as  to  their 
limil-properlies,  for  though  a  bicontinous,  biunivocal  transforma- 
tion which  keeps  invariant  every  élément  of  E  will  also  transform 
everj  limit-element  of  E  into  a  limit-elenient  of  E,  it  does  not 
necessarilj  resuit  that  it  will  keep  every  limit-element  of  E  inva- 
riant. 

The  case  when  S  consists  precisely  of  the  group  of  ali  biconti- 
nuous,  biunivocal  transformations  is  especiallv  interestlng;  \>e  shall 
denominate  it  (Ji).  If  we  call  a  set  E  closed  if  it  contains  ail  its 
limit-elements  —  if,  that  is,  it  contains  ail  those  éléments  that  are 
left  invariant  by  everj  transformation  which  belongs  to  S  and 
leaves  every  élément  of  E  invariant  —  then  it  is  easy  to  sec  ihal  a 
bicontinuous  transformation  is  precisely  one  vi^hich  leaves  ail 
closed  sets  closed.  We  thus  get  as  the  nccessary  and  sufficient 
condition  that  2  should  contain  ail  bicontinuous  biunivocal  trans- 
formations. 

A.  //"  R  is  a  biunivocal  transformation  of  C  such  that  Pv 
and  R.  both  lea<>c  ali  closed  sets  closed,  it  béton  fis  to  I. 

If  2  consists  of  ail  bicontinuous,  biunivocal  transformations,  it 
must  also  satisfy  the  group-conditions. 

B.  y/R  belongs  to  S,  so  does  R,  and. 

C.  Jf  R  and  S  belong  to  2,  so  does  R  |  S. 

A,  B,  and  C  are  moreover  sufficient  lo  show  that  ï  consists  in 
ail  bicontinuous,  biunivocal  transformations,  for  it  results  from 
B  and  C  that  if  S  and  T  belong  to  S,  so  do  S  |  T  |  S  and  S  |  T  |  S,  so 
that  S  and  S  simply  permute  the  opérations  of  S  and  change  no 
limit  —  properties.  Needless  to  say,  every  (J,  )  is  a  (J). 

4.  Not  every  System  in  which  limit-properties  are  defined,  nor 
even  every  system  in  which  sequenlial  limit  is  defined,  nor 
finally  every  system  in  which  distance  is  delined  is  a  (J).  Consi- 
der  the  set  of  points  on  a  number-line  consisting  of  j?  =  o 
and  X  :=  -  for  ail  intégral  values  of  n.  Manifestly,  every  transfor- 
mation leaving  limit-properties  invariant  will  leave  x  =  o  inva- 
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riant.  Hence  anj  biiinivocal,  bicontinuous  transformation  leaving 
ail  members  of  anj  set  E  invariant  leaves  x  ^=  o  invariant ,  and  x  ^^  o 
is  a  limil-element  of  anj  sel.  Hovvever,  this  does  nol  agrée  wilh 
our  original  notion  of  limil. 

The  next  problem  is  therefore  lo  détermine  under  whalcircums- 
tances  a  sjstem  in  which  limit-element  is  defined  belongs  to  one 
of  the  classes  (J)  or  (J)).  To  begin  vvith  \ve  shall  search  for  the 
necessarj  condition  that  a  (V)  (')  or  sjstem  in  which  neighbor- 
hood  is  defined,  be  a  (J).  We  maj  make  use  of  the  fact  thaï  our 
notion  of  limit  necessarilj  satislies  the  two  conditions  : 

i"  Everj  limit-element  of  a  set  E  is  also  a  limit-element  of  everj 
set  containing  E; 

2°  The  fact  that  an  élément  A  is  or  is  nol  a  limit-element  of  E 
is  nol  affecled  bj  adjoining  A  to  E. 

Fréchet  has  shovvn  thaï  under  thèse  conditions,  if  we  define  a 
neighborhood  of  A  as  a  sel  V^  of  elemenls  such  thaï  the  set  of  ail 
éléments  nol  in  \\  does  not  hâve  A  as  a  limit-element,  ihen  the  neces- 
sarj and  sufficienl  condition  for  a  set  E  to  hâve  A  as  a  limit-ele- 
ment is  for  E  lo  hâve  éléments  in  everj  V^.  In  ternis  of  S,  a  neigh- 
borhood Va  of  A  will  be  a  set  of  éléments  such  that  there  is  at 
leasl  one  transformation  of  S  leaving  invariant  everj  élément  of 
C  not  in  \\  but  changing  A.  Since  in  a  (J)  everj  member  of  S  is 
bicontinuous,  a  necessary  condition  that  our  sjstem  be  a  (J^is 
that  givcn  anj  élément  A  and  anj  neighborhood  of  A,  there  is  al 
leasl  one  biunivocal  transformation  R  of  the  whole  of  C  such  that  : 

(i)  JfB  does  not  bclong  lo  Vv,  R(B)  =  B; 
(2)R(A)^A; 

(3)  If  D  is  a  limit-element  ofE,  R(D)  is  a  limit-element  ofR((E)); 

(4)  If  R(D)  is  a  limit-element  of  R((E)),  D  is  a  limil-element 

of  E. 

If  to  thèse  conditions  be  adjoined  the  condition  llial,  if  R  be  a 
biunivocal  transformation  of  the  whole  of  C  satisfjing  the  condi- 
tions (3)  and  (4)  just  menlioned,  then  if  E  is  anj  set  of  elemenls 
each  of  which  remains  unchangcd  under  R  (^)  and  A  is  a  liniit- 

(')    ''■•  !••    1- 

(-)    l'hesis.  Also.   K,  p.  I. 
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élément  of  E,  R(A)  =  A,  \ve  get  a  necessarv  condition  that  our 
System  be  a  (.1,).  This  is,  moreover,  siifficient^  for  clearlj  ihe 
new  System  S'  consisling  of  ail  biunivocal  transformations  of  G 
salisfying  (3  and  (4)  will  be  a  (J,  ).  Il  only  remains  to  prove  that 
it  leads  to  our  original  notion  of  limil.  Obviously  any  set  having 
A  as  a  limit  in  our  new  sensé  will  hâve  ternis  in  each  V^,  and  will 
consequently  hâve  A  as  a  limit  in  our  original  sensé.  Moreover, 
every  set  E  having  A  as  a  limit  in  our  original  sensé  will  hâve  at 
least  one  term  in  each  \\,  for  otherwise  ihere  would  be  at  Icast 
one  biunivocal  transformation  satisfying  (3)  and  (4)  leaving  each 
lerm  of  E  invariant  but  changing  A,  which  would  be  conlrary  to 
our  new  assumption. 

o.  The  assumption  that  every  biunivocal  blcontinuous  trans- 
formation of  the  whole  of  G,  if  it  leaves  every  élément  of  a  set 
invariant,  leaves  every  élément  of  the  derivative  invariant,  will 
clearly  be  satisfied  if  whenever  A  is  a  limit-element  of  E  and  B  is 
any  élément,  A  is  a  limit-element  of  a  sub-set  of  E  which  does  not 
hâve  B  for  a  limit-element.  Let  it  be  observed  that  this  is  a  suffi- 
cient  condition  for  a  (J),  lo  be  a  (J,  ).  This  property  of  limil  will 
alvvays  occur  when  our  system  is  what  Fréchet  calls  an  (  1^),  in 
which  the  derivative  of  a  set  may  be  defined  in  tcrms  of  sequcn- 
tial  limit.  It  is  an  interesting  maltcr  lo  fiiui  a  whole  wide  sel  of 
cases  which  ail  fuKîll  both  this  and  the  olher  part  of  the  necessary 
and  sufficient  condition  for  a  (J,  ). 

Wc  shall  say  ihat  a  set  i  of  entities  is  a  vecloifdnuly  if  thcrc 
are  associated  wilh  il  opérations  ®,  Q,  and  ||  ||  satisfying  the 
following  conditions  : 

(  I  )  If  ç  and  T,  belong  to  o-,  ;  e  y,  belongs  to  o-, 

(2)  If  ç  belongs  to  7  and  11  is  a  real  numbcr  >  o,  «  ©  ç  belongs 

to  T, 

(3)  If  ^  belongs  to  a-,  ||^||  is  a  real  numbcr  >o, 

(4)  nQ{\®-fx)  =  {nQl)®{n(:)-r,). 

(5)  (mO^)e(/ï0i)=(/"  +  /OO^ 

(6)  \\mQl\\  =  ni.\\% 

(7)  ||^®yil|<||ill-f-|l-r.||, 

(8)  mO(nQ)l)--^ninQl. 
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We  shall  say  ihat  a  set  E  of  éléments  is  a  sjstem  (  Ve)  if  there 
is  a  vector-familj  a-  such  thaï. 

I.   If  A  and  B  l)elong  to,  E,  there  is  associated  with  them  a 

single  member  AB  of  a-; 
II.  ||AB|!  =  1|BA||; 

III.  Given  an  élément  A  of  E  and  an  élément  ^  of  t,  there  is  an 

élément  B  of  E  such  hat  AB  ^  ^  ; 

IV.  AC  =  ABeBC; 

V.   ||AB||=  o  when  and  onlj  when  A  =  B; 
VI.  If  AB  =  CD,BA==DC. 

It  will  be  seen  thaï  |1  AB||  is  an  écart  in  Fréchet's  original  sensé  ('), 
and  thaï  we  can  saj  ihal  a  sub-class  F  of  E  has  the  limit-element 
A  when,  given  anj  positive  number  e,  there  is  always  a  member  B 
of  F  olher  than  A,  such  that  ||AB||  <<  s. 

Let  us  suppose  given  some  set  F  consisting  of  ail  the  éléments  B 
such  that  llABjl  <;  s,  vvhere  e  is  some  positive  quantitj.  Clearlj  everj 
neighborhood  of  A  will  contain  the  ^vhole  of  some  set  of  the  sort. 
Let  us  consider  the  following  transformation  :  if  j|AB||^  =  ,  let  B  be 
unchanged,  but  if  ||AB||<^  e,  let  B  be  changed  into  the  élément  C 

such  that  AC  = ^  OAB.   The  existence  and  biunivocalitj  of 

this  transformation  will  be  guaranteed  by  our  assumptions.  Il  will 
also  be  biconlinuous,  as  the  following  argument  will  prove. 

Let  B  and  C  be  anj  two  éléments  in  F,  and  let  their  transforms 
bj  our  transformation  be  B'  and  C.  Let  D  be  the  élément  such 

that  AD  =  ■   .  ..     O  AC.  I  wish  to  find  an  upper  bound  for  ||B'C'|| 
||AB||  ^^  "  " 

in  terms  of  IIBC  1.  We  hâve 


B'C/j|<l|-B'DI|-f-||DC|| 

£1|B'A®AD||-^||DC' 
lAB' 


||AB| 
lABII 


S-IIBCII 


0(BA®ACy 
ABI 


|BC 
lAB 


lAGI 


-^fi'llf:^CA(®)liA£ilr7)Acl 


AGI 


lACll 


C)   Thesis,  p.  3o. 
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Evidentlj,  for  a  given  B,  if  vve  hâve  a  set  G  such  that,  for  every 
positive  r,,  there  is  a  meniber  G  of  G  such  that  j|BC||  <^  rj,  then  the 
same  slatcment  will  hold  true  of  B'  and  the  set  G'  made  up  of  trans- 
fornis  of  the  éléments  of  G. 

Let  us  now  proceed  to  fmd  an  upper  bound  for  ||BG|  in  terms 
of  ||B'C'||.  We  hâve,  proceeding  as  before,  supposing  that 


AD'z 

BC|lg||BA®AD'||-+-||D'C|| 
ABU 


lABI 


IIAB'II 


0AC' 


,l|AB'l 


0(B'A8AC'j 


j       g     0LA    ® 


||AC 


£ 

ÂGlJ 


\C'|| 
IIAC'II 


;^,0AG' 


^ll«'^'llîi/f[ÂÎFi 


IIAB'II  ^ 


■2||AB'| 


r\B'ii 


IIAC'II 


Unless  B'  is  A,  this  shov^s  that  a  set  of  transforms  of  menibers 
of  G  can  hâve  B'  for  a  limit-element  onlj  vi^hen  G  has  B  fora  limit- 
elenient.  In  the  spécial  case  when  B  and  A  coincide,  it  is  easilj 
seen  that  ||AC||  is  small  when  and  onlj  when  ||AC'||  is  small.  Our 
transformation  is  thiis  biconlinuous  and  biunivocal  when  we  con- 
sider  éléments  B  such  that  ||AB||  <;  s.  There  is  no  difficullj  in 
showing  ihal  ihe  biconlinuitj  is  valid  over  ihe  whole  sjslcm,  for 
if  ||AB||  =  £,   ihcn  AB  =  QAB,  so   ihaL  our  transformations 

within  and  wllhoul  the  (  sphero  )  ||AB||  =£  make  a  précise  join  on 
the  sphère.  No  eh'inenl  in  the  sphère  excepl  A  if  left  invariant. 

Now,  l<;t  B  be  anj  élément  of  a  sjstem  (\V'^.  I  saj  that  given  any 
neighborhood  \'„  of  B,  il  will  be  possible  lo  (ind  a  transformation 
of  the  sort  just  discussed  which  will  change  B  but  leave  invariant 
every  point  not  in  V„.  Clearly,  there  will  be  some  positive  number 
■f\  such  that  V^K  will  contain  ail  the  éléments  C  such  that  ||BG||<;  t]. 
Let  A  be  some  élément  other  ihan  B  —  there  always  will  be  some 
such  élément —  such  thaï  ||AB||  -<  -  .  Let  t  be  some  number  such 

ihat  ||AB||<;  £  <  -  .  Then  ail  ihe  cléments  whnse  dislance  from  A 
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is  less  than  z  vvill  lie  in  VC  while  B  will  be  one  of  thèse  éléments.  Esta- 
blish  a  transformation  such  as  was  dlscussed  in  the  last  paragraph. 
This  will  change  B  and  leave  invariant  everj  élément  not  in  ^  k, 
and  will  be  biiinivocal  and  bicoatinuous.  Hence  the  first  part  of 
the  condition  that  our  System  be  a  (J,)  is  satislied.  Since  every 
(Ve)  is  an  (L),  the  second  part  is  also  satisfied,  and  everj  (  Ve)  is 
a(J.). 

0.   Examples  of  Systems  (Ve)  are  tfie  following. 

(i)  The  System  consists  of  ail  //-partile  numbers,  (a;, ,  a?2,  .. .,  J7„), 
0-  likewise  consists  of  ail  /i-partite  numbers.  If  A  =  {^n  ^j,  •••<  x„), 
and  B  =  (j,,  j2,  ■■■,yii),  AB  =  (:r,  —  r.,  x.,—y.2,  •••,  x„—y„). 
If  i  =  («M  "2,  ••.,  ««),  ||i||  =  \/w"f  +  al-^...-\-u;,,  and 
A  Qî  =  (/,ni.  /.7/5,  ...,  Au,,). 


If 


,  moreover, 


■r,  =  (l'i.   Vy.    .  .  .  ,   (•„), 
Ç  ®   /,   =  (  tli  H-  Pi,    K-,  -+-  C),    ....    //„  -t-  V,i). 


(2)  The  System  consists  of  ail  oc-partite  numbers, 

(.27,.  .r.,,  .  ..,  .r„,  ..  .  ), 

such  that  there  is  a  finileXsuch  that  whatever  /i,  |  j"„|£X.  t  like- 
wise consists  of  ail  such  numbers.  If  A  =  (j:,  ,  x-^.  .  . .,  r,,,  . . .  )  and 
B  =  (jj,j2,  •••,J/o  ...),  AB=(x,—  )-,,j7,—  )-.,,...,  j:„—j^,,...). 

If  i  =  (a,,  //2,  •••,  "/o  --O^'i^d  Ti  =  (<',,  t^.j c,,,  ...  ), 

Il  ^  ]|  =  lipper  hoiiiid  |  u„  |, 

n 

k  (Dl  =  {kui,  ku2,  ...,  ki/„^  ...  ),  and 

t   ©  7)   =  (h,-|-  Ci,    «2-+-  <'J.     •      -    "//-H  ••„,     .  .  .   ). 

(3)  The  System  consists  of  ail  00-partile  numbers 

(.r,,  Ti,  .  .  .,  a7„,  .  ..). 

such  that  the  séries  xi  -+- x', -\- . . . -\- xj, -{- . . .  converges,  t  like- 
wise consists  of  ail  such  numbers  AB,  k  O  H,  and  ^  ©  r,  are  defined 
as  in  (2).  If 

k  =  («1.   "2)    '•■,   "n.    •  •  •  ))  IIÇII  =  V/«Î  M-  "1  -I- .  .  • -t-  MJi  -1- 


i 
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(4)  Tlie  System  consisls  of  ail  coiilinuous  tuiiclions  ot  a  real 
variable  defined  over  a  giveii  closed  interval.  7  likewise  consisls  of 
ail  such  functions.  The  veclor  f  g  is  the  function  J\x)  — gix)- 
\{^=f{jc)  and  ■i^  =  g{x),  11^11  =  max|/(x)|,  kQl  =  kJ\x), 
and  i®r,  =/(:c)+p(j:). 

7.  In  addition  to  thèse  Systems  which  are  Systems  (Ve)  «  im 
grossen  »,  there  are  Systems  which  may  be  said  to  be  Systems  (Ve) 
«  im  kleinen  »  or  as  we  shall  say,  Systems  (  Ve').  We  shall  charac- 
terize  them  as  follows  :  every  point  A  has  at  least  one  neighborhood 
V^  which  can  be  put  into  biunivocal  bicontinuous  correspondence 
with  a  set  V^.  consisting  of  ail  the  éléments  B'  in  a  (Ve)  sùch 
that  ||A'  B'Il^e  ('  ),  in  such  a  manner  that  A  will  correspond  to  Â' 
and  the  set  of  ail  points  in  V^^  that  are  limit-points  of  the  set  of  ail 
éléments  nol  in  \\  shall  correspond  to  the  set  of  éléments  consis- 
ting of  ail  éléments  B'  such  that  ||A'B'||  =  £.  It  is  clear  that  our 
argument  by  which  we  proved  that  every  (Ve)  was  a  (J,  j  will  also 
prove  that  every  (V«?')  is  a  (J,).  The  points  on  a  sphère  or  on  a 
lorus  are  examples  of  sets  (V'?). 

8.  Another  example  of  a  set  (J,  )  is  Fréchet'sEM(^).  This  con- 
sisls of  ail  oc-partite  numbers  (a?,,  ^"o,  ...,  x„,  ■••)i  with  limil 
defined  non-uniformly.  As  Fréchet  has  shovvn,  in  this  space  limil 
may  be  defined  in  terms  of  distance,  the  dislance  between  two  élé- 
ments (a?,,  x.,^  ...,  Xni  ...)  and  (.r',,  x\_^  ...,  x'„,  ...)  being  defined 

to  be    ^—,        ^!'  ~  ^"  ,  I  •  Glearly,  then,   any  neighborhood  \'^ 

n  —  { 

of  (a?,,  x.>.  ...,  x,,^  ...)will   contain  for  some  e  >  o  ail  of  the 
points  {x^,x^,  ■■■,x„,  ...)  such  that  2^  -,      |^^^_^/j     <  £•  ^^^ 

n  =  I 

US  choose  /  in  such  n  manner  that      V     _  >  1.  If   then,  I  choose 

^•^     n  !         i. 

n  =  A  H-  I 

a  certain  sel  of  positive  quanlilies  y),,  ri.,,  .  .  .,  r.A  in  such  a  manner 


(')  Hère  e  >  o. 
(')    Thesis.  p.  Sg. 
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thaï    y    —r —  <  -,  a  ihino  which  is  manifestlv  always  possible, 

n  =  1 

it  will  foUow  that  V^  will  containevery  élément  (a:'j,  jr'j,  ...,^'„,  ...), 
satisfjing  the  finite  set  of  conditions 

Hence,  if  vvhenever  V^  is  a  neigliborhood  determined  by  a  finite 
set  of  intervais  in  the  above  manner,  there  is  a  biunivocal,  bicon- 
tinuous  transformation  changing  (j;,,  a^,  ...,  x„,  ...)  but  leaving 
invariant  anj  élément  not  in  V'^,  our  Ef^  is  a  (  J,  ). 

Now,  we  know  there  is  a  bicontinuous  biunivocal  transforma- 
mation  in  the  k-space  niade  up  of  ail  éléments  {x[,  x[,  ...,  x'^) 
which  changes  (x,,  .Xo,  . . .,  x/ç)  but  leaves  invariant  everj  élément 
{x^,  x',^,  ...,  x'/.)  not  satisfjing  simultaneouslj  the  condi- 
tions x,---ri,<x\<Xi  +  T,t,  ..  ,  Xk—rih^x'/^'^Xk-hri^.  Let  us 
consider  the  transformation  which  affects  the  firts  k  coordinates 
of  a  point  in  E,,,  in  the  above  nianner,  but  leaves  ail  the  other 
coordinates  invariant.  Il  is  easy  lo  see  that  this  is  bicontinuous 
and  biunivocal,  thaï  it  changes  {x,,  x.,.,  ...,  Xn,  ...),  and  ihal  it 
leaves  invariant  every  point  not  in  V^.  Hence  E,„  is  a  (J,  ). 

9.  Up  to  this  point  we  hâve  been  considering  the  conditions 
that  a  (V)  be  a  (J)  or  (.),).  Let  us  now  reverse  our  point  of 
view,  and  ask,  given  a  (J)  or  (J,  ),  whal  are  the  conditions  ihat  it 
belong  in  one  or  anolher  of  the  catégories  of  Fréchet  and  Riesz. 
We  hâve  already  seen  (§  i)  that  every  (J)  is  a  (V);  the  next  mo>t 
restricled  classes  so  far  discussed  are  ihose  ihalalso  satisfy  certain 
of  the  following  conditions,  numbered  by  Fréchet. 

2.  Given  any  two  sets,  E  and  F,  (E-f-F)'  is  contained 
inE'+F. 

3.  A  set  cousisling  of  a  single  elemenl  bas  no  limil-element. 

4.  If  A  is  a  limit  élément  of  a  set  E,  and  if  B  is  distinct  from  A, 
there  is  always  at  least  one  set  F  which  bas  A  for  a  bmit-elemcnt 
without  having  B  for  a  limit-element. 

5.  Given  any  set  E,  (E)'  is  contained  in  E'. 

In  thèse  condition,  E'  means  the  sel  of  ail  limil-elemcnts  of  E. 
Conditions  2,  3,  and  4  make  a  sel,  whal  Fréchel  calls  afler  F.  Riesz, 
who  first  investigated  such  sets,  a  set  (R).  Conditions  2,  3,  and  5 
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hâve  been  found  by  Fréchet  lo  form  a  conibination  even  more 
important,  for  in  everj  class  (V)  satisfjing  them  the  necessarj,  and 
ufficient  condition  for  a  set  E  to  possess  Borel's  property  is  that 
everj  infinité  sub-set  ol  E  should  hâve  at  least  one  limit-element 
belonging  lo  E  (  '  ). 

Condition  2  maj  be  written  in  the  form  :  if  A  is  a  term  which 
is  neither  a  limit-element  of  E  nor  a  limit-element  of  F,  then  it  is 
not  a  limit-element  of  E  4-  F.  Stating  this  in  terms  of  transfor- 
mations, we  gel. 

2'  //  there  is  a  transformation  front  S  changing  the  élément 
A,  but  leaving  ail  the  éléments  of  the  class  E  invariant,  and 
there  is  also  a  transformation  from  S  changing  A  but  leaving 
ail  the  éléments  of  the  class  F  invariant,  then  there  is  a  trans- 
formation from  S  changing  A,  but  leaving  ail  the  éléments 
oy  E-j-F  invariant. 

In  terms  of  transformation,  3  simply  becomes. 

3'  Given  any  two  éléments,  A  and  B,  tliere  is  a  transforma- 
tion from  S  changing  A  but  leaving  B  invariant. 

Condition  4  is  rather  awkward  to  translate;  translating  it  lite- 
rally,  we  get 

4'  If  there  is  a  set  E  not  containing  the  élément  A,  but  such 
that  every  transformation  from  i]  that  leaves  ait  the  éléments  of 
E  invariant  leaves  A  also  invariant,  l/wn  given  any  élément  B, 
distinct  from  A,  there  is  a  set  F  such  that  there  is  a  transfor- 
mation from  2  changing  B  but  leaving  each  élément  of  F  inva- 
riant, (vhile  there  is  no  transformation  from  S  changing  X  but 
leaving  each  member  of  F  invariant. 

10.  Il  is  interesting  to  remark  that  in  sets  (T)  condition  5  is  a 
conséquence  of  2'  and  3'.  It  results  from  2'  and  3'  that  the  set  of 
limit-elements  of  a  class  E  is  not  afTected  by  removing  an  clément 
from  E.  Let  A  be  any  term  in  (E')'.  As  an  imn  diate  conséquence 
of  the  définition  of  A,  it  is  invariant  under  every  transformation 
that  leaver  every  élément  of  E"  invariant.  If  A  belongs  to  E', 
our  theorem  needs  no  proof.  If  A  does  not  belong  to  E',  on  the 
other  hand,  E',  vvich  consits  of  ail  those  éléments  B  wich  remain 

(')  y-,  p.  '^,3, 7. 
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invariant  under  ail  those  transformations  ot"  S  vvliicli  leave  each 
tenu  of  E  —  B  invariant,  whill  consist  of  ail  those  éléments  B  which 
remain  invariant  under  those  transformations  vvich  leave  each  terni 
of  E-A-B  invariant.  Hence  every  transformation  that  leaves  each 
term  of  E  —  A  invariant  will  leave  each  term  of  E'  invariant,  and 
will  hence  leave  A  invariant.  Hence  again,  A  belongs  to  E'. 

11.  The  next  thing  to  invesligate  is  the  relation  betweeu  Sys- 
tems (J)  or  (J|  ).and  sjstems  in  which  séquence  can  be  defîned  in 
ternis  of  sequential  limit-the  sjstems  (L)  of  Fréchet.  We  hâve 
alreadv  seen  (§  o)  that  a  (J)  which  is  an  (L)  ma}'  be  considered  as 
a  (J(  )  without  change  of  limit-properties.  There  are,  however, 
Systems  (J,)  that  are  not  sjstems  (L).  Frechet  (')  has  given  an 
example  of  a  class  (R)  in  wich  no  liniit-point  is  the  unique  limit 
of  any  set.  In  this,  the  universe  of  discourse  consists  of  ail  points 
on  a  line,  while  the  set  of  limit-points  of  a  classs  is  the  set  of  its 
points  of  condensation,  We  shall  show  that  is  a  (J,  ). 

We  shall  show  (i**)  that  everj  biuniform  transformation  in  this 
System,  that  retains  limit-properties  invariant,  when  it  leaves 
every  member  of  a  class  invariant,  leaves  every  limit-element  inva- 
riant, and  (2°)  that  if  an  élément  A  is  nota  limit-elenient  of  a 
class  E,  there  is  some  transformation  thaï  is  biuniform,  that 
leaves  ail  liiuit-properlies  invariant,  that  changes  A,  and  that  leaves 
invariant  every  élément  of  E. 

(1)  Suppose  E  is  a  class  of  éléments,  and  let  A  be  a  limit-ele- 
ment of  E.  Let  A'  be  any  term  distinct  from  A.  Now,  let  F  be  some 
interval  not  containing  A' either  in  its  interior  or  as  an  end-point 
but  containing  A  in  ils  interior  and  let  G  be  the  common  part 
of  E  and  ¥.  Clearly  A  will  be  a  limit-poinl  of  G,  while  A'  will  not 
Therefore,  by  §  5,  any  transformation,  which  is  biconlinuous 
and  keeps  every  member  of  (i  invariant,  cannot  interchange  A 
and  A'.  We  are  thus  led  into  a  contradiction  unless  we  suppose 
that  every  biconlinuous  biunivocal  transformation  wich  leaves  inva- 
riant every  member  of  a  class  E  also  leaves  invariant  every  limil- 
point. 

(' )  y-  p-  9- 
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(a)  If  an  élément  A  is  not  a  limit-element  of  a  class  E.  there  is 
some  inlerval  F  conlainin»^  A  in  ils  interior  and  containin*;  only  a 
denumerable  set  of  elenienls  of  E.  Let  us  adjoin  lu  this  set  ail  llic 
rational  points  and  end-points  of  F.  ahvays  excluding  A,  howéVpi' 
we  .ihiis  get  a  dense  denumerable  séries,  forming  a  médian 
class  ofF.  It  can  hence  be  put  into  one-one  correspondence  vvitli 
the  set  of  rational  numbers  between,  o  and  i,  inclusive,  by  a  biu- 
nivocal  transformation  T  vvhich  will  détermine  a  biunivocal,  bicon- 
tinuous  transformation  of  F  into  the  whole  inlerval  from  o  to  i . 
This  is  a  well-known  theorem  of  Cantor.  Now,  let  S  be  the  follo- 
wing  transformation  of  the  interval  o  ^X  ^  i  : 

If  o  <;  a:  <  -  and  x  is  irrational 


,  .T 

1 


If  -  <i  X  <i\  and  X  is  irrational 

2 


,_  (  3j- 


If  X  is  rational 

x'  =  X. 

Let  R  be  the  transformation  ot  our  Une  vvhicli  leaves  invariant 

ail  the  éléments  not  in  F,  and  in  F  is  équivalent  lo  TISIT.  There 
is  no  difficulty  in  seeing  that  R  is  biunivocal  and  bicontinuous, 
liiat  it  leaves  invariant  every  member  of  E  except  possiblv  A,  and 
that  it  changes  A.  Hence,  A  is  a  limit  of  a  set  E  vvhen  and  only 
vvhen  every  biunivocal,  bicontinuous  transformation  which  leaves 
invariant  every  élément  of  E  leaves  A  invariant.  Our  System  is  thus 

12.  An  (R)  that  is  a  (J)  may  fail  to  be  an  (L)  even  though 
every  limit-point  of  a  set  E  is  always  a  limil-point  of  a  denume- 
rable sub-S(!t  of  E.  For  example,  let  C  be  made  uj)  of  ail  points  on 
a  Une  L,  and  ail  but  one  of  the  points  on  a  line  L^.  Let  this  one 
point  be  (^.  Let  ï  consist  of  ail  bicontinuous  biunivocal  ti-ansfor- 
mations  of  L,,  combined  in  ail  possible  ways  wilh  ail  biconli- 
nous,  biunivocal  transformations  of  L.j  leaving  Q  invariant,  wilh 
the  proviso  ihal  everv  tiansformalion  of  Lo  wich  leaves  invariant 
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points  on  every  intex^val  containing  Q  should  be  associated  only 
with  the  idenlity  transformation  on  L, .  This  example  may  be  shown 
to  salisfj  our  conditions  2',  3',  and  4'i  and  to  be  an  (R).  «  Limit- 
point  »  will  hâve  the  ordinarj  meaning,  with  the  exception  that 
when  Q  would  ordinarilj  be  alimit-point  of  a  selon  La,  everj  point 
ofL,  will  now  be  a  limit-point  of  that  set.  It  will  be  impossible  to 
single  out  anj  point  of  L,  as  the  unique  limit  of  a  sub-set  of  anj 
such  set.  On  the  other  hand,  it  will  alwajs  be  possible  to  single 
out  a  denumerable  sub-set  of  any  given  set  which  approaches 
nny  given  limit-point  of  the  set. 

A  neighborhood  of  anj  point  A  on  L^  wUi  be  a  set  containing 
an  interval  containing  A.  A  neighborhood  of  any  point  A  on  L, 
will  consist  of  a  set  containing  an  interval  on  L,  containing  A  and 
an  interval  on  L2  containing  Q.  It  is  interesting  to  observe  thaï 
this  sel  invalidâtes  the  condition  given  bj  Fréchet  (  '  )  as  suflicienl 
but  not  necessarj  to  make  an  (R)  set  an  (L)  set  —  ihat  every 
point  A  should  détermine  a  séquence  )  V^"'  j  of  neighborhoods 
such  that  every  neighborhood  of  A  should  contain  at  least  one 
neighborhood  beloûging  to  this  séquence  —  for  \ve  hâve  hère 
an  (R)  satisfying  this  sub-condition  without  being  an  (L)> 

This  System  is  not  a  (Ji  ),  for  any  transformation  that  is  bicon- 
tinuous  and  biunivocal  on  L,  but  leaves  Lo  untouched  retains 
ail  limit-properties  invariant,  but  does  not  always  leave  A  invariant 
when  it  leaves  every  élément  of  E  invariant  and  A  is  a  limit-ele- 
ment  of  E. 

13.  Though  Fi'échet's  sufficient  condition  for  an  (R)  to  be 
an  (L)  breaks  down,  it  becomes  satisfactory  if  supplemented 
with  a  furlher  condition.  This  condition  is  that  given  aay  Iwo 
éléments  A  and  B,  it  is  possible  to  lind  a  neighborhood  \\  of  A 
and  a  neighborhood  V„  of  B  that  are  mutually  exclusive.  For  a 
class  (R)  subjected  to  no  further  condition,  the  two  properties 
just  mentioned  will  not  be  necessary  to  make  it  an  (L).  An 
example  which  is  an  (L)  but  does  not  satisfy  the  first  condition 
lias  been  given  by  Fréchet  (=^)  —  it  consists  of  ail  continuons  or 

(')  y.  p.  ... 

(')  /Relations  entre  les  Notions  de  Limite  et  de  Distance  {Trans.  A  m.  Math. 
Soc,  vol.  \IX,  11°  1,  p.  5g). 
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diseontinuous  t'unclions  on  a  closed  segment,  wilh  limil  taken  as 
nol  necessarily  iiniforai.  Elovvever,  as  ihis  System  does  not  Iiave 
ail  derivative-sels  closed,  it  is  not  a  (J).  It  still  remains,  tlien,  a 
possibilitj  that  thèse  two  conditions  maj  be  necessarv  to  guarantee 
that  an  (R)  which  is  also  a  (  J  )  shouid  be  an  (L). 

That  this  possibilitj  is  nôt  fulfdh-d,  hovvever  the  following 
example  will  show  :  let  our  space  consist  of  ail  points  on  an 
ordinarj  three-space,  and  let  S  consist  of  ail  transformations 
that  are  biunivocal  and  bicontinuous  on  every  plane  containing 
the  Une  ./=);—<).  biii  whirli  do  not  inlerchange  points  in 
anj  two  such  planes  and  wliicli  are  not  necessarily  bicontinuous 
as  between  tlie  several  points  in  question.  Hère  every  point 
not  on  x=^y  =  o  will  hâve  as  its  neighborhood  an  ordinary 
planar  neighborhood  together  with  an  arbitrary  set  of  points 
from  other  planes  while  a  point  on  the  z-axis  will  hâve  as  a  neigh- 
borhood an  arbitrary  sélection  of  neighborhoods  from  the  varions 
planes,  subject  only  to  the  condition  that  they  ail  contain  a  seg- 
ment of  the  z-axis  containing  in  its  interior  the  point  in  question. 
As  there  is  otherwise  no  corrélation  between  the  neighborhoods 
of  an  axial  point  in  the  différent  planes,  it  is  clear  that  no  denu- 
merable  set  of  neighborhoods  of  such  a  point  can  be  found  such 
that  every  neighborhood  of  the  point  shall  contain  one  of  the  set. 
For  let  V<,  Va,  ...,  V„,  ...,  be  such  a  séquence  of  neighborhoods. 
Then  we  can  sélect  a  set  P),  Pg?  •  •  •  •>  P//?  •  •  •  of  axial  planes,  and 
détermine  (')  a  neighborhood  of  our  point  in  P,  not  containing 
ail  the  points  of  V,  in  P|,  a  neighborhood  in  Po  not  containing 
ail  the  points  of  Va  in  Pa,  and  so  on.  We  can,  moreover,  choose 
ail  thèse  neighborhoods  so  that  they  will  contain  a  given  segment 
on  the  axis.  Grouping  them  together  and  associating  them  with 
the  whole  of  ail  planes  not  of  the  form  P„,  we  get  a  neighborhood 
V  not  containing  any  V„  in  its  entirety. 

it  is  worthy  of  mention  that  this  System  is  a  (J|  ). 

14.  W  bat  the  précise  necessary  and  suflicient  conditions  are 
that  a  set  which  is  at  once  a  {J )  and  an  (R)  be  an  (L)  bas  nol 
yet  been  determined.    It   appears   difficult    to    obtain   conditions 

(')  The  dcpetuleiice  of  Uns  on  Zcriiielo's  axioni  is  only  specious. 
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which  are  more  than  réitérations  of  the  fact  that  the  set  is  an  (L). 
It  is  reasonable  to  expect,  however,  that  when  the  conditions  are 
obtained,  thej  will  be  two  in  number,  and  that  one  will  guarantee 
that  everj  set  E  having  a  limit-poinl  A  will  hâve  a  denumerable 
sub-set  having  A  as  a  limit,  while  the  other  will  provide  that  it 
shall  hâve  a  sub-set  with  A  as  its  only  limit. 

iVIassachuselts  Institule  of  Teclmology,  Augusi  3i,  iQ-iO. 


SUR  QUELQUES  FORMULES  D'HYDRODYNAMIQUE: 
Par  m.   Emile  Cottojn. 


Les  énoncés  élémentaires  des  propositions  fondamentales  de  la 
Dynamique  des  Systèmes  donnés  dans  les  Ouvrages  classiques 
s'appliquent  à  un  système  formé  des  mêmes  molécules,  qu'on  suit 
en  quelque  sorte  dans  leur  mouvement.  En  Hydraulique,  au 
contraire,  on  étudie  le  plus  souvent  la  partie  d'un  fluide  occupant 
un  volume  déterminé  E  limité  par  une  surface  S,  en  général  fixe; 
les  molécules  intérieures  à  E  ne  sont  pas  nécessairement  les  mêmes 
d'un  instant  à  l'autre.  Il  faut  donc  modifier  les  énoncésdes  propo- 
sitions fondamentales;  ce  sont  ces  modifications  que  je  me  propose 
d'exposer  ici,  pour  les  lluides  parfaits,  en  admettant  que  la  surface 
frontière  S  peut  varier  avec  le  temps  suivant  une  loi  quelconque. 

J'examine  d'abord  le  principe  des  forces  vives  ou  de  la  conser- 
vation de  l'énergie,  pour  lequel  M.  Lamb  a  donné  deux  formules 
[Hydrody nanties^  4"  édition,  1916,  (o),  p.  9,  et  (10),  p.  10], 
concernant  toutes  deux  le  cas  où  la  surface  frontière  S  est  une 
surface  Jluide;  c'est  donc  le  même  ensemble  de  molécules  qui 
intervient.  M.  Love  a  donné  d'autre  part  [Encyclopédie  des 
Sciences  mathématiques,  édition  française,  t.  IV,  vol.  5,  fasc.  1, 
p.  y3}  une  formule  pour  le  cas  où  la  surface  frontière  S  est  fixe. 
Les  formules  données  dans  le  présent  article  (dont  les  démonstra- 
tions diffèrent  peu  de  celles  de  M.  Lamb)  concernent  une  surface  S 
variable  avec  le  temps,  suivant  une  loi,  censée  connue,  mais  qui 
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peul  être  indépendante  de  celle  du  mouvement  du  fluide.  J'ai 
montré,  par  un  exemple,  que  la  Mécanique  appliquée  conduit  à 
des  problèmes  de  cette  nature. 

J'étudie  ensuite  les  propositions  •concernant  les  quantités  de 
mouvement.  Elles  conduisent  à  une  généralisation  du  théorème 
auquel  M.  Joukowski  [Aérodynamique^  '9 "6)  ^  donné  le  nom 
de  «  théorème  d'Euler  ». 

1.  Rappel  d'une  formule  d'Analyse.  —  Nous  utiliserons  ici 
l'une  des  formules  de  dérivation  des  intégrales  multiples  où  la 
fonction  à  intégrer  et  le  domaine  d'intégration  dépendent  d'un 
même  paramètre  variable.  Rappelons  tout  d'abord  cette  formule, 
en  renvoyant,  pour  la  démonstration,  au  Cours  d'Analyse  de 
M.  Goursat  (3"  édition,  t.  I,  p.  658). 

Soit 

(I)  1(0=  /  ¥{x,y,z,t)dE 


-l: 


une  intégrale  triple  étendue  au  volume  E  limité  par  la  surface  S 
variable  avec  le  paramètre  ^,  désignant  ici  le  temps,  paramètre 
dont  dépend  elle-même  la  fonction  à  intégrer.  La  dérivée  de  l  est 
donnée  par  la  formule  suivante  : 

où  çv„,  que  j'appellerai  la  vitesse  normale  de  la  surface  S  au 
point  M,  a  le  sens  suivant  :  soit  M  un  point  de  la  surface  avec 
laquelle  S  coïncide  à  l'instant  t,  la  normale  à  S  en  M  rencontre  la 
surface  infiniment  voisine  avec  laquelle  S  coïncide  à  l'instant  t  -\-  ^t 
en  un  point  M',  soit  8/i  le  vecteur  MM'  compté  positivement 
suivant  la  normale  extérieure,  -;:-  a  pour  limite  (v^  lorsque  8/  tend 
vers  zéro.  Il  est  clair  que  w^  est  nul  si  la  surface  frontière  S  est 
fixe. 

2.  Calcul  préliminaire.  —  Nous  allons  appliquer  icllc  tormule 
successivement  aux  cas  où  I(^)  représente  l'énergie  cinétique, 
l'énergie  potentielle  correspondant  aux  forces  de  profondeur  agis- 
sant sur  le  fluide  et  enfin  l'énergie  potentielle  interne  ou  énergie 
intrinsèque  (intrinsic  energyj. 

L.  lo 


—  136  — 
Dans  ces  divers  cas  la  fonction  F(x,  y,  z,  t)  est  de  la  forme 

(3)  F  =  pG, 

p  désignant  comme  d'habitude  la  densité;  p  et  G  sont  des  fonc- 
tions des  variables  x.  y,  5,  t  d'Euler. 

Pour  abréger,   nous  remarquerons   une  fois    pour    toutes   que 
l'expression 

â¥       dp  ^  dG 

(4)  -^  =  -r  G+  p^- 

peut  être  transformée  en  utilisant  l'expression  de  -~-  donnée  par 

l'équation  de  continuité  ou  de  conservation  de  la  masse. 

Cette  équation  est,  avec  les  notations  couramment  employées  m, 
(^,  w  pour  les  composantes  de  la  vitesse. 


(5) 

f)p 
dt 

+ 

à(pu) 
dx 

()(pv) 

d 

-+-  - 

ipw) 
dz 

=   0. 

On 

a  donc 

(6) 

d¥ 
dt 

=  P 

dG 
dt 

-G 

d(pu) 
dx      ^ 

d(p 

V) 

d(  oiv) 

dy 

dz 

] 

~^  '    [^  dt  dx  dy  dz  ] 

Le  premier  crochet  n'est  autre  que  la  dérivée  de  la  fonction  G 
prise  en  suivant  la  molécule  dans  son  mouvement  :  on  la  désigne 
par 


dG 

dG 

dG 

dG 

dG 

— 

—    _— 

-+-  u 

_ 

-+-  i' 

—  — 

-+- 

II 



dt 

dt 

dx 

ày 

dz 

quant  au  second,  il  représente  la  divergence  du  vecteur  pGa, 
oGp',  oGiv;  l'intégrale  triple  correspondante  peut  être  transformée 
en  une  intégrale  de  surface  ou  llux  par  la  formule  de  Green;  on  a 


ainsi 


Cth^dE=   Cp'^dE-  fpGioiu  +  ^v^yiv)dS, 
où  a,  [il,  Y  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale  extérieure  à 
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la  surface  frontière,  Nous  écrirons 

en  posani 

v,i  est  la  projection  sur  la  normale  extérieure  à  la  surface  frontière 
de  la   vitesse  propre  de  la  molécule  du   fluide   placée  sur  cette 
surface  à  l'instant  considéré,  nous  dirons  plus  brièvement  que  Vn 
est  la  vitesse  normale  de  la  molécule  fluide. 
On  a  donc,  en  définitive,  formules  (2)  et  (7), 

La  difféi'ence  Vn — w«  entre  la  vitesse  normale  de  la  molécule 
fluide  et  la  vitesse  normale  de  la  surface  S  représente  ce  qu'on 
peut  appeler  la  vitesse  normale  de  la  molécule  par  rapport  à  la 
surface  S,  comptée  positivement  vers  l'extérieur.  Cette  vitesse 
normale  relative  est  bien  définie,  même  si  la  surface  S  se  déforme 
quand  t  varie  :  elle  est  nulle  pour  une  surface  imperméable;  on 
peut  dire  que  p(t„ — w,t)d^ot  représente  la  masse  fluide  ayant 
traversé  entre  les  instants  t  et  t-\-ol  un  petit  élément  dé  la 
surface  frontière  dont  Taire  (à  l'instant  t)  est  c/S;  nous  dirons 
que  p(t^« — Wn)d^  est  le  débit  élémentaire  de  masse  fluide  à  l'ins- 
tant <,  à  travers  Télément  (iS,  débit  compté  positivement  vers 
l'extérieur  de  E. 

Remarquons  encore,  à  propos  de  l'interprétation  physique  des 
équations  telles  que  (9)  que,  s'il  s'agit  d'une  énergie  /  pGc^E,  G  est 
l'énergie  rapportée  à  l'unité  de  masse,  et  l'intégrale 


/ 


pG(v„—  Wn)d^ 


\ 


multipliée  par  ùt  donne,  suivant  une  expression  de  M.  Brillouin, 
l'énergie  «  entraînée  par  le  fluide  hors  du  xolume  E  »  entre  les 
instants  t  et  l-\-Zt;  on  peut  dire  que    /  pG(i,i — (v„)f/S  donne 

le  débit  de  l'énergie  correspondante  à  travers  la  surface  S 
(débit  compté  positivement  vers  rext(''i-i<Mir),  il  est  variable  en 
général  avec  l'instant  considéré. 


-  I.j8  - 

3.  Energie  cinétique.  —  Nous  considérons  d'abord  l'énergie 
cinétique  Tg  correspondant  à  la  masse  fluide  contenue  dans  E. 
On  a 

(lo)  Te=^  f  -oq^-dE,         ^2=  «2-f-(^î-+-  tv2; 


la  fonction  G  est  ici  égale  au  demi-carré  de  la  vitesse  ;  on  calcule 
dG 

dt 


la  dérivée  —j-  à  l'aide  des  équations  fondamentales  de  l'Hydrodyna- 


mique 

du  _  \   àp  ^^  _  \         i   dp^  dw^  _  rj        I   ^ . 

^"^     777  ~p^'        77F  ~  *  ~  p  ^'         di  ~    ~pd3' 

où   X,   Y,   Z  sont   les   composantes   de   la   force   de   profondeur 
rapportée  à  l'unité  de  masse  et  où  p  désigne  la  pression.  Il  vient 

(dp  dp  dp 

âx  dy  ôz , 

â(pu)        à(  pv)        à{pw 
dx  dy  àz 

OÙ 

du        dv         dw 
dx        dy         ()z 


(12) 


est  la  vitesse  de  dilatation  cubique. 
L'intégrale 

./e   L     àx  dy  dz      J  J^' 

d'après  la  formule  de  Green.  On  a  donc,  en  appliquant  la  rela- 
tion (9),  la  première  relation  cherchée 

(i3)  ^=  f  o{\u-^\i>-hZw)dE-^  fpS.dE 

dt        J^ ,'  J^ 

—    /  pvn  d'à—    j    -i^qi{Vn—Wn)d?>. 

La  première  intégrale 

F',=  f  o{\u-^\v-^Zw)dE 

représente  la  puissance,    à   linstant    considéré,    des  Jorces   de 
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profondeur.  On  sait,  en  effet,  que  la  puissance  d'une  force  agis- 
sant sur  un  point  matériel  (dérivée  par  rapport  au  temps  du  travail 
correspondant)  est  égale  au  produit  scalaire  (ou  produit  géomé- 
trique) de  la  force  par  la  vitesse.  En  assimilant  à  un  point  matériel 
la  masse  fluide  intérieure  à  l'élément  '/E,  les  projections  de  la 
force  sont  oXû^E,  pYc^E,  pZ//E;  celles  de  la  vitesse  sont  a,  r,  w 
et  la  puissance  correspondante  est  bien  représentée  par  l'élément 
de  l'intégrale  que  nous  voulons  interpréter. 
La  seconde  intégrale 

P,  =  CpedE 

représente  la  puissance  des  pressions  intérieures.  En  effet,  la 
masse  fluide  occupant  à  l'instant  le  volume  infiniment  petit  <iE 
occupe  à  l'instant  t-{-ot\e.  volume  c/E(i -+- 0  8f);  l'accroissement 
de  volume  est  0  t/E  o/,  et  le  travail  des  poussées  s'exerçant  sur  les 
faces  de  l'élément  (regardé  comme  assez  petit  pour  que  p  y  soit 
sensiblement  constant)  est,  d'après  une  formule  connue,  />0  t/E  8f , 
la  puissance  correspondante  est  bien/:>0(iE  (quotient  du  travail 
élémentaire  par  la  durée  infiniment  petite  o^). 

La  première  intégrale  de  surface    /  pv„d*^  représente  évidem- 

•'s 
ment  ce  que  serait  la  puissance  des  poussées  exercées  pai-  le  fluide 
sur  la  surface  frontière  S  si  chacun  des  points  M  de  cette  surface 
était  animé  d'une  vitesse  égale  à   celle  de  la  molécule  fluide  qui 
est  en  contact  avec  lui  à  l'instant  t;  on  |)eut  donc  dire  que 


=/'"'" 


dS 


est  la   puissance  exercée  par  les  poussées  intérieures   sur   la 
surface  fluide  placée  à  la  frontière  à  V instant  considéré. 

Remarque.  —  Poui-  une  partie  S'  de  la  surface  S  (jue  le  fluide 
ne  traverse  pas  (ou  plus  brièvement,  dirons-nous,  pour  une  partie 
imperméable),  comme  le  sont,  par  exemple,  la  surface  de  contact 
du  fluide  et  d'une  paroi  solide  mobile  ou  la  surface  de  séparation 
d'un  liquide  et  d'un  gaz,  on  a,  comme  nous  le  savons,  r„  =»»•„. 
Les  composantes  des  efforts  normaux  variant  d'une  façon  continue 
(nous  négligeons,  en  admettant  ce  point,  les  actions  capillaires), 
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on  peul  remplacer  la  puissance  exercée  par  le  fluide  intérieur  sur 
la  surface  fluide  frontière  par  la  puissance  exercée  par  le  fluide 
sur  le  milieu  extérieur  contigu. 
Enfin  nous  avons  vu  que 


P4=   f  -oc/^i'„—n'„)dii 


représente  le  débit  de  l'énergie  cinétique  à  traiter  s  la  surface 
frontière  à  l'instant  considéré. 

En  résumé,  la  loi  de  variation  de  l'énergie  cinétique  Te  incluse 
dans  le  volume  E  limité  par  la  surface  frontière  S  est  donnée  en 
fonction  des  puissances  et  débit  précédents  par 

La  formule  (i.3)  ou  (i4)  généralise  la  formule  donnée  par 
M.  Love  à  l'endroit  cité  plus  haut  :  la  formule  de  M.  Love  se 
déduit  en  effet  de  celle  que  nous  venons  d'obtenir  en  supposant 
la  surface  S  fixe  et  par  suite  w„  nul. 

A.  Energie  potentielle  de  profondeur.  —  On  peut  trans- 
former l'équation  précédente  lorsque  les  forces  de  profondeur 
rapportées  à  l'unité  de  masse,  X,  Y,  Z  dérivent  d'un  potentiel  i2 
que  nous  supposons  indépendant  du  temps  : 

dx  <)y  ()z 

En  posant 

(i5)  Ve=  fpildE, 

Ve  peut  être  appelée  l'énergie  potentielle  des  forces  de  profon- 
deur. Comme 

du  du  dQ  <hi  ^     „  ^  „^ 

dt]       '      âx       '      dy       ^      dz 

la  formule  (y)  donni;  ici 

dVv  r 
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et,  par  suite  (  '  ),  en  ajoutant  à  (i3),  ^ 

(16)  ^^(Te^Ve)  =  P-l-  P,-  f  (^^?q'  ^  pQ^^n-  ^^n)  dS. 

C'est  la  généralisation  de  la  première  formule  de  M.  Lamb  qu'on 
obtient  en  admettant  que  'è  est  une  surface  fluide;  alors  on  a 

(17)  ^(Te+Vei  =  P,-P3. 

Nous  n'insistons  pas  sur  cette  relation,  et  nous  examinons  riivpo- 
thèse  importante  où,  comme  nous  le  supposons  désormais,  la  pres- 
sion est  fonction  de  la  densité  seule. 

o.  Energie  mécanique  interne.  —  Quand  celte  hypothèse  est 
réalisée,  pdi-\  est  la  différentielle  d'une  certaine  fonction  de  o 
que  nous  désignerons  par  —  H,  de  telle  sorte  que 

(.«)  H=-/'^</(i). 

M.  Lamb  (Ouvrage  cité,  p.  10)  fait  observer  que  H  mesure  le 
travail  produit  par  l'unité  de  masse  du  fluide  contre  la  pression 
extérieure,  lorsque  cette  masse  unité  passe  de  son  volume  actuel  à 
un  volume  fixe  donné  (  -)  (standard),  la  relation  entre  j)  el  o  ne 
cessant  pas  d'être  vérifiée  au  cours  de  ce  passage.  Dans  le  cas  d'un 
liquide  incompressible,  on  prend  H  =:  o. 

(')  Dans  cette  formule  (16),  Çl  peut  être  remplacé  par  Û -4- C,  C  désignsnt  une 
constante  arbitraire. 

Changer  îi  en  Q -t- C  conduit  à  ajouter  à  Ve  un  lerme  de  la  forme  C  /  p  rfE 
et  à  modifier  les  deux  membres  de  (16)  en  ajoutant  au  premier  C  -3-  .  /  0  rfE  > 
l'i  au  second  — Cl    ^{v„  —  w„)  dS:  ces  deux  expressions  sont  égales  en   vertu 

du   principe  de  conservation   de  la  niasse.   On    le   voji  en    faisant  G  =  i   dans  la 
tormule   (9).    L'équation    (16)   subsiste  donc   quelle  que  soit   la    valeur  attribuée 

à  <;. 

(')  Le  choix  de  ce  volume  —  ou  de  la  limite  inférieure  de  l'intégrale  (18)  — 
P'uvanl  être  fait  d'une  façon  arbitraire,  la  fonction  H  n'est  définie  qu'à  une 
constante  additive  près.  Mais  on  voit,  comme  plus  haut,  que  quelle  que  soit  la 
valeur  attribuée  à  cette  constante  l'équation  (22)  reste  exacte. 
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^On  peut  appeler  H  l'énergie  mécanique  interne  par  unité  de 
niasse  (intrinsic  energy  per  unit  mass  de  M.  Lamb). 
Puisque  l'équation  de  continuité  peut  s'écrire 


dl 


nous  avons 


d\\        p  dp 

L'énergie  mécanique  interne  (intrinsic  energy  de  M.  Lamb) 
incluse  dans  le  volume  E  étant  donnée  par 

la  formule  (9)  nous  donne 

(■il)  —j-=z—V.i~j    p  ll(r„— .r„)f/Ï5. 

Ajoutant  (21)  et  (16)  il  vient  finalement 
(22)     ^(Te  +  Ve  +  We)=-  fj  ('^92+Q^hW„— iv„)rfS-P3. 

Ce  résultat  correspond  à  la  seconde  formule  de  M.  Lamb  (qu'on 
obtient  en  supposant,  comme  plus  haut,  que  E  contienne  toujours 
les  mêmes  molécules  lluides.  c'est-à-dire  que  c,, —  (v„  ^  o). 

6.  Enoncé  intuitif  de  la  formule  précédente.  —  L'équation 
peut  être  énoncée  sous  une  forme  intuitive  : 

Supposons,  comme  il  a  été  dit,  la  pression  fonction  de  la  densité 
et  appelons  énergie  (mécanique)  globale  (')  la  somme  de  l'énergie 
cinétique,  de  l'énergie  potentielle  de  profondeur  et  de  l'énergie 
mécanique  interne  (  '  ). 

L'énergie  globale,  correspondant  à  la  masse  fluide  contenue 
dans  un  volume  E  limité  par  une  surface  S  qui  peut  se  déplacer 
et  se  déformer  suivant  une  loi  arbitrairement  donnée,  varie  avec  le 
temps,  d'une  part  à  cause  des  changements  d'état  mécanique  de  la 

(')  On  notera  que  cette  énergie  plobale  dillèie  de  l'énergie  totale  considérce 
dans  les  Ouvrages  classiques  {Traité  de  Mécanique  de  M.  Appell,  tonte  II)  par 
suite  de  la  présence  ici  de  l'énergie  potentielle  de  i)rofondeur. 


—  143  - 

masse  intérieure  à  E  et  d'autre  part  à  cause  des  entrées  et  des 
sorties  du  liquide  au  travers  de  la  surface  limite  S. 

La  dérivée  par  rapport  au  temps  de  cette  énergie  globale 
est  à  chaque  instant  donnée  par  le  débit  à  cet  instant  de 
V énergie  globale  à  travers  la  surface  limite  compté  positive- 
ment vers  l'intérieur  de  E  diminué  de  la  puissance  mécanique 
exercée  par  les  poussées  intérieures  sur  la  surface Jluide  placée 
à  la  frontière  à  C instant  considéré  (  '  ). 

7.  Exemple.  —  Pour  indiquer  très  rapidement  une  application 
de  ce  qui  précède,  ima<;inons  un  liquide  parfait  pesant  se  mouvant 
dans  un  tujau  en  j  traversant  un  moteur;  nous  admettons  que  le 
liquide  n'y  est  en  contact  qu'avec  des  parois  solides,  sans  qu'il  y 
ait  de  gaz  dans  l'espace  considéré.  Cet  espace  E  est  limité  par  les 
parois  S'  du  tuyau,  par  la  surface  S"  de  contact  du  liquide  et  du 
moteur,  et  par  deux  sections,  planes  ou  gauches,  imaginées  dans 
le  tuyau,  l'une  S,  en  amont,  l'autre  S2  en  aval  du  moteur. 

Nous  négligeons  la  compressibilité  du  liquide  di  -  j  =  o  et  regar- 
dons par  suite  comme  nuls  l'énergie  mécanique  interne  et  le 
débit  correspondant. 

Les  seules  forces  de  profondeur  sont  les  poids,  alors  Q  =:  ^z,  la 
cote  :;  étant  comptée  suivant  la  verticale  ascendante,  et  ^  ,.;  est  égal 
au  poids  total  multiplié  par  la  cote  du  centre  de  gravité  de  la  masse 
liquide  intérieure  à  E;  V^  sera  bien  souvent  constant.  Les  débits 
de  cette  énergie-poids  sont  nuls  à  travers  les  parois  solides,  et 
pour  les  surfaces  S,  et  So  ils  se  calculent  par  des  intégrales  éten- 
dues à  ces  surfaces,  intégrales  dont  les  éléments  s'obtiennent  en 
multipliant  le  débit  en  poids  du  liquide  à  travers  un  élément  de 
surface  par  la  cote  de  cet  élément. 

Avec  ces  indications,  on  peut  arriver  à  établir  le  résultai  sui\anl 
que  nous  énoncerons  seulement.  Si,  à  un  instant  donné  /,  la 
somme  de  l'énergie  cirétique  T^  et  de  l'énergie- poids  Xy  peut  être 
retrardée   comme   constanlc    c'esl-à-dirc    si   — - 1  T.  -(- \  , ')  =  o,   la 


(')  Les  débits  d'énergie  se  mesurent  évidemment  avec  les  unités  de  puissance 
mccanitjue  (cheval-vapeur,  watt,  de);  il  en  cl  de  iiit>nie  de  la  dérivét  (ou 
vitesse  de  variation)  considérée  ci-dessus. 
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puissance  fournie  au  moteur  par  le  liquide  en  mouvement  est 
égale  à  la  différence  de  deux  puissances  correspondant  aux  deux 
sections  S,,  So.  Chacune  de  ces  puissances  s'obtient  en  multipliant 

le  débit  total  de  la  masse  liquide  à  travers  la  section  considérée  par 

I                P 
le  trinôme  de  Bernoulli   -V-H — U'  correspondant,   où    les 


termes  V'^,  carré  moyen  de  la  vitesse;  P,  pression  moyenne; 
U'=: — ^Z,  valeur  moyenne  de  la  fonction  des  forces,  sont 
obtenus  par  le  calcul  de  moyennes  indiqué  dans  le  n"  2  d'une  Note 
Sur  la  formule  de  Bernoulli  insérée  aux  Comptes  rendus  du 
\'j  mars  1919. 

Sans  vouloir  insister  sur  ce  point,  indiquons  que  les  considéra- 
tions du  n"  3  de  la  même  Note  servent  à  comparer  pendant  un  état 
de  régime  l'énergie  mécanique  transmise  au  volume  E  sous  diverses 
formes  au  travers  des  sections  S,,  S^  et  celle  recueillie  par  le 
moteur. 

On  constate  ainsi,  comme  il  était  à  prévoir  pour  un  liquide 
parfait,  l'égalité  de  ces  énergies,  mais  il  n'en  serait  pas  de  même 
si  l'on  procédait  à  leur  calcul  d'une  façon  incorrecte  en  confondant 
par  exemple  le  carré  mojen  de  la  vitesse  avec  le  carré  delà  vitesse 
de  débit.  Pour  cette  raison,  il  conviendrait  de  baser  la  définition 
théorique  des  rendements  divers  considérés  en  Hydraulique,  sur 
des  moyennes  définies  comme  il  a  été  indiqué  dans  les  n°^  2  et  3 
de  la  Note  citée  plus  haut.  Si,  en  effet,  les  liquides  naturels,  tels 
que  l'eau,  s'écartent  des  liquides  parfaits  de  la  Mécanique  ration- 
nelle (par  suite  de  leur  viscosité,  de  leur  compressibilité,  etc.)  et 
si  la  fraction  appelée  rendement  donne  en  quelque  sorte  la  mesure 
de  ces  écarts,  il  est  cependant  une  condition  à  laquelle  elle  doit 
tout  d'abord  satisfaire,  celle  d'être  égale  à  l'unité  pour  un  fluide 
parfait. 

8.  Quantités  de  mouvenwnt  projetées.  Moments  cinétiques. 
—  La  même  méthode  s'applique,  plus  simplement  en("ore,  aux 
formules  concernant  les  premiers  principes  df  l;i  Dynamique  des 
systèmes.  Considérons  d'abord  l'intégrale 


I 


p  u  dE 

F. 


étendue  au  volume  E  du  n°   1  ;  elle  représente  la  projection  sur 


i 


Ud  — 


l'axe  fixe  Ox  de  la  résultanle  de  translation  des  quantités  de 
mouvement  de  la  niasse  fluide  intérieure  à  E.  En  appliquant  la 
formule  (9),  il  vient 

du  ^-         '^yo    i.         ,     1        ,  •  I 

OU,  puisque  p  —  zz:^  p\  —  y-  d  après  les  équations  du  mouvement, 

et  que   /  -p  r/E  =    /  a/?  dS,  d'après  la  formule  de  Green. 

(  23  )      -J-)    I   pu  dE  i  =   /  p\  dE  —  I  7.p  dS  —  /   zu(  Vn—  w^  )  dS. 

Le  moment  résultant  par  rapport  à  O.r  des  quantités  de  mouve- 
ment de  la  masse  fluide  intérieure  à  E  est  de  même  donné  par 
l'intégrale 

Jf  p(jK"'  —  ^^)  dE,. 
E 

La  formule  (9  )  et  les  équations  du  mouvement  permettent  de  la 
transformer  en  observant,  dune  part,  que 


donnent 


dy  dz 

dt  dt 


d  ,  dw  dv 

-7-  (  r  11^  —  zv)  =  Y  —, z  -r 

dt    '  '       -^   dt  dt 


et,  d'autre  part,  que 

dp         dp        d         ^        ()  , 

Il  vient  ainsi 

(24)  —    j   oiyw—  zv)dE  =   fpiyZ—  z\)dE—  fp{y^(—  z'^)dS 

—   /   p(y(v  —  zv\{i\ — {\-„)t/S. 

Chacune  des  forujulcs  (a.i)  et  (?.'î)  donne,  par  permutations 
circidairés,  deux  autres  formules  analo{i,ues  relatives  aux  autres 
axes.  On  peut  énoncer  les  six  formules  ainsi  obtenues  de  la  façon 
suivante. 
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Considérons,  comme  on  le  fait  au  début  de  la  Dynamique  des 
systèmes,  deux  vecteurs  O/"  et  Ov  représentant  la  résultante  de 
translation  et  le  moment  résultant  par  rapport  au  point  fixe  O  des 
quantités  de  mouvement  pour  la  masse  fluide  intérieure  à  E.  Ces 
vecteurs  Or  et  Os  varient  avec  l'instant  t  considéré  à  cause  de  la 
variation  des  vitesses  avec  le  temps  et  à  cause  des  entrées  et  des 
sorties  du  fluide  à  travers  la  surface  frontière. 

A.  Les  vitesses  des  points  r  et  s  (ou  dérivées  géométriques, 
par  rapport  au  temps,  des  vecteurs  précédents)  sont  équipollenles 
à  deux  vecteurs  Or',  Os\  qui  sont  précisément  les  éléments 
[résultante  de  translation^  moment  résultant)  de  la  réduction 
géométrique  au  point  O  d\in  dynanne  [c'est-à-dire  d^un 
ensemble  de  forces)  provenant  de  la  réunion  du  dyname  D, 
des  forces  de  profondeur,  pour  la  masse  fluide  intérieure  à  E, 
de  celui  D2  des  poussées  superficielles  exercées  sur  la  surface  S 
par  les  corps  extérieurs  à  E,  et  d^ un  troisième  dyname  D3  que 
nous  allons  définir. 

Soient,  à  l'instant  considéré  ^,  un  élément  <:/S  de  la  surface  fron- 
tière S,  M  un  point  de  cet  élément.  Le  débit  de  la  masse  du  fluide 
au  travers  de  d?)  est  {voir  n"  2)  —  ^{^n —  '*'«)  <^S  en  le  comptant 
ici  positivement  vers  l'intérieur,  c'est-à-dire  pour  l'entrée  dans  E. 
Le  vecteur  infiniment  petit  MF,  obtenu  en  multipliant  ce  débit  par 
le  vecteur  vitesse  propre  de  la  molécule  fluide  passant  en  M  à  l'ins- 
tant /,  peut  être  assimilé,  au  point  de  vue  des  unités,  à  une  force 
que  nous  appellerons  la  poussée  (fictive)  due  aux  mouvements  (du 
fluide  et  de  S)  quand  elle  sera  dirigée  vers  l'intérieur  de  E,  la 
tension  (fictive)  due  aux  mouvements  quand  elle  sera  dirigée  vers 
l'extérieur.  L'ensemble  de  ces  poussées  ou  tensions  fictives  corres- 
pondant aux  divers  éléments  dS  en  lesquels  on  décompose  S 
constitue  le  dyname  D3. 

On  vérifie  facilement  que  si  S  est  fixe,  toutes  les  forces  MF  sont 
dirigées  vers  l'intérieur  de  E,  ce  sont  des. poussées. 

Lorsque  la  surface  S  n'est  pas  traversée  par  le  fluide,  le 
dyname  D;,  est  nul;  nous  n'insistons  [)as  sur  ce  cas,  où  l'on  suit 
dans  son  mouveuient  une  même  masse  fluide  et  où  les  équation> 
fondamentales  de  la  Dynamique  des  systèmes  conservent  leur 
forme  élémentaire. 
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H.  Si  le  mouvement  est  permanent  et  si  La  frontière  S  est 
jixe^  les  vecteurs  O/',  Os'  sont  nuls  et  les  vitesses  (v„  le  sont 
aussi;  V  ensemble  des  J  or  ce  s  de  profondeur  (D,)  des  poussées 
exercées  par  les  corps  extérieurs  à  E  sur  le  fluide  (D2)  et  des 
poussées  (D3)  dues  au  mouvement  est  alors  géométriquement 
équivalent  à  zéro. 

Dans  le  cas  particulier  où  l'on  ajoute  aux  dernières  hypothèses 
la  supposition  que  les  forces  de  profondeur  sont  nulles,  on  retrouve 
la  proposition  indiquée  par  M.  Joukowski  {Aérodynamique^ 
Chap.  I,  p.  10)  sous  le  nom  de  «  théorème  d'Euler  »,  et  que 
M.  Brillouin  a\ait  donnée  en  191  1  pour  le  mouvement  plan  [voir 
son  Mémoire  :  Sur  les  sui faces  de  glissement  d' Helmholtz 
(Annales  de  Chimie  et  de  Physique^  8"  série,  t.  XXIII,  Chap.  III, 
n««26à  28  jj. 

Si  le  mouvement  est  périodique  par  rapport  au  temps,  et  de 
période  T,  et  si  la  surface  S  est  fixe  (ou  si  elle  se  déforme  suivant 
une  loi  admettant  la  période  T),  la  proposition  B  est  applicable 
aux  djnames  moyennes  par  rapport  au  temps  et  pendant  une 
période  des  trois  dynames  D,,  Dj,  D3  ;  /•  et  s  reprennent  périodi- 
quement les  mêmes  positions,  et  le  théorème  B  est  applicable  aux 
dynames  D,„j,  Daw,  ^im  moyennes  par  rapport  au  temps,  et 
pendant  une  période,  des  dynames  D,,  D2,  D,. 

Dans  cet  énoncé,  le  mot  moyenne  a  le  sens  suivant  : 

Soient  X,  Y,  Z,  L,  M,  N  les  coordonnées  d'un  dyname  D  par 
rapport  aux  axes  fixes  Ox,  Oy,  Oz;  les  coordonnées  du  dyname  D,„ 
moyenne  par  rapport  au  temps  t^  de  D  dans  l'intervalle  to,  to-\-T 
sont  données  par 


-T 


Ces  valeurs  sont  indépendantes  de  tg  si  le  mouvement  est  pério- 
dique. 


—  148  — 


SUR  UN  THÉORÈME 
DE  GAUSS-ARNDT  RELATIF  AUX  CONGRUENCES  BINOMES; 

Par  Vera  Myller-Lebedeff. 


On  sait  que  la  congruence  binôme 

^8^,         (mod  n,  ou  n  =/>*  ou  2/>*) 

(yo  un  nombre  premier  ^2),  où  l'on  peut  toujours  supposer  S 
diviseur  de  f{fi),  a  exactement  S  racines  dont  cp(S)  appartiennent 
à  l'exposant  S. 

Gauss  a  démontré  {Disqu.  Arithm.,  art.  81)  que  la  somme 
des  racines  primitives  de  /),  c'est-à-dire  des  nombres  appartenant 
à  l'exposant  ©(/?)  est  ^  o  (modp),  si  p  —  i  est  divisible  par  un 
carré,  ou  ^±:  i  (modp),  si  p  —  i  est  le  produit  de  facteurs  pre- 
miers inégaux.  Arndt  a  généralisé  ce  résultat  (Journal  de  Crelle^ 
t.  31,  p.  326)  de  la  façon  suivante  :  «  La  somme  des  nombres 
appartenant  au  même  exposant  S  (modp)  est  ^  o  (mod/)),  si  8  est 
divisible  par  un  carré,  et  ^zbi(modyo),  si  8  n'est  divisible  par 
aucun  carré.  » 

Bachmann  [Niedere  Zalilentheorie^  t.  1,  p.  333)  a  cru  que 
l'on  puisse  énoncer  le  théorème  d'Arndt  de  la  même  façon  pour  le 
module/)'*,  2/?°',  0  étant  un  diviseur  quelconque  de 

(p(/?a)  =  cp(2/>«)  =  /?«-!(/?  —  I). 

Ensuite  il  a  observé  pourtant  [voir  le  même  Volume,  p.  402, 
Zusatze)  que  le  théorème  n'est  vrai  que  si  ô  est  diviseur  de  p  —  i  ; 
en  particulier,  il  ne  peut  pas  être  appliqué  aux  racines  primitives 
de  /?",  2/?",  le  cas  de  Gauss  excepté. 

On  peut  cepefidant  généraliser  le  théorème  de  Gauss-Arndt 
pour  le  module  />",  2/^°<,  et  nous  nous  proposons  de  le  faire  dans 
ce  qui  suit.  Le  résultat  est  le  suivant  : 

Soit 
un  diviseur  de 

'iiP'^)  =  f(ip»)  =  P^-'iP  ~  i)  =  P-'-'  g>lgl . .  .</].gl^. .  .g;.. 
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La  somme  des  nombres  appartenant  à  Vexposant  o  est 
^o         (mod/>*  ou  ip"-) 

si  8  *  /?*  est  divisible  par  un  carré  et 

=  (  — i)'tp(yp*)     (mod/»*),         resp.  =(/)« — i)'o(/)^)     (modi/?*), 

5i  0  :  />*  est  le  pro'tuit  de  facteurs  premiers  inégaux. 
Pour  k  =  o,  il  est  à  poser  cp(i  )  =:  i .  En  particulier^  la  somme 
des  racines  primitives  de  p'^,  2  p^  est 

^  o 

si  p  —  I  est  divisible  par  un  carré  et 

=  (—1  )'«(/>*-')     (mod^D*),         resp.  =  (/>*— i)' 9  (/)*-•}     (mod -.i/J»), 

si  p — I  ne  V est  pas. 

Démonstration.  —  Soit  g  une  racine  piiniitive  de  />=*,  2/)*; 
pour  2 p'^,  on  doit  toujours  supposer  g  impair.  On  a  le  théorème 
connu  :  g^  appartient  à  l'exposant 

8  =  (^( p"-)  :  d         (mod/>*  ou  2/>*), 

alors,  et  seulement  alors,  quand  d  est  le  plus  grand  commun  divi- 
seur de  h  et  f  (/>^)-  l^»r  conséquent, 

^«•i»'.,        où         M/=yt>«-' ^-=1^, 

et  Xi  parcourt  les  ^{q])  nombres  premiers  avec  <jr/,  et  <;  q[  repré- 
sente tous  les  '^{q'i)  nomJDres  appartenant  à  l'exposant  q\.  Notons 

que 

^M._i=^o         (mod/>), 

car  M(  n'est  pas  divisible  par  p  —  i .  De  même 

gyt^,       où       N  = />*  '-^(/>  —  i) 

et  y,  sont  les  «>(/?*)  nombres  premiers  avec/?,  et  <CjO*  donne  tous 
les  nombres  appartenant  à  p*. 

Un  nombre  appartenant  à  8  peut  être  représenté  par  le  produit 
de  nombres  appartenant  respectivement  aux  facteurs  de  o  pi'emiers 
entre  eux.  Ce  théorème,  connu  pour  le  uiodule  p,  est  encore  vrai 
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pour  le  module /)«,  2p^.  En  effet,  l'exposant  h  d'un  tel  produit, 

a  le  plus  grand  commun  diviseur  avec  ^{p'^)  égal  à 

donc  g^  appartient,  bien  à  l'exposant  8. 

Il  s'ensuit  que,  désignant  par  S  la  somme  cherchée  des  nombres 
appartenant  à  o,  et  par  P,,  P2,  .  .  .,  R  les  sommes  des  nombres 
appartenant  respectivement  à  q'"^  q'\^  .  .  . ,  p^,  on  a 

S  =  P,F2...R         (mod/>*  ou  2/>*). 

Soit  d'abord  m>i.  Les  œ(^7)  nombres  x^  se  partagent  en 
systèmes  de  q^  nombres 

8  2S  (oi  — 1)8 

I  I  ^  -  '■^2  ,  ((7,  1)6 

a7'i,a7'iH ,      ar,  H ,      ...,      x\^^-^ '—1 

qi  q\  q\ 


et  la  somme  des  nombres  provenant  de  chaque  système  est  ^  o. 
En  effet, 


(.r.H-£)M.  (.,+  (i-li^)„.  ^       g^ 

^       11'      -^...-+-e\  <h      '      =  ^■'•.>ii  -5- 


OM,  . 


Mais  oM,  :  ^,   n'est  pas   divisible  par /?  —  1 ,  tandis  que  8M,   est 
divisible  par  yo«~*  (yo  —  i)  ;  donc 

^5m,  _i  =  o         (mod/»*  ou  2/>*), 
tandis  que 

^'i''      — I  ?^  O         (mod^). 
Ainsi 

Pi^o         (mod/?*  ou  7./?*)  ; 
donc 

S  =  0  (modjD*  ou  2/?«).  C.Q.F.D. 

Supposons  en  second  lieu  m  =  1 ,  /<  =  1 ,  . .  . ,  ^  =  i .  On  a 

0-7,  M, I  /  p-M,  ,  \ 
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car 

^7i^'.— I  =  ^^2— I  =  M/>«         et         ^"i  — i^o         (rnod^). 

Dans  le  cas  du  module  >.  p'^,  on  voit  que  P,  est  pair;  donc 
ou 

Il  reste  à  calculer  la  somme  R  des  nombres  appartenant  à  p'^ 
(o<^A"^a —  i).  Pour  cela  on  poui-rait  encore  employer  la  repré- 
sentation par  les  puissances  d'une  racine  primitive;  mais  on  arrive 
plus  simplement  au  résultat  en  développant  les  nombres  appar- 
tenant à  l'exposant  //(  mod/>*),  d'après  les  puissances  de  ^  ('). 

Observons  d'abord  qu'un  nombre  appartenant  à  /?''(  modyo*) 
appartient  aux  exposants  />'^~',  f>^  -,  ...,  i  par  rapport  aux 
modules  />"',  ^^"-,  .  .  .,  p'^''^.  On  le  voit  tout  de  suite  en  repré- 
sentant ce  nouil)re  sous  la  forme  J?"-^'^,  N  =:/?*"'~^(/j —  i)  de  ci- 
dessus.  Ce  nombre  (nommons-le  nik)  doit  donc  être  dé  la  forme 

m/.  =  I -H  I\l/)*^'',  où  M  ^  o  (inod/?), 

car  autrement  m/i  a|)partiendrait  à  i  et  non  à  p  (  uiod /.»^~^  +  ').  Si  M 
satisfait  cette  condition,  nik  appartient  bien  à  ^^  (mody;'^). 

Déuionlions-le  par  l'induction.  D'abord  ou  soit  que  ntk 
appartient  à  y>(  mod/>'''~^+')  ;  en  effet,  si  t  était  l'exposant  de 
/?iA(modjy ""*+'),  on  aurait 

m'i  =  I         (  inod  /j«-^+i) 
ou 

(i  -t-  iVl />*-/■/  =  I  -f-  Mtp^-''+  M>«-/'+'  =  I  (mod  /^t-Z'+i); 

donc  Mf  ^  o  (nu)d/>)  et,  j)ar  suite,  L^=.p. 

Supposons  maintenant  (|ue  m>t  appartient  à />" 'M  iuo(l/>*"  *+""'), 
et  soit  l  l'exposant  de  nih  par  rapport  au  mod /y''~^+" 

m'i^  =  I  (  mod  ^='-'■^  "), 

donc 

=  1     (mod/j5'-'''+''    ')         el         t  —  i>n\,^^ 

Mais.  d'aj)rès  iiu  lln-orème  de  Gauss  (Disr/u.    \iitliiii.^  art.  86), 

M)  Pour  cette  iiiL-tliile,  voir  aussi  M.  I'ONTkm:,  Stii-  les  modules  de  lu 
forme  p"k  (/Voiivelles  Annales,  '("  série,  t.  VIII,  p.  ii)î). 

L.  I  I 


—  ISi  — 
si  t  est  divisible  par p"~'  et  non  par/>",  on  a 

(i  +  M/)*-/')'  —  I  =  M  tp^-'-         (  inod  p^-i^+n-) ; 

donc  M;/)°'"*  esl  divisible  par  ^«-^+«  et  t  ^ p" .        c.  q.  k.  n. 
m^r  esl  donc  de  la  forme 

où  i'i  peut  prendre  les  valeurs  1,2,  ...,/>  —  i  et  t'o»  •  -  •  ^  i/i  les 
valeurs  o,  1,  2,  ...,  yy  —  1.  Tous  ces  nombres  sont  incongrus 
entre  eux  (modjw''),  car  en  posant 

m',.  =  i-^i[ p^ -/'M-  i'^ />='-/'■+  >  +  ..-.+  i/.p'^   ^ , 

on  tirerait  de  la  congruence 

ni/,  —  ni'/^  ^  0         (  modp"-  ) 

ou 

f'i —  i'i  -+-(i-2  —  i',)p  -+-...+  (l'u—  «•'/,  )/o''~'  =  "         (  mod/?^), 

que  les  difFérences  t,  —  f'j,  /a — '21  •••5  ^A — '/,  sont  nidles  à  la 
fois. 

Nous  avons  donc  à  calculer 


où  /,,  ^2,  ...,  i/i  \arienl  dans  les  limites  indiquées.  Employons 
encore  l'induction.  Désignons  par  /«,,  nii,  . . .  les  nombres  appar- 
tenant à  /),  /?■-,  . . .  (mod  />^-*^-' ,  p«  ^+-i,  . . .  ).  On  a 


/'-' 


^  m,  =  y  (  I  -f-  f,  />«-/')  =  />  —  1  -i-  /ja-/'  (  I  +  ■J.-4-  ...4-^  —  1)=/?  —  I 

'1=1 

(mod/;*  ''■+1) 


et 


2  '"2  =2      2  ^'"'  ^  ''2/^*"''^')  ^^/""i  +  M/^*-/-+2  =  p(/,  —  I) 

Supposons  que 

^       //t/._i  =E/;''-2(/) — i)  (mod/y«    *). 
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Il  s'ensuivra 

R  =  2  m/,  =      2  2  (  /H/,_i  -f-  fA- p»-!  ;  =  2]  /""'i-J  +  '^ï/'"' 

R  ~  p'^-^(p  — 1)  =  9(/)^)       (mod/»*).  C.Q.F.D. 

D'ailleurs,  on  a  aussi 

R  =  o(/)/')         (  mod  7./J*), 

parce    qu'on    doil     supposer    les    cp  (/?^)    nombres    appartenant 
à  yD*(mod  ayo'*)  impairs;  donc  R  est  pair. 
Maintenant  les  congruences 

S=PiP2...P,R         (mod/j"  ou  a/)»), 

Pi^— I     (modjo*)         ou         =/>3'  — I     (niodi/»*), 

R  s5  0(/>^)         (mod/>*ou  a/»*), 

établies,  on  conclut  dans  le  cas  que  o  :  p''  a  tous  ses  facteurs  pre- 
miers inégaux  : 

S  SH  ( — lY^ip'')        (mod/i*) 
et 

S  =(/>=' — ^y^ip'')  (  mdd  y./)*  j.  0,  Q.  F.  0. 


DÉFORMATION  DU  PARABOLOÏDE  DE  RÉVOLUTION  : 
CUBIQUE  DE  M.  LYON  ET  CONGRUENCES  DE  M.  THYBAUT; 

Pau   m.   Bkutra^jd  Gambier. 
CHAPITRE  I. 

SURFACES  ALGÉBRIQUES  DÉDUITES  DE  LA  CUBIQUE  DE  M.  LVON.  DÉGÉ- 
NÉRESCENCE DES  SURFACES  2,  S  ET  S'  EN  UNE  SURFACE  MINIMA  ET 
SES    DEUX    DÉVELOPPÉES. 

1.  Dans  ce  Mémoire,  qui  fait  suite  à  celui  qui  a  déjà  paru  dans 
ce  /iulletin,  je  me  propose  d'appliquer  les  considérations  théo- 
riques qui  précèdent  à  un  exemple  particulier  (jui  me  paraît  digne 
de  retenir  l'attention  des  géomètres  par  sa  simplicité.  Cette  étude 
nous  fera  découvrir  un  ensemble  de  lois  générales,  relatives  à 
l'application  de  deux  surfaces,  que  j'ai  déxeloppées  dans  deux 
autres  Mémoires  publiés  au  Bulletin  des  Sciences  mathématiques 
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(1920  et  1921).  Ces  lois  générales  m'ont  permis  de  reprendre  les 
résultats  si  élégants  de  M.  Thjbaut  et  de  montrer  quelles  circons- 
tances singulières  accompagnent  la  déformation  du  paraboloïde; 
ces  circonstances  ou  d'autres  tout  analogues  se  retrouvent  d'ailleurs 
dans  la  déformation  des  quadriques  à  centre  de  révolution  ou 
même  des  quadriques  générales;  j'j  reviendrai  dans  une  série 
d'autres  étijdes,  où  j'aurai  constamment  à  citer  le  nom  de  Dar- 
boux  et  les  noms  des  géomètres  français  ou  italiens,  MM.  Kœnigs, 
Guichard  et  Blanchi, 

La  courbe  la  plus  simple  parmi  celles  dont  la  torsion  est  cons- 
tante est  la  cubique  de  M.  Lyon;  nous  en  déduisons  les  surfaces 
les  plus  simples  parmi  celles  qui  sont  applicables  sur  le  parabo- 
loïde de  révolution;  ce  sont  des  surfaces  algébriques  unicursales. 

La  courbe  (\\U)  est  alors  définie  par  les  équations 
/   «  =  ^  -f  K,  i>  —  t  —  K, 

(0                    !                   I-HK2—  «2                                 .i_K2-f-f2  ,,  t 

I     C  =    p ,  C   =  l    i7 >  C    =:   T.   5 

les  notations  étant  celles  du  Mémoire  précédent;  t  est  le  para- 
mètre variable,  K  est  une  constante  réelle;  la  courbe  (iI'-m)  s'ob- 
tient en  remplaçant  partout  t  par  /',.  En  posant  ^  .-=  ).  4-  ij. /,  nous 
avons 

^~       3  K2  ^  ' 

-:uX2  x[Jl3  j_4-  K2 


X  = 


(s>:v  =  -i^ 


—  t(X2  4-  iJ.2)2 

4T<2 


_L_(X._,aî)(,  +  Kn-^^(i-K'); 


^=-~(>^M-^2).,__l.(X.-^.)(.-K2,-^^(._KM; 


^■-=01^1^^'       ■^^-'''  h3(K2-,)X], 


(-)  i-y^inà  [3X•^a-,a^-;-3(K2^-,),a]. 


"=I^^^'--"'^- 
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On  peut  remarquer  que  (S),  (S'),  (2)  ne  dépendent  de  K  que 
par  l'intermédiaire  de  K^';  en  effet,  changer  K  en  —  K  revient  à 
échanger  (iili)  avec  (vH)')  et  (ili>i  )  avec  (iil>',  ).  D'autre  part,  si  l'on 
fait  les  échanges 


6' 

X    y     z     1     IX       K 


y    X    z     \i.     k     fK 

les  équations  de  (S)  et  (S')  s'échangent,  (S)  reste  invariante.  C'est 
facile  à  expliquer;  si  l'on  change  K  en  /K,  (ill)  et  (i)l>i)  sont 
transformées  en  deux  courbes  { iil)  )  et  (  iii>,  ),  qui  ne  sont  plus 
imaginaires  conjuguées,  car  il  aurait  fallu,  pour  cela,  changer  K 
en  /K  dans  (ni))  seulement,  et  Ken — /K  dans  (l'I'i);  donc  les 
surfaces  S  et  S' devraient  cesser  d'être  réelles;  mais  nous  avons 
vu  que  le  changement  de  K  en  — K  remplace  la  courbe  (ifb) 
par  (itb);  ici,  quand  on  remplace  K  simultanément  par  l'K 
dans  (iiî))  et  (\il')),  on  obtiendra  donc  (il!))  et  la  symétrique  par 
rapport  à  l'origine  de  la  conjuguée  de  (iti>).  Grâce  à  cette  cir- 
constance, S  restera  réelle,  mais  deviendra  en  réalité  une  sur- 
face S'  et,  inversement.  S'  une  surface  S,  suivant  la  remarque 
faite  au  Mémoire  précédent  (n"  3,  Chap.  1).  Cette  remarque  est 
précieuse,  parce  que  nous  pourrons  poser  K-  =  k  et  conserver 
seulement  les  équations  de  (S)  pour  étudier  du  même  coup  les 
propriétés  des  surfaces  S(/>-  >  o)  et  des  surfaces  S'(/f  <^  o). 

Il  n^y  a  pas  lieu  de  réduire  l'intervalle  ( — cx>,  H-co)  trouvé 
pour  k.  En  effet,  quand  deux  surfaces  S  sont  égales,  les 
courbes  (ilî))  correspondantes  sont  susceptibles,  après  un  dépla- 
cement réel  convenablement  choisi,  ou  de  se  superposer,  ou  d'être 
disposées  symétiiquement  par  rapport  à  l'origine;  or  ici  la 
courbe  (i)î))  est  l'intersection  de  la  sphère  a^ec  le  cylindre  para- 
bolique réel  {v) 

K^^î-r- îKa:-  — I  —  K2=  o         ou         K«(a72-+- o*  — i)  —  (K.r  —  i)-- =  o, 

bitangent  à  la  sphère  aux  deux  points  du  plan  xO z.  où  la  droite 

a?  î=  1^  de  ce  plan  coupe  le  cercle  x'^ -\-  z'^  =:■  i .  11  csl  clair  que  la 

forme  de  cette  parabole  (nous  nous  bornons  aux  valeurs  de  K 
réelles  et  même  positives)  change  si  K  varie;  le  résultat  est  donc 
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obtenu.  Nous  voyons  que  (il!))  a  deux  ])oinls  réels 

(r°.±v/^) 

si  K  surpasse  l'unité,  et  dans  ce  cas  seulement. 

2.  Au  Chapitre  II  du  Mémoire  |)récédent  (n"*  9,  10.  H),  nous 
avons  vu  que  : 

1°  xOz-  est  [)lan  de  symétrie  de  première  espèce  pour  .S  et 
seconde  j)our  S',  coupe  S  suivant  une  géodcsique  et  touclie  S' 
suivant  une  ligne  de  rebroussement  (a  =  o);  pour  S,  le  j)lan  zOx 
donne  en  outre  une  ligne  double  imaginaire. 

2°  yOs  est  plan  de  symétrie  de  seconde  espèce  pour  S  et  |)re- 
mière  pour  S',  touche  S  suivant  une  ligne  de  rebroussemenl  el 
coupe  S'  suivant  une  géodésique  ()v  =  o).  Sur  .S',  on  obtient  en 
outre  dans  yOz  une  ligne  double,  réelle  si  K  >  i  ;  cette  ligne 
double  est  uniciirsale  et  du  degré  4;  1»  géodésique  est  aussi  uni- 
cursale  et  du  degré  4;  h'i  ligne  de  rebroussemenl  de  S  est  aussi 
unicursale  et  du  degré  4- 

3"  0^  est  axe  de  symétrie  de  seconde  espèce  pour  S  et  S'. 

Pour  les  |)oinls  à  l'infini,  la  courbe  (itî))  n'a  qu'un  point  à  l'infini 
dans  la  direction  x  —  «y  =  o,  ^  =  o  correspondant  à  un  cycle  de 
degré  et  classe  égaux  à  i  et  d'indice  4-  D'a[)rès  le  Chapitre  11  du 
Mémoire  précédent,  nous  obtenons  sur  S  comme  points  à  l'infini 
uniquement  la  droite  à  l'infini  du  plan  ::  =  o  et  sur  S  et  S' les 
droites  à  l'infini  des  deux  plans  x  —  iy  =  o,  x-\-iy  =  o.  En  tous 
les  points  à  l'infini  de  S,  S',  S,  le  plan  tangent  est  le  jdan  de 
l'infini.  Toutes  ces  propriétés  sont  faciles  à  vérifier. 

S  el  S'  sont  du  degré  1 2  ;  il  suffit  de  couper  par  une  droilc 
arbitraire  dont  les  équations  ont  été  mises  sous  la  forme 

ux  -H  vy  -I-  wz  -^  s  —  o,         u'.r  -\-  v' y  +  s'  =  o. 

La  surface  S  est  du  degré  9. 

Pour  continuer  l'étude,  il  est  assez  avantageux  (refïcetticr  une 
homolhétie  sur  l'ensemble  de  ces  trois  surfaces  ou,  ce  qui  revient 
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au  mêmr,  de  prcndro  -:  =  6K-.  de  sorte  que  nous  aurons 


(S)  (3) 


(S')  (4) 


(S)(5) 


3 


u2)-i-  -  (s  — Kv); 


r  =  4  .'-^  ' 


x  =       3(  I  —  K^;  A  -r-  X'V-'  ~-  -*  ■'> 
y  =  —  3(1 -4- k2)  |j.  —  3  X2  ;j. -t- ;j.3, 
z  =       3  (  À2  —  ;j.2  )  ; 


de  la  sorte,  au  lieu  d'avoir  comme  précédemment  une  infinité  de 
surfaces  aj)|)licables  sui-  un  paraboloïde  unique  x- -h  y- :=  2pZj 
nous  avons  un  couple  unique  de  surfaces  applicaliles  sur  un  para- 
boloïde variable  x- +y-:=  24'K-z.  Les  coefficients  ç,  vi,  î^  du 
plan  laniicnt  étant  les  mineurs  du  Tableau 


()x 

()y          àz 

iJx 

à}.        ôix 

Ihx 

à  y          <)z 

on  a, 

pour  1 

a  surface  S, 

t  =  36X(Xî- 

^  ;^^ 

-1- 

I-4-K2)('[Jfi 

K2), 


(S)(6) 


3r)X(X2 
3(>xrA*- 


■K2)(—  ?,X.JL_), 


On  aperçoit  sans  peine  certaines  lignes  singulières  de  S  :  les 
deux  droites  à  l'infini  des  plans  x -\- iy  =■  o  ou  x  —  iy  =z  o^  qui 
sont  chacune  ligne  triple;  la  quartique  de  rebroussement  X  =  o; 
la  quartique  double  a==o;  la  courbe  gauche  imaginaire,  unicursale 
et  d'ordre  6,  quia  j)Our  image  le  cercle  A--|- a- -(- i  4- K- =  o. 
Cette  dernière  ligne  est  une  arête  de  rebroussement  de  la  suilace 
et  une  asjmptolique  singulière.  Des  coordonnées  tangent ielles 


<S)  (7) 


U  =  (Jl- 

e  =  —  aXa, 
e  =  '2X. 


;jl')2-i-(7.À2-t-G;jl''î)(i  -t-  hJ)+  3(i--  K')|, 
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on  déduit  que  la  surface  S  est  de  classe  8,  car  on  peut  mettre  les 
équations  tangentielles  d'une  droite  sous  la  forme 

A  If  -1-  B  t»  +  C  tv  +  D  s  =  o,         X'  u  --  B'  V  -+-  C  tv  =  o. 

On  aura,  pour  déterminer  les  coordonnées  ).,  u  du  plan  tangent 
mené  par  la  droite,  une  équation  de  degré  5  jointe  à  une  autre 
de  degré  2  et  l'on  doit  éliminer  les  deux  solutions  fixes  parasites 


X  =  0,     |jL  =  ±tyi  — K2. 

Les  courbes  de  contact  des  cylindres  circonscrits  parallèlement 
à  une  direction  quelconque  sont  des  courbes  gauches  unicursales 
de  degré  <S  ;  si  la  direction  est  parallèle  àyO;,  la  courbe  de  con- 
tact se  décompose  en  la  quartique  de  rebroussement  située  dans 
yOz  et  une  quartique  gauche  obtenue  en  lalssanl  i*.  constant. 

Les  courbes  A  =  const.  sont  des  quartiques  planes  dont  le  plan 
est  parallèle  àjOz;  on  remarque  d'ailleurs  que  tout  plan  j)aral- 
lèle  à  yOz  coupe  la  surface  suivant  trois  quartiques  de  cette 
espèce,  dont  une  est  réelle  si  le  plan  est  réel,  les  i]rux  autres  étant 
imaginaires  conjuguées  l'une  de  l'autre.  Quand  le  plan  sécant  est 
yOs  lui-même,  les- trois  quartiques  sont  confondues  en  une  seide, 
qui  est  la  quartique  de  rebroussement  déjà  citée. 

D'après  leur  définition  géométrique,  les  courbes  ).  et  jj.  sont 
conjuguées  en  vertu  de  la  proposition  bien  connue  de  M.  Kœnigs; 
elles  sont  conjuguées  aussi  bien  sur  S  que  sur  S'  :  c'est  donc  le 
réseau  conjugué  commun  aux  deux  surfaces  S  et  S'  du  cas  pré- 
sent; dans  l'apjjlication  de  S  sur  '-ï\  ce  réseau  se  transforme  sur  ^i? 
en  un  réseau  conjugué;  dans  l'application  de  S'  sur  ff,  le  réseau 
(X,  p)  de  S'  se  transforme  sur  '^  en  un  nouveau  l'éseau  conjugué, 
distinct  du  premier  (').  J'ai  déjà  attiré  l'attention  sur  ces  réseaux 
au  Mémoire  précédent  (Chap.  I,  n"  8). 

Les  courbes  asjmptotiques  de  S  ou  S'  ont  pour  é(jualion 
t  =  consl.  ou  t,  =  const.,  c'est-à-dire  )  i:  [j./ 1=  const.  ;  donc  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  familles  de 
courbes  sur  S  et  S'  soient  conjuguées  est  que  les  courbes  images 
du  plan  Çk,  |ji)  soient  orthogonales. 


(')  Pour  les  surfaces  S  et  S'  déduites  de  la  cubique  de  M.  Lyon,  ces  résultats 
découlent  des  résultats  généraux  démontrés  au  Chapitre  II  de  ce  Mémoire,  n*  4. 
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Pour  la  surface  S',  on  trouve  aisément 

!u  =  —  .iX;jt, 
(^  =  À2—  uî-t-  I  —  K2, 
S  =  [i[(X2-4-  [Jt2)*-+-  (6À2+2|j.2)(i  —  K»)  +  3ri  —  K*)]. 
On  aurait  eu,  pour  les  quantités  ^,  r|,  ^  déjà  définies, 

/    ?  =  36iJi(X2-i-  .u'-Hi  —  K2)(— aX.a), 
(S')  (9)  j  7)  =36|JL(X2-4-!JL-+f  — K*)(X2—  ;jl2-4-i  — K2), 

(   C  =  36 |i.(  X2  +  ;ji2  +  I  —  K2 ) 2  .a. 

Ici  la  courbe  gauche  unicursale  de  degré  6,  A-  +  [J.2+  i  —  K2=:  o 
est  réelle  si  K  >  i .  C'est  aussi  une  arête  de  rebroiissement  de  la 
surface  S',  ligne  asjniptotique  singulière.  Si,  sur  cette  ligne,  on  pose 

X  =  /K2 —  1  coso,  \i  =  v'K' —  I  ï^incp, 

on  trouve  qu'elle  a  pour  équations  paraniélri(jues 

a-  =—  4(k2—  I)--!  COS^O, 

y  =       iC^^ —  ','■  siii^r- 

z  =— 3(K*--i)2c()S'A'f -+-  3K2(K2— i). 

Elle  se  [)rojette  horizontalement  suivant  une  hypocycloïde  à 
quatre  rebroussements,  et  l'on  voit  aisément  qu'elle  est  une  hélice 
tracée  sur  le  cylindre  qui  la  projette  horizontalement. 

Si  K  ^  I ,  la  quadrique  unicursale  A- +  3  ij.'^  =  3  ( K^ — 1),  sec- 
tion partielle  de  S'  parj^Os  est  réelle,  c'est  une  ligne  double. 

Elle  coupe  la  courbe  précédente  aux  points  A  =  o,  [x  =  ±  i/JÇ^a j  ^ 

qui  sont  les  points  singuliers  de  S',  déjà  signalés  au  Chapitre  pré- 
cédent, obtenus  par  les  points  (communs  à  ii!>  et  \tî,,. 

On  obtient  aisément  les  autres  lignes  singulières  de  S  ou  S'; 
bornons-nous  à  S'.  Considérons  la  section  de  S'  par  un  plan 
y=zy^-^  on  obtient  aussi  trois  quartiques  planes  unicursales 
d'équation  !ji=aj,,  a  =  Uoy,  '^r=)XQJ'^.  Le  quartique  jji  =  iaq 
admet  deux  points  do  rebroussement  obtenus  en  considérant  les 
racines  du  système 

X^  -H  [Ji-  -f-  I  —  K*  =  o  ;x  =  (Jio  ; 
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ces  deux  points  engendrent  la  courbe  gauche  du  sixième  ordre, 
arête  de  rebroussement  déjà  considérée.  La  quartique  a  =  [j.o 
admet  un  point  double  obtenu  en  considérant  les  racines  du  sys- 
tème 

)v2  +  3  |Ji2  -H  3(i  —  K2)  =  o,     -     [j.  =  ;jLo. 

Ce  point  engendre  la  quartique  plane  ligne  double  de  S'  dans  le 
planjv'O^. 

Si  maintenant  nous  considérons  les  deux  quartiques  différentes 
jji  =  jj(.j,,  [x  =  pt-oj?  It'ui's  points  d'intersection,  nécessairement  ima- 
ginaires, situés  à  distance  finie,  engendrent,  quand  pio  varie,  le 
complément  des  lignes  singulières  de  S'. 

3.  Nous  avons  vu  que  la  cubique  de  M.  Lyon  dépend  du  seul 
paramètre  K;  si  donc  on  lui  applique  la  transformation 

U  =  \m-+-  M  -4-  N  i,         V  =  Lt;  +  M  -+-  Nî 

étudiée  à  la  fin  du  Chapitre  I  du  Mémoire  précédent,  on  constate 
aisément  que  M  et  N  ne  jouent  aucun  rôle  puisque  l'équation 
de  (\l!>)  sur  la  sphère  est  u  —  (^  =  2K  ;  la  courbe  transformée  (ill>  ) 
a  pour  équation  U  —  V=2LK,donc  on  ol)tienl  une  surface  de 
la  famille  étudiée  ici,  K  étant  remplacée  par  2LR.  Si  l'on  fait 
varier  M  et  N,  on  obtient  purement  et  simplement  une  correspon- 
dance ponctuelle  algébrique  sur  une  surface  déterminée  S  de 
cette  famille;  or  les  surfaces  S  étant  unicursales,  on  savait  déjà 
que  chacune  admet  une  infinité  de  transformations  birationnelles 
en  elle-même.  Mais  le  résultat  reprend  de  l'intérêt  si  l'on  consi- 
dère le  couple  de  surfaces  minima  de  M.  Thjbaut  (voir  plus 
bas,  n°  5),  qui  sont  ici  des  surfaces  d'Ennej)er. 

Les  formules  écrites  au  début  de  ce  Chapitre  (n"  1)  supposent 
K^o;  mais  les  formules  (3),  (4),  (5)  obtenues  j)ar  une  homo- 
thétie  qui  multiplie  toutes  les  coordonnées  initiales  par  — —  sub- 
sistent quand  on  fait  ensuite  K  =  o.  On  obtient  alors  pour  S  la 
surface  minima  d'Enne|)er  et  pour  S  et  S' les  deux  développées  de 
cette  surface  :  les  formules  (;"))  coïncident  alors  avec  les  écjualions 
de  Darboux  (tome  I,  seconde  édition  de  la  yiiéo rie  des  surfaces, 
p.   374)?   sauf  quo   Darboux  appelle  (a,  p)  ce    que  j'appelle   ici 
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(X,  — jj.).  INous  savons  que  les  deux  développées  de  la  surface 
miniiua  d'Enncpcr  sont  égales  et  coïncident  après  retournement 
autour  de  la  droites? — y  =i  o^  z  =  o.  Nous  reviendrons  sur  ce 
procédé  très  général,  que  Darboux  indique  au  Tome  IJI,  fournis- 
sant dans  certain  cas  une  surface  minima  et  ses  deux  développées 
comme  dégénérescences  d'une  surface  S  et  des  deux  surfaces  S,  S' 
associées. 

Ici  nous  trouvons  un  autre  procédé  géométrique  élégant  reliant 
la  surface  d'Enneper  aux  surfaces  déduites  de  la  cubique  de 
M.  Ljon  (').  En  amplifiant  dans  un  rapport  convenablement 
choisi  les  cotes  de  l'une  des  deux  développées  de  la  surface  d'En- 
neper, dans  la  position  indiquée,  on  obtient  toutes  les  surfaces 
(du  type  S  ou  S')  déduites  de  la  cubique  de  M.  Lyon,  à  une  homo- 
lliétie  près. 

Le  |)rocédé  est  même  un  peu  |)lus  général;  pour  sim[)lifier  un 
peu,  bornons-nous  à  recopier  les  équations  (S)  (4)  en  y  rempla- 
çant —  K-  par  /■,  soit 

X  =  i'/?  -'r-  6  À;JL-  -1-  6>.(n-  /i  ), 

/    ■  I  y  =  ^  'A^, 

(lo)  {-^       ^'    ' 

;  =  -  C/J-h  ;j.2)2_+_3,n_/f)(X2_  jj^î^. 

On  il  même  supprimé  le  terme  constant  de  z,  ce  qui  revient  à 
un  simple  glissement  le  long  de  O^;  renversons  la  surface  (S)  (3) 
autour  de  X  —  y  =z  o,  z  =  o,  remplaçons  X  pai-  —  ijl  et  {Ji  par  —  X, 
|)uis  K-  par  k:  supprimons  le  terme  constant:  nous  obtenons 
encore  les  équations  (lo).  A|)pelons  S/,  cette  surface  :  elle  est  du 
type  S  si  k  >  o,  du  type  S'  si  /f  ■<  o  ;  S>i  est  ap|)licable  sur  le  para- 
boloïde  de  |)aramètre  12/1.  Enfin  Sy  est  une  développée  de  la  sur- 
lace d'Enneper.  (^ela  posé,  en  multipliant  toutes  les  cotes  de  Sa 
par  un  nombre  aibitrairc,  ou  obtient,  sauf  homothétie,  unv  autre 
suiface  S/,,. 

En  clfel,  si  nous  considérons  le  point  x,  y,  z  donné  par  les 
formules  (10)  pour  des  valeurs  données  de  X,  a,  /  et  le  point  x' ^ 


(*)  Je  signalerai    une  aiilic  applicalion  inléressaiile  de   la  théorie  de  .M.   Thy- 
baut  rattachant  à  la  cubique  de  I>jon  la  surface  d'I'nneper. 
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y,  z'  donné  par  ces  mêmes  formules  pour  des  valeurs  différentes 
V,  [a',  /r',  on  vérifie  aisément  que  l'on  peut  écrire 


X  y  z 

X=--,  Y=—,>  P2=^J 

pJ  ''  pi  '  p-i 

'a  [X  ,         I  -+-  A 

\=  -,         ^=  —y  p-  =  — — r  • 

P  P  I  -t-  A" 

La  surface,   lieu  du  point  (a;,  y,  pv),    déduite  de   Sa  est  donc 

bien  homothélique,   dans  le  rapport  —  »  de  la  surface  Sa.  La  réa- 

P 
lité  de  la   transformation   qui  fait  passer  de  Sa  à  S^;,  exige  que  /. 

et  k'  soient  tous  deux  du  même  côté  par  rapport  à  —  i.  En  parti- 
culier, s'il  s'agit  de  deux  surfaces  S  proprement  dites  ou  d'une 
surface  S  et  de  la  développée  de  la  surface  d'Enneper,  la  transfor- 
mation est  réelle. 

L'une  de  ces  surfaces  joue  un  rôle  exceptionnel,  c'est  la  sur- 
face S_,  ;  elle  reste  invariante  dans  une  telle  transformation;  c'est 
la  surface  S'  relative  à  la  valeur  K=  i,  pour  laquelle  la  parabole 
qui  entre  en  jeu  dans  la  définition  de  la  cubique  de  ^L  Lyon 
devient  surosculatrice  à  la  section  de  la  sphère  par  le  plan  y  =  o. 

4.  Pour  terminer  l'étude  de  ces  surfaces,  nous  devons  donner 
les  formules  qui  réalisent  l'application  de  S  ou  S'  sur^r,  autrement 
dit  tracer  sur  S  et  S'  le  réseau  des  méridiens  et  des  j)arallèles.  On 
trouvera  aisément,  avec  les  notations  du  Chapitre  1  du  Mémoire 
précédent  et  les  formules  (i)  de  ce  Chapitre,  en  rcniplaçanl  t  par 
À  H-  [Ai  et  ti  par  \  —  {Jit, 

H  — I  _  (  X^  -f-  ji."  -Hi  —  K"  )*  -4-  4  K"  11."- 
~  ~  4  K»  ' 


(12) 


H  +  i  _  (X^+  H^i'+i  +  K^)^— 4Kn^ 
~~r   ~  4K2 

2T   j  ,.  4Xar/X— 2[X2—  ;Ji2+i  — Kîjr/[jt 

K        ^  [X2-H  fX^-Hl  —  K2]2-|-4K*|Jlî 

2T      ,,                   ,,    2(1-+-   K2-f-  [Jl2_X»)c^X  —  4X|Jir/[l 
dV\  =    -rr  dk  —  2XK  -7- r— = rrr-;; ■,.,■,. > 

K  (X2  -+-  [jiî  -+-  I  -1-  K»  )î  —  4  K*  X* 
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d'où 


(i3) 


/  —  -2  X  r  A*  -+-  11.2  _  .;,  K  UL-f-  I  —   K2  TC 1 

l    ^  ~  —r —  ^  -^-  •^"    arctang  .- *— p-' p- 


•2-  X2. 


2KX 


K2 


—  '2  KX  ■+- 1  -H  K- 
L'application  de  S  sur  ($  se  fait  par  les  formules 


(14) 


v/(X^ 


K^  y  ■ 


K2  a  2 


2k 

X2  -H  (Jlî  —  2  K  [Jl  -T-  I  —  K2 


0  =  arc  tan; 


X«-i-  fi.2-t-  2K[JH-  (—  K* 


Je  n'écris  pas  les  formules  correspondantes  relatives  à  S', 
puisque  l'application  n'a  plus  de  sens  au  point  de  vue  physique. 
Etudions  maintenant  les  diverses  particularités  qui  se  présentent 
dans  l'application  de  S  sur  ^S.  Il  y  aura  à  distinguer  les  trois  cas 


K>i, 


K  =  1. 


I  >  K  >  o. 


v/iP- 


O.  Soit  d'abord  K>i.  Pour  a  =  o,  A  =  =!ry/iV- — i,  ;•  s  an- 
nule; ici  /•  pourra  varier  de  o  jusqu'à  -+-  œ.  Je  représente  {/Ig-  i) 
dans  le  plan  (X,  jj.)  les  courbes  H  =  const.,  c'est-à-dire  celles  que 
j'ai  appelées  «  parallèles  de  S    »  :  au  lieu  d'indiquer  sur  cbacune 


Fig.  I. 


la   valeur  constante  de    II,    il    reviendra  au    même   d'indiquer  la 
valeur  constanU;  de  /■.  D'ailleurs,  tenant  compte  de  la  symétrie 
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de  S  par  rapport  à  j'O^,  mise  en  évidence  par  le  changement  de 
signe  de  A,  je  ne  trace  que  la  portion  des  images  comprise  à  droite 
de  wpi,  qui  correspond  à  l'arête  plane  de  rebroussement  de  S. 

Pour  /•=  o,  l'image  se  réduit  au  point  F  (  y/K- — i,  o)  et  au  point  F' 

.     •              1                   .             o(K2— i)  ,  „ 

symétrique;  de  /•  =  o  a  /'  =  jt —  ?  on  a  un  ovale  entourant  r 

et   l'ovale     symétrique;    pour    /•  =  . — -  ^   les    deux  ovales   se 

fondent  en  une  courbe  unique,  ayant  (o  pour  point  double,  les 
tangentes  en  ce  point  ayant  pour  coefficient  angulaire  d=  1/ ît^— —  • 

Pour  /■  >- >  la  courbe  se  compose  d'une  seule  branche 

présentant  quatre  points  d'inflexion  réels  tant  que  /•  reste  infé- 
rieur à  ^  y/K- —  I  et  à  concavité  tournée  constamment  vers  l'ori- 
gine si  r>p^Y^i_  I. 

Pour  toute  valeur  de  /•,  une  parallèle  à  (oa  ne  donne  jamais  plus 
de  deux  points  d'intersection  réels. 

Ces  courbes  sont  du  quatrième  ordre;  on  les  construit  aisément 
soit  en  discutant  l'équation  comme  équation  bicarrée  en  A  ou  [Ji, 
soit  encore,  et  ceci  va  nous  servir",  en  exprimant  A  et  a  au  moyen 
d'un  paramètre  angulaire  o  par  les  équations 


J.   =    —  SI  11  Ç, 

(i5)  <  '' 

I   X2 -f-  u^ -I-  I  —  K"  =  rose. 

'  p       ' 

Si  l'on  considère  le  cercle  de  centre  lo  et  rayon  «o  h",  il  coupe  le 
parallèle  aux  points  correspondant  à  cosc5=o,  sincs=±:i,  d'où 
iji.  =  dz  -»  et  ils  ne  sont  réels  que  si  r'^p\/Vs.- —  i  ;  pour  un  tel 
point,  sur  le  parallèle,  y-  prisse  par  un  uuiximum,  de  sorte  que  la 
tangente  est  parallèle  à  wX. 

La  seconde  formule  (i4)  peut  s'écrire 

(l6)  0  =— -jj  —  arclanj<- 


K  "    À2  -+-   |Jl2  -f-  I 

Je  vais  déterminer  exactement  la  région  de  U^  sur  laquelle 
s'applique  la  moitié  conservée  de  S(a>  o  );  je  suppose  la  géodé- 
sique,  pi  =  o,  située  dans  le  plan  xOz,  appliquée  sur  le  méridien 
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^  :=  o  de  ^^;  celle  géodésique  partage  la  moitié  conservée  de  S  en 
deux  régions  symétriques  par  rapport  à  xOz^  dont  il  suffira  d'étu- 
<lier  l'une.  Dans  le  demi-plan  limité  par  wtj.tjt.',  je  considère  le 
segment  toF  comme  une  coupure  que  je  ne  franchis  pas,  de  façon   . 

à  uniformiser  la  fonction  arctane  ,— — ■ rr-»  Le  point  F  est 

venu  au  sommet  de  "j?;  en  ce  moment,  je  désigne,  sans  inconvé- 
nient, un  point  de  S  ou  son  image  par  la  même  lettre;  la  portion 
de  géodésique  FX  recouvre  le  méridien  indéfini  0  =:  o  (demi- 
parabole).    Je    considère    l'un    des    parallèles    correspondant   à 

o  <i  r  <Zp p — !  représenté  par  l'ovale  A'B' AB;  en  A,  cp  =  o  ; 

l'angle  C3  suivi  par  continuité  varie  donc  d'une  façon  continue  de  o 
à '  t  puis  —  t:,  et  toujours  en  décroissant,  en  allant  de  A  en  B', 

puis  A'  (le  faisceau  de  cercles  passant  par  F  et  F'  a  pour  équation 

— -: j—  =  consl.  et,  par  suite,  donne  d'une  façon  intuitive 

la  variation  de  o  sur  un  parallèle]  ;  donc  h  est  toujours  positif  et 
part  de  o  pour  aboutir  à  -  quand  on  part  de  A  pour  aller  en  A'  le 
long  de  AB'A';  9  varie  toujours  dans  le  même  sens  ;  car  l'arc,  sur 
le  parallèle  de  S,  est  égal  à  /Q  et  varie  évidemment  toujours  dans 
le  même  sens,  d'ailleurs 

sur   ce  parallèle;   or   l'expression    i -\ ^^coscp  est  supérieure   à 

''    „,            „    -,      -            K-  - 1         K2-I-I     df)  est  donc  toujours 
I i7  et,  par  suite,  a  i t-—  ou  — r-^  ;  -j-  J 

négative;  co  décroissant  de  o  à  — ■  t:,  nous  retrouvons  bien  le 
résultat  annoncé,  à  savoir  que  8  varie  constamment  en  croissant. 
Les  résultais  obtenus  subsistent  encore  pour  le  parallèle  limite 

rt(  K2  - 1)     ,  ,  .         1      .■ 

/•  =  ^          — -,  de    sorte  que  la  portion  de  N,  qui  a  pour  image 

l'intérieur  de  cet  ovale  A,  B,  toB',  A, ,  recouvre  exactement,  et  une 
fois   seulement,    la   portion   du    paraboloïde    comprise    entre   le 

sommet  et  le  parallèle  de  rayon  p- — •  Cette  région  limitée 

de  S  est  susceptible  d'une  déformation  continue  où  elle  ne  cesse 
de  S(!  recouvrir  elle-même  sans  décliirure. 
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Je  renvoie  le  lecteur  à  une  petite  étude  que  j'ai  publiée  au 
Bulletin  des  Sciences  mathématiques^  1920  et  192 1;  cet  exemple 
précis  illustre  les  conceptions  théoriques  que  j"j  ai  exposées;  ce 
qui  va  suivre  l'illustre  peut-être  encore  plus. 

Au  delà  de  r^=^— — - — '-,  les  parallèles  rencontrent  tous  le 
bord  wf^i^'  de  notre  demi-plan,  correspondant  à  la  ligne  de 
rebroussement  et  nous  allons  voir  que  cette  ligne  de  rebrousse- 
ment  s'applique  sur  une  certaine  ligne  de  "ï  qui  donne  la  frontière 
de  la  région  recouverte  sur  '-S  par  S  dans  l'application  particulière 
adoptée.  Je  considère  les  parallèles  du  tj|)e  A2B2C2 


le  parallèle  intermédiaire  A;,  B3C3 


r  =  p  v/K2— I , 

les  parallèles  du  Ijpe  AjC^  :  sur  chacun  d'eux,  en  allant  du 
point  A„  au  point  C„  {n  =  2,  3,  4)^  o  varie  depuis  zéro  jusqu'à 
une  limite   inférieure  à  -   [équations   (i^^)].    Pour  étudier  6,  j'ai 

M  I    r  ,       \      1)  •  '• 

encore  -7-  = —     — Trcosco-f-i     ;   1  expression    i  H r-<^'osco  reste 

a?  \p\\         '  /  ^  />  K         ' 

supérieure  à  la  valeur  finale  en  C^  ;  en  ce  point  on  a 

r  1,     ,  /CDS?  ,u- -H  I  —  k^ 

A  =  o,         (1  ou = , 

p  1 K 

le  minluinm    de    1  -(-  — pcosi^    sur  le    parallèle    A„C„    est   donc 

- — —TT^ 7  on  en  conclut  (jue  de  A„  à  C„,  0  décioît  constamment 

de  zéro  jusqu'à  une  valeur  négative  que  j'appellerai  — 0;  de  A„ 
à  C),,  0  varie  au  contraire  en  croissant  constamment  de  zéro 
jusqu'à  H-  (-). 

Pour  chaque  valeur  de  /•,  il  est  intéressant  de  donner  la 
valeur  H;  or  /•  et  0  s'expriment  au  moyen  des  coordonnées  (o,  M) 
du  point  C,j  p;ir  les  formides  paramétriques,  obtenues  immédia- 
tement par  les  formules  (14), 


'  / ~ 


0  =  —  +  arc  lan:,' 


i        K  "^  i\r^-H  I  -K^ 
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Les  équations  (i5)  sonl,  sur  ^X\  les  équations  paramétriques  de 
la  courbe  transformée  de  la  quartique  plane  de  rebroussement 
de  S.  Nous  nous  bornerons  même  à  la  moitié  obtenue  pour  M  ^o. 

On  a  aisément 

de  __    (M''-f-n-K2)(M'î-H  I  — Ki) 
dM  ~  K[(M2  +  i  — Kî)2+4K2iM2]' 

de  sorte  que  de  /•=/>  ^ p —  à  /•  =  p  y/K^ — i,  f>  décroît  de  tz 

a  — I Tz — >  puis  croit  ensuite  au  delà  de  toutes  les  limites  si 

r  croît  à  partir  de  py^K- —  i  jusqu'à  +a.  Si,  au  lieu  de  cons- 
truire la  courbe  sur  ^JE",  on  construit  la  position  horizontale  de 
cette  courbe,  /'  et  0  sont  les  coordonnées  polaires  d'un  point  de 
la  projection  et  l'on  a 

rde  _  M2-4-I  —  k2 

777"  ~         9.K.M        ' 

ce  qui  prouve  que  la  courbe  part  du  parallèle  initial  r  =  — — ^^ 
tangentiellement  à  ce  parallèle;  mais  il  est  plus  commode  de  se 
servir  de  la  carte  du  [paraboloïde  (voir  Mémoire  précédent,  Cha- 
pitre I,  n"  2).  On  a  alors 

(.fi)  ' 


i    j,.  /  r-  dr 

[  V  P'    r 


MdM         (M-'^i-+- K2;2 


K      (M'-i-i-H  K2j2— 4K2 

Si  l'on  pose  \  =  M-+  i  H-  K-,  on  a 

V2rfV  d\  xKdV 

d\  —    —rr-rrr: -r-r-    =    —T   "h 


2K(V2—  4k2)  2K  V2—  4K2 

Les  formules  (i6)  se  prêtent  très  bien,  même  sans  eflectuer 
rintégration,  à  la  construction  de  la  courbe  (\,  \  );  on  a,  d'ail- 
leurs, 

çH  _  .M(M2H-i-t-  k2) 
^'"^  d\  ~       M^  ^  I  -  K2 

jNous  marquons  sur  la  figure  2   les  droites  \  =~,  27:,  .^it,  .  .  . 
et  —  7t,  —  2-,  ....  Sur  Taxe  des  ^  ,  inscrivons,  non  pas  la  valeur 
de  V,  mais  celle  de  ;•;  la  courbe  (X,  V)  part  tangenliellemenl  à 
L.  'y- 
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la  droite  parallèle  à  OX  de  numéro  — — ^— ^  '  se  rapproche  d'abord 
de  l'axe  OY,  jusqu'à  la  dislance-  -+-  ^-— jt — -,  puis  s'en  éloigne 

Fig.   ■>.. 


iiil 
2K 


indéfiniment;  pour  M  très  grand.  \  esl  de  l'ordre  de  M,  donc  A 
est  de  l'ordre  de  M-,  donc  la  courbe  a  une  forme  parabolique,  la 
tangente  devenant  paTallèle  à  0\  .  Cette  courbe,  jointe  à  la  courbe 
symétrique  par  rapport  à  Oj.,   puis   aux  deux    parallèles    à   Oy 

Fig.  3. 


menées  vers  le  bas  à  partir  dr>  |»oinls  initiaux,  donne  la  représen- 
tation conforme  de  la  région  lecouNcrle  sur  T  :  c'est  la  région 
couverte  de  liai'luircs  {/l,i!-  ->)• 
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La  figure  2   renseigne  d'une   façon  parfaite  sur  la   forme  des 
géodésiques  de  S   correspondanJ   auv  méridiens  de   ^.  Deh=^o 

à  0  =  -  +  - — r — '  elles  se  composent  d'un  seul  arc  partant  de  F 

(j'entends  du  point  de  S  correspondant  à  F  de  wAjj.,  ou  au  sommet 
de  ^),  de  longueur  illimitée  s'éloignant  à  l'infini  sur  la  surface  S; 

_  _  ,  / 1/  ■!        "~j 

de  ^  ==  -  à  H=--\-- — r; — >   elles    se    composent   de  deux  arcs 
•2  2  K  ' 

séparés   :    un  de   longueur  finie  allant  de   F  jusqu'à  la  ligne  de 

rebroussement  dans  la  région  IJ,  et  un  autre  de  longueur  illimitée 

repartant  d'un  autre  point  de  la  ligne  de  rebroussement;  à  partir 

de  9  =  7t,   la  géodésique  ne    comprend  plus  qu'une  branche  ne 

passant  plus  en  F. 

11  est  bon,  pour  terminer  celte  étude,  de  tracer  dans  le  plan  t.)A{x 

les  images  des  méridiens  de  S.  Elles  correspondent  à  la  relation 

^' =  const.  ;   les   formules  (12)  donnent  donc  immédiatement  leur 

équation  différentielle,  la  formule   (i3)  leur  équation  en  termes 

finis 

dix  \  K-Xa 

(«8)  ■<;  '      ' 

OÙ  Oq  est  une  constante  (t'o  = /'^o)-  L'équation  (18)  donne  l'orien- 
tation de  la  tangente  à  l'intégrale  qui  passe  au  point  A,  [ji.  L'inté- 
grab;  qui  passe  en  un  point  de  la  droite  wijl,  autre  que  le  point 
A  =  o,  fji.  =  ±:y'R- — I,  a  une  tangente  horizontale;  pour  le 
point  À  =  o,  jx  =  zb  y/K-  —  i ,  on  posera  L  =  X-,  M  =  a-;  de  sorte 
que  l'équation  différentielle  devient  une  ('quation  de  Riccali 

-jiMM  ^  =(L  +  M  +  i/^-K* 

régulière  pour  [^,,=  0,  lMo=  1^^^ — '  :  <>ii  eu  déduit  aisémcul  pour 
(;ette  intégrale  particulière 

X  =±:  -: '  \\  -!-  a{\>.'--^\—W-)-     .  ..  \, 

■>.  v/K-î—  I 


ou     o 


biK'iil      (l('M\      iiic^    l'i'miliriN      alx  Mih>-.,ml     ,\\\     puiiil     A  =  i>. 
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jjL  =  zL\/K^ — I,     avec     une     tangente    de     coefficient   angulaire 


~~  v/K2  — I 

L'intégrale  qui  passe  en  un  point  du  cercle  A- -h  |^.-=  K^ —  i  a 

sa  tangente  verticale. 

L'intégrale  qui   passe  en  un  point  de  l'axe  des  ).  autre  que  F 

ou  F'  se  réduit  à  cet  axe.  Enfin  une  infinité  d'intégrales  passent 

par  F  ou  F';  leur  équation  en    termes  finis    est  donnée  par   la 

seconde  formule  (  i8)  qui  peut  s'écrire 


('9) 


),2  -H  [Jl*  +  I  —  K2  -t-  2  K  IJ.  cot  M)o  +  ^  ) 


Cette  équation,  quand  Gq  est  fixé  et  difTérent  de  o  ou  t:,  donne 
pour  )v  deux  fonctions  régulières  de  [x  au  voisinage  de  [x  =  o  ;  si 
nous  prenons  celle  qui  tend  vers  yK^ —  i ,  on  a 


X  =  v/k^ 


aK  colOo 


v/K' 


autrement  dit  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  en  F  est 
—  ^  ~'  tangdo.  En  rapprochant  ces  résultats  de  ceux  qui 
résultent  de  la  représentation  conforme  de  ^jf  (ou  S),  on  a  la 
figure  4  • 


8^=  o,  axe  FX  de  F  vers  les  A  positifs. 
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o<^6o<C  -'  <Jn  a   l'ii  aif"  <'e  courbe  partant  de  F  au-dessous 

de  FX  et  vers  la  droite,  à  concavité  toujours  tournée  vers  le  haut 
et  à  asymptote  harizonlale. 

Ofl  =:  - ,  même  résultat,  la  courbe  part  de  F  tangentiellement  au 
cercle  de  centre  lo  et  rayon  ojF. 

-  •<  80  <r  -  4-  - — î7 '  1'^  courbe  pénètre  d'abord  à  l'intérieur 

du  cercle  wF,  en  sort  avec  une  tangente  verticale,  pour  s'éloigner 
indéfiniment  à  l'infini  vers  le  bas  et  la  droite.  La  première  équa- 
tion (18)  prouve  que,  sur  cet  arc,  en  dehors  du  cercle  loF,  -^  res- 
tera constamment  négatif;  donc,  X  croissant,  ijl,  qui  est  négatif, 
croît  en  valeur  absolue;  l'équation  (19)  prouve  que  Oo  +  b-j  égal 

à  -'au  point  du  cercle  wF  dont  part  cet  arc,  décroît,  mais  reste 
constamment  positif  ;  d'autre  part,  X-H-a--hi  —  K-  croît  néces- 
sairement au  delà   de  toutes  limites  puisque  À  croît  par  valeurs 

positives  et  que  [j.  croît  en  valeur  absolue,  donc  ^u -f-  ^  tend  vers 

zéro;  autrement  dit,  l'arc  de  courbe  est  asymptote  à  la  droite 
[*.  =  — KOo;  en  posant  ]x  =  —  K(0o — e),  l'équation  (19)  permet 
de  calculer  À  pour  les  petites  valeurs  positives  de  z. 

Pour  Oo  =  ^  H p — >  l'intégrale  part  de  F,  aboutit  au  point 

le  plus  bas  du  cercle  loV  avec  une  tangente  de  coefficient  angu- 
laire, calculé  plus  haut  ,  se  réfléchit  en  ce  point  sur  tou; 
l'arc  réfléchi  se  comporte  comme  précédemment,  il  est  asymptote 
à  la  droite  [>■=—  (—^  +  y/K^  —  i  j. 

Pour  -  -j <^  Oo<C  Ti,  on  a  les  géodésiques  composées  de 

deux  uiorceaux  séparés;  un  morceau  desc^end  de  F  et  aboutit  en 
un  point  de  (op.  intérieur  au  cercle  tu  F,  arrive  sur  oijji.  noriuale- 
ment,  la  concavité  étant  tournée  vers  le  haut;  l'autre  part  d'un 
point  de  i»^  extérieiLr  au  cercle  toF,  normalement  à  topi  et  s'éloigne 
indéfiniment  asymptotiquement  à  la  droite  fx  =  — KOo  comme 
précédemment.  Pour  -  <r  0,  on  ne  trouve  que  cette  dernière 
branclie. 


—  17^2  — 

On  peut  remarquer  que  les  images  des  géodésiques  correspon- 
dant à  deux  valeurs  égales  et  de  signe  contraire  de  0  sont  symé- 
triques par  rapport  à  a>l;  pour  o  <^  0  <^  — ,  les  tangentes  en  F  à 
l'image  de  la  géodésique  tt  —  f)  et  à  l'image  de  la  géodésique  —  G 
sont  dans  le  prolongement  l'une  de  l'autre,  ce  qui  est  assez 
naturel,  les  deux  géodésiques  en  question  élanl  les  transformées 
de  deux  moitiés  d'une  même  parabole  de  ^. 


.  6.  On  peut  remarquer  que,  sur  chaque  parallèle  de  S,  on  peut 
franchir,  dans  le  plan  toAjji.,  l'axe  des  [jl;  mais  alors  l'angle  cp  suivi 
par  continuité  [formules  (i5)]  repasse  en  sens  inverse  par  les 
mêmes  valeurs,  donc  9  aussi  [formule  (i6)];  donc  les  portions 
de  S  ainsi  rencontrées,  dans  la  moitié  négligée  jusqu'ici,  reviennent 
en  sens  inverse  sur  les  morceaux  de  'i*  déjà  i^ecouverts.  J'ai 
expliqué  cette  circonstance  dans  le  Mémoire  déjà  cité  du  Bulletin 
des  Sciences  inathéinatiques.  On  peut  supposer  ^  découpé  en 
rondelles  ([ueje  représente  schématiquement  par  le  dessin  ABA,  B, 
obtenu   [)ar  la  repi^ésentation  conforme  déjà  employée  (/t^.   5); 

Fig.  5. 
b,  b  B 


AA,  et  B6|  sont  les  parallèles,  AB,  A,B,  les  frontières  corres- 
pondant à  la  ligne  de  rebroussement  de  S  et  ab  est  la  méridienne 
de  symétrie  de  cette  rondelle;  chaque  rondelle,  si  l'on  se  sert  de 
la  moitié  de  S,  correspondant  à  X  ^  o,  n'.est  recouverte  qu'une 
fois;  mais  si  l'on  utilise  les  deux  moitiés  de  S,  on  pourra  consi- 
dérer cette  rondelle  comme  recouverte  deux  fois,  telle  une  lame 
dans  sa  gaine.  Remarquons  que  si  les  rayons  des  parallèles  AA, 
et  BB,  sont  suffisamment  grands,  cette  rondelle  fait  plusieurs 
tours  sur  le  paraboloïde;  on  doit  considérer  comme  distincts  deux 
points  du  paraboloïde  ayant  même  situation  dans  l'espace,  mais 
correspondant  à  des  tours  différents;  ils  proviennent  de  deux 
points  distincts  de  S. 
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D'autre  pari,  S  admet  une  double  série  d'applications  sur  elle- 
même,  provenant  de  ce  que  ^î  est  surface  de  révolution.  Indiquons 
ce  qui  se  passe  pour  la  région  ABA,  B,  de  S  déjà  considérée, 
correspondant  à  X>o.  Elle  admet  une  série  d'applications  sur 
elle-même,  les  unes  du  type  rotation,  les  autres  du  type  symétrie. 
La  rotation,  sur  la  représentation  conforme,  est  figurée  par  une 
translation  :  supposons  cette  zone  réalisée  matériellement  dans 
l'espace  par  deux  canevas  de  fil  infiniment  minces  :  le  mouve- 
ment, qui  se  traduit  par  le  glissement  de  ABA,  B,  en  A'B'A'jB', 
sur  la  carte,  met  à  nu  la  portion  ABA'B'  du  premier  canevas, 
tandis  que  la  portion  A,B,  AjB^  du  second  pend  inutilisée,  dans 
le  vide,  au  delà  de  l'arête  de  rebroussement  A,B,  :  on  peut 
découper  A,  B,AjBj  et  en  recouvrir  ABA'B',  mais  alors  cette 
dernière    opération   est   du    tjpe    symétrie    et    non  plus  rotation 

Si  nous  considérons  deux  valeurs  de  K  difi'érentes,  cet  emploi 
de   la   carte    et   la    décom|)osition    des   surfaces   en  rondelles  fait 


b;     b, 


Fig.  G. 
b 


B'      B 


A',      A, 


sauter  aux  yeux  les  diverses  applications  des  deux  surfaces  S  l'une 
sur  l'autre  :  on  pourra  d'abord  associer  deux  rondelles  en  super- 
posant leurs  géodésiques  planes  (;j^  =  o),  d'où  le  dessin  ABA,B,, 


Fig. 
b 


D      B 


CDC|D|  sur  la  carte,  puis  faire  glisser  CDC,D,  d'un  mouvement 
de   translation   (Jïg'.  7).  De   toutes  façons  il  y  aura  toujours  une 
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portion  de  l'une  ou  l'autre  surface,  ou  des  deux  qui  ne  sera  pas 
recouverte;  le  rôle  des  arêtes  de  rebroussement  est  évident. 

7.   11  est  facile  de  voir  ce  qui  "se  passe  si  K  devient  égal  à  i. 
Sur  le  plan  X,  fji,  les  parallèles  de  S  ont  pour  image  {/ig.  8)  des 


ovales  convexes  [entourant  l'origine  ;  tous  rencontrent  l'axe  topi, 
de  sorte  qu'il  n'y  a  plus  de  calotte  sur  ^!ê  correspondant  à  un  mor- 
ceau de  S  exactement;  ou  plutôt  elle  est  réduite  au  sommet.  La 
courbe  frontière  j)art  du  sommet  de  U?.  On  écrit  ici  des  formules 
analogues  aux  précédentes 


(•10) 


U  =   —  81119, 

p 


A2- 


COSÇ 


-pour  construire  les  parallèles  de  S,  puis 


(21) 


=  —  |J^  —  arc  tang  t-: 


X^- 


pour  construire  les  méridiens  de  S. 

La  courbe,  frontière  sur  P,  transformée  de  l'arête  de  rebrous- 
sement de  S,  s'obtient  par  les  équations 


(22) 


/ ;:?      M" 


=  M  4-  arc  tangT^  > 
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et  la  carte  {^fig.  9)  donne  la  courbe 


(23) 


X     =  M  -+-  a  rc  l  a  n  g  —  > 

'/ 1    =    — r-r-: =    — rt\. 


I\P-1-4M 


M 


Cette  courbe  est  as\  nipiote  à  la  droite  X  =  -  vers  le  bas  et  a  une 
branche  ()arabolif[ue  parallèle  à  OY. 

Fig.  9. 
1^ 


Toutes  les  géodésiques  méridiennes  de  S  sont  indéfinies, 
pour  —  -^O^H — ■;  elles  passent  effectivement  par  le  point  cor- 
respondant au  sommet  de  '^i^(A  =  jji,  =  o).  Pour  |0|  ^  ^>  elles  n'y 

passent   plus  et  partent  d'un    point   de  la  quartique  de  rebrous- 
sement  de  S. 

L'équation  des  iuiagcs  de  ces  méridiens  sur  le  plan  X,  [x  est 


,'   <hi. 


Ov- 


(^•4) 


d\  (X2-H   |Jl2)(X2-^  fJl2+>,) 


Oo  =  —  ;-i  —  ai"''  tang        ' 


La  dernière  équation  |)eut  s'écrire 

>>2  -I-  [Ji*  -4-  -x  \x  col(  Oo  4-  [a)  =  o. 

On  voit  (jue  pour <C  ^0  <!+  7'  l'image  [iart  de  (o  langentielle- 

ment  à  (oa;  pour  Oo=:ii:  -,  on  a  une  courbe  parlant  de  (-)  tangen- 
tiellement  à  A  =  dza;  pour  |  Oo  |  >  - ,  la  courbe  part  d'un  point 
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<le  to'x  avec  une  tangente  horizontale.  Toutes  ces  courbes  ont  une 
asymptote  horizontale  {/ig-  lo). 


Fi  g.  10. 


7.   Soit  maintenant  o  <  K  <  i .  L'équation  (i/j)  montre  que  /•  a 


un  minimum  e 


éeal  à 


/>(i-K-). 


;  la  région  du  j)araboloïde  située  en 

dessous  de  ce  parallèle  n'a  donc  ])as  dhomologue   sur  S  ;  si  K 
de\  ient  très  petit,  cette  région  devient  de  plus  en  plus  étendue  ; 
d'ailleurs  si  K  tend  vers  zéro,  S  s'éloigne  tout  entière  à  l'infini. 
L'image  des   parallèles  de  S   sur  le   |)l;ui  1,  [x  est  toujours  un 


ovale   convexe  comme  dans  la   figure  8.   La  figure    i  i    donne  la 
forme,  sui-  la  carte,  de  la  courbe  fiontière  sur  <S.   Les  géodésiques 
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de  S  parlent  toutes  nonnalement  de  tou.  dans  la  représentation  sur 
le  plan  A,  a.  La  ligure  12  donne  leur  forme. 


Fis.  1: 


8.  Enfin  il  me  reste  à  donnci- quelques  mots  d'explication  sur  le 
procédé  ([ui  permet,  dans  certains  cas,  de  déduire  une  surface 
minima  et  ses  deu\  dévelop[)ées  de  la  surface  S  et  des  deux  sur- 
faces S  et  S'  associer  à  3].  Ce  procédé  réussit  cliacpic  fois  que  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  (iib)  augmentent  indéli- 
niment  quand  les  paramètres  de  forme  dont  dépend  cette  courbe 
tendent  vers  certaines  valeurs  numéri(pies  et  que  les  produits 
de  c,  c',  c"  par  une  certaine  quantité  numcri([ue  //,  tendant  vers 
zéro  dans  les  mêmes  conditions,  restent  finis.  Par  exemple  pour 
l'indicatrice  sph^rique  de  M.  Lyon  [formules  (1)  de  ce  Chapitre]; 
c,  c',  c"  augmentent  indéfiniment  si  K  tend  vers  zéro,  et  les  pro- 
duits Kc,  Kc',  Kc'  reslenl  finis.  Parmi  les  courbes  algébriques  à 
torsion  constante  (pie  j'ai  étudiées  d'autre  part,  (pielques-unes  ne 
dépendent  d'aucun  paramètre  et  ne  donncnl  rien  ici;  les  autres 
contiennent  soit  i-ationnellement,  soit  algèl)ri(|uemenl,  des  para- 
mètres arbitraires  et  par  suite  les  valeurs  numériques  de  ces 
|)aramètres  qui  soill  singularités  polaires  des  coefficients  assurent 
le  succès  du  |)rocédé.  Si  S  et  S'  sont  algébritjues,  la  surface 
minima  obtenue  est  alg"ébri(|ue. 

L'hypothèse  est  donc  (jue  nous  axons  une  courbe  (»'î>)  (pii 
s'éloign(î  to/ft  c/i/ir/c  à  l'inlini   sur  la  >plièr<'  :  ceci  entraîne  (pi'à 


—  'i78  — 

partir  d'une  certaine  époque  delà  déformation,  la  courbe  (itl»)  soit 
imaginaire  [accidentellement  réelle  (Ç)].  Sur  la  courbe  (iti>)  expri- 
mons c,  c',  -c"  au  moyen  d'un  paramètre  t;  les  fonctions  c(f), 
c'{t),  c"{t)  sont  supposées  contenir  un  paramètre  arbitraire  h 
tendant  vers  zéro  et  tel  que  les  produits  /ic{t,  A),  lie' {t^  /t), 
hc"(t,  h)  tendent  vers  des  fonctions  bien  déterminées  de  t,  y(^), 
T'(0'  ^'  (')  pour  h  voisin  de  zéro.  Le  cône  C  dépend  de  h  et 
pour  h  =  o  il  se  réduit  au  cône  isotrope. 

Pour  simplifier,  reprenons  les  formules  (5)  du  Chapitre  I  et 
remplaçons  -z  par  2  de  façon  à  avoir  le  paraboloïde  ^x--\-y-^=^  Sz. 
Les  surfaces  S,  S',  S  s'éloignent  tout  entières  à  l'infini  :  en  effet 
les  produits  h^x,  h'^y^  h- z  restent  finis.  La  surface  limite  de  la 
surface  lieu  de  point  h-x^  f^^y^  ^^'^  ^st  représentée  par  les  équa- 
tions 

:  =  t  y  vV/y'—  'i'di'—  i  J  y",  dYi  —  y'i  ^T'i  +  '«(y'Yi  —  T"t'i). 
(25)      (    Y  =  ij  y  (h;  ■■-•;"  (h    -  i  J  'i\di\  —  y",  f/yi  +  '^^T'Yi  -  Yï'i). 

Z  =:  i    i-i'tbi  .  ■  Yr/f    —  i  J  y'i  d^i  —  Yi  ^h\   +  '- '(  YYi  —  Y'Yi  ». 

où 

Y'^  +  y''  +  y"'  =0         et        Yi  ^-  Y?  -+-  Yï ■  =  "• 

Pour  e  =  o,  on  a  une  surface  minima  ;  pour  s.  =-t-  i  et  —  i,  on  a 
deux  développées. 

Un  point  de  la  surface  S{x,y,  z  et  £=+1)  correspond  dans 
l'application  sur  <!*  à  un  point  du  parallèle  /•  où  /•  se  calcule  par  la 
formule  (i4)  du  même  Cliapitre, 

/•2=  2[cCi-+-  C'c\  -+-  6*0",  —  ij. 

Ce  rayon  augmente  indéfiniment  si  h  tend  vers  zéro,  donc  S 
s'éloignant  à  l'infini,  la  région  de  ^S  qu'elle  est  susceptible  de 
recouvrir  disparaît  aussi  tout  entière  à  l'infini.  On  doit  remarquer 

(pu;  le  i-ayon  /•  du  parallèle  est  de  l'ordre  de  yt  la  longueur  de  ce 

parallèle  sur  un  tour  unique,  ait/-,  est  du  même  ordre;  mais  la 
longueur  de   la  courbe  de  S   (jue  j'appelle   «  parallèle  »   est  de 

l'ordre  de  -r:>  donc  le  nombre  de  tours  que  le  parallèle  de  S  devra 
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faire   sur  '■!Ù   pour   recevoir    le   parallèle   homologue  dr.   ^  est  de 

l'ordre  de  grandeur  dey  Si  nous  passons  à  la  surface  homothé- 

lique,  que  je  peux  a[)peler  /i-S,  lieu  du  poinl(h-x,  à'^y,  h-z)., 
elle  recouvre  le  paraboloïde  A-^P,  x^ -\-y- =  S  h- z  ;  le  parabo- 
loïde  h'-^S  se  ressei're  de  plus  en  plus  autour  de  l'axe  des  z-;  sur  le 
paraboloïde  ^  la  cote  z  du  parallèle  /•  est 

,.2  j 

s  =  _  =  _(cci-f-c'c',-+-c"c",  —  i); 
donc  sur  le  paraboloïde  h'-f  on  trouve  un  parallèle  de  cote 

—  (ccj-+-  C  C,  -(-  c  c,  —  l) 
4 

qui  reste  finie;  la  surface  A- S  est  à  distance  finie  et  a  des  pro- 
portions finies  non  nulles;  du  moment  qu'elle  recouvre  une  por- 
tion de  ce  paraboloïde  h'-^S  restant  à  distance  finie,  il  n'est  pas 
étonnant  qu'elle  doive  s'enrouler  sur  lui  un  nombre  de  fois  de 
plus  en  plus  grand.  A  la  limite,  pour  A  =  o,  il  n'y  a  donc  plus  rien 
d'intéressant  à  déduire  de  ce  qui  précède  pour  l'étude  du  parabo- 
loïde proprement  dit. 

En  tout  cas,  nous  avons  une  application  intéressante  de  notre 
théorie  aux  surfaces  minima.  On  pourra  remarquer  que  si  l'on 
pose 

(26)      Y  =  '-^  ^lïû),         y'  =  i  "^î^  ^I(X),         y"  =•  «  ^^ÔÔ 
et  de  même 


(27)     Y.=  î— ^\/^.("i),     t',=-*'-^^^v/#,(«,),     ï",  =  «y^'i(«i), 

les  formules  (2.5)  se  réduisent  aux  formules  usuelles,  depuis 
Weierstrass,  dans  la  théorie  des  surfaces  minima.  Les  for- 
mules (5)  à  (i6)  du  Chapitre  I,  où  l'on  écrira 

Y  =  Ac,         Yi  = /""i,         \  =  h^x,        r,  =  /('H,         V=h'^u, 
U'  =  — A2w',         \  = /n>,         \',  =  /m-,, 

montrent  sans  peine,  en  passant  à   la  limite  pour  h  =  o,  que  si 
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roii  pose 


(9.8) 


1  Y  Yi  '^''Yi  —  '^Y 

1  '  Yi  ^^Yi  -  'h' 

f  Yt  f^Y'i  —  f^Y" 

Y  Yi     ^Yt  -+-  ^'Y 

y'  Y'i     ^^Y'i  ^  '/y' 


dW   = 


/v        '^ 


I  i  I 

l'élément  linéaire  de  la  surface  obtenue  en  faisant  t 
—  I  dans  (aS)  est 


+  I  puis 


(29) 


ds^-=  dr^'-^  -r^dV^, 


e  =  —  I ,  ds'^  =  dr^  -  -f-  -  r,  <i  \  f . 


Ici,  comme  il  est  bien  connu,  les  deux  développées  de  la  sur- 
face minima  sont  applicables  physiquemeîit  (  *  )  l'une  sur  l'autre. 
Si  l'on  considère  deux  surfaces  minima  distinctes  et  une  déve- 
loppée de  chacune  d'elles,  ces  deux  développées  s'appliquent 
physiquement  l'une  sur  l'autre  tout  au  moins  dans  les  régions  où  r, 
a  la  même  valeur  numérique.  Or 

(i  -H  iiui)^  ./"5~    ~~f  :     ~ 

•>. 
de  sorte  que  y,  est  la  valeur  absolue  des  deux  rayons  de  courbure 


(  '  )  Les  explications  qui  piécédenl,  sur  le  passage  à  la  limilc  pour  h  =  o.  prouvent 
bien  qu'on  ne  doit  pas  s'étonner  de  trouver  un  résultat  difTércnt  pour  les  surfaces 
primitives  S  et  S',  puis  pour  les  deux  développées  d'une  surface  minima.  Mais 
on  peut  môme  retrouver  complètement  l'analogie:  on  peut  remarquer  que  Iclé- 

ment  linéaire  ds-=  dr'f -\-  -r\d\'-  si  l'on  pose  t,  = — t/  et  V  =  /\'dcvient 

dr,'-+-  -  r'c/V"-  ; 


il  a  conserve  la  même  forme,  de  sorte  que  toute  développé»'  de  surface  minima. 
eu  dehors  des  auto-applications  plij'siques  à  un  paraiiiélre  qu'elle  possède,  admet 
aussi  les  auto-applications  ainsi  définies  faisant  correspondre  un  point  imaginaire 
;i  un  point  réel,  ,1'avais  déjà  signalé  celle  propriété,  aux  Comptes  rendus 
(17  mars  igio).  Les  deu\  développées  trouvées  ici  comiric  dégénérescences  de  S 
cl  S'  admettent  donc  loiilex  les  propriétés  de  S  et  .S  ;  elles  admettent  en  plus 
d'autres  propriétés,   spéciales  à  elles  seules. 
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principaux  de  la  surtacc  niininia  au  point  (u.,  W();  4"^i"  6st  le  pro- 
duit des  rayons  de  courbure  principaux  de  l'une  et  l'autre  déve- 
loppée aux  points  (u,  Uf).  Si  nous  prenons 

nous  obtenons  une  surface  niinima  particulière,  algébrique, 
soit  M,  telle  que  la  développée  de  toute  autre  surface  mininia 
s'appliquera  nécessairement  tout  entière  sur  l'une  ou  l'autre  déve- 
loppée de  M,  car  sur  M  la  fonction  positive  r,  prend  toutes  les 
valeurs  positives  depuis  zéro  compris.  (On  peut  remarquer  on 
passant  que  pour  celle  surface  M,  comme  pour  la  surface  d'En- 
neper,  les  deux  développées  sont  non  seulement  applicables, 
mais  égales  entre  elles.) 

Si  nous   prenons   une   surface   uiinima,    telle   que   la   caténoïdc 
engendrée  par  la  chaînette 

ai     -        -'-\ 
y  =:  —\  e"  -^  e    "  j 

en  tournant  autour  de  sa  l)ase,  le  minimum  de  r,  est  a  et  non  zéro; 
si  donc  on  essaie  d'étaler  la  développée  de  -M  sur  la  développée  de 
la  caténoïde,  celle-ci  sera  recouverte  tout  entière,  mais  les  régions 
de  la  développée  de  M  correspondant  à  o  <^r^  ■^[a  ne  trouvent 
|)as  où  se  loger. 

Si  nous  prenons   pour  •'  et  v'  deux  séries  de  ^Fredholm   arbi- 
traires, et  si  nous  calculons  *''  par  la  formide 


I      —    ^  V    ,  1      > 

nous  obtenons  une  surface  luinima  F  ecjnlinue  admettant,  ainsi 
que  ses  <U}\ekip|)ées,  un  bord  cnnstiluant  Hgne  d  arrêt.  Si  a  est 
pris  supi-rieur  au  plus  grand  ra>on  de  courbure  de  cette  surface 
mininia  F,  on  voit  que  les  développées  de  F  ne  pourront  recouvrir 
aucune  (•(•liion  des  développées  de  la  caténoïde  correspondant  à 
celle  valeui'  (( . 

Pour  b's  s\mt''lri(^N  (Mucbécîs  au  Mémoire  |)réeé(b;nl  (Cbap.  Il), 
U;s  eondiliitiis  <pii  v  onl  él<'  formées  resl<Mit  suffisantes,  uiais  elles 
ne  sont  pas  lueessaircs  ;  cela  lient  à  ce  cpic  la  courbe 

r-w/v --',/-• 
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qui  est  minima,  peut  admettre  un  plan  de  symétrie  ou  un  centre 
de  symétrie  contrairement  à  ce  qui  se  passe  dans  le  cas  d'une 
courbe  à  torsion  constante.  C'est  ainsi  que  la  surface  d'Enneper 
déduite  de  la  cubique  de  M.  Lyon  présente  d'autres  symétries 
que  les  surfaces  S,  S',  S  associées. 

Enfin  je  tiens  à  signaler  cette  propriété  importante,  c'est  que 
toute  surface  S  provenant  de  la  déformation  d'une  développée  S 
de  surface  minima  est  elle-même  développée  d'une  surface  minima. 
En  effet,  la  surface  S  est  applicable  sur  une  surface  de  révolution, 
à  savoir  la  développée  d'une  caténoïde  quelconque;  donc  la  sur- 
face S  possède  la  même  propriété;  S  est  donc  l'une  des  focales  de 
la  congruencc  des  normales  d'une  famille  de  surfaces  parallèles  W 
et  la  relation  caractéristique  existant  entre  les  rayons  de  courbure 
principaux  d'une  de  ces  surfaces  est  la  même  que  pour  la  déve- 
loppée de  la  caténoïde. 

J'ai  signalé  au  Chapitre  I  (n"  7),  l'intérêt  qu'il  y  a  à  trouver  les 
surfaces  pour  lesquelles  le  problème  de  la  déformation  se  réduit 
à  des  quadratures.  Les  développées  de  surfaces  minima  donnent 
donc  une  solution  nouvelle  de  ce  problème  [formules  (aS)]  el 
même  une  solution  j)lus  précise,  puisque,  grâce  aux  travaux  de 
Weierstrass,  nous  savons  obtenir  explicitement^  au  moyen  de 
deux    fonctions    arbitraires    d'une    variable,    toutes   les    surfaces 


CHAPITIU:  11. 

ÉTUDE    DKS    nÉSULTATS    1)B    M.    TIlVBAtT. 

1.  Dans  les  Mémoii^es  déjà  cités,  M.  Thybaut  a  obtenu  des 
résultats  tout  à  fait  curieux,  dont  le  géomètre  italien  Bianclii  a 
cru  devoir  souligner  l'importance  ('  ). 

Je  vais  montrer  ici  comment  la  lecture  attentive  du  travail  de 
M.  Thybaut  permet,  par  comparaison  avec  les  résultats  que  j'ai 
signalés  au  début  de  mon  Mémoire  sur  les  courbes  à  torsion  cons- 


(')  BiANCHi,  Lezioni  di   Gcoinctrùi  Differenziale,  t.    II.  p.   XM^.   —  Tiiybai:t. 
Annales  de  t'h'cole  Normale,  années  1897  et  1900. 
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tante,    d'obtenir    des    formules    intéressantes    et    des   propriétés 
j;éoniétriques  élégantes  à  propos  du  [)robl('me  suivant  : 

*  «  Trouver  deux  surfaces  minima  B  et  B,  qui  se  corres[)ondent 
comme  focales  d'une  congruence  rcctiligne,  avec  conservation  des 
lignes  asjmptotiques  et  des  lignes  de  longueur  nulle.  » 

M.  Thjbaut  a  montré  que  ce  problème  est  exactement  équi- 
valent à  la  recherche  des  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde  ; 
d'autre  part,  adoptant  les  notations  de  M.  Tiivbaut,  la  surface  B 
étant  définie  par  les  formules 


.  r\      ,        .  TB  ,, 


et  la  surface  B,  par  les  formules  analogues  où  Ion  conserve  les 
paramètres  a  el  b,  mais  où  l'on  remplace  A  pai-  une  autre  fonc- 
lion  A,  de  a  et  B  j)ar  une  autre  fonction  B,  de  ^,  la  correspon- 
dance ponctuelle  entre  les  points  B  et  B,  revient  à  prendre  les 
points  obtenus  pour  les  mêmes  valeurs  de  a  et  6;  les  fonctions  A 
cl  A,  de  a  sont  liées  pai-  la  relation 

'  (A-A,)^       p 

et  B  et  B,  |)ar  la  relation  semblable 

B'  B',  > 


V 


(B-B')'î        p 


Moyennant  les  conditions  (2)  et  (3),  un  choix  convenable  des 
constantes  introduites  par  les  intégrations  (i)  amène  les  deux  sur- 
faces dans  la  position  voulue. 

Remarquons  que  la  surface  B  étant  connue,  la  surface  B, 
s'obtient  par  l'intégration  des  deux  équations  dillerentielles  ordi- 
naires (2)  et  (.))  qui  sont  des  équations  de  Riccati.  Si  l'on  s<' 
borne  aux  surfaces  réelles,  les  fonc-tions  A  et  B  sont  imaginain-s 
conjuguées;  on  prendra  donc  pour  A,  une  sohition  quelconque 
de  (2)  et  B,  sera  la  fonction  conjuguée  de  Ai. 

L.  i3 
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Or  si  nous  avons  la  cuiiosité  de  revenir  aux  notations  de 
Weierstras-s,  soient  u  et  Ui  les  variables  conjuguées*  relatives  à  la 
surface  B  et  ^{u),  §t{it\)  l<^s  fonctions  correspondantes  :  çn 
trouve  aisément 

(4)  ?<=— A,         ■ïida'^=^^{u)(lu'-. 

Pour  la  surface  B,  nous  introduirons  les  éléments  analogues  p, 

«•,,  4>((')  et  <l>,  {Vi  )  avec  les  l'clations 

(5)  t^  — --Al,  xida^-^'Vivjdv"-, 

et  l'équation  (2)  devient 

du  dv  2    ,  „         \    j.  ,   .         I     ,  ,  . 

(6)  ; r^  =  -da'-=  ~^(u)du''-~  —  <!'((•  )^/^•2. 

^    '  (u  —  vy-       p  ip  ip 

En  remplaçant  suivant  l'habitude  §{11)  par  f'"{u)  et  ^(<^) 
par  C2"(^'),  on  obtient  les  conditions 

[  dv  I        „,      , 

!  s  =  ^-9  (^)dv, 

qui  ne  sont  autre  chose  que  les  formules  indiquées  dans  mon 
Mémoire  de  V École  Normale,  année  1919,  page  269  :  ces  équa- 
tions (7)  peimettent,  étant  donnée  une  première  courbe  minima 
arbitraire  M,  de  trouver  une  seconde  courbe  minima  M  associée 
à  la  première,  de  façon  à  déterminer  la  courbe  la  plus  générale  {,%) 
à  torsion  constante. 

Ce  résultat  n'est  pas  dû  au  hasard  :  si  l'on  songe  d'une  part  aii\ 
formules  qui  déterminent  la  surface  B  de  M.  Thvbaut  quand  INI  e.^-t 
connue,  puis  B,  quand  M,  a  été  déterminée,  et  d'autre  paît  aux 
formules  qui  donnent,  la  courbe  {A<)  étant  déterminée,  les  sur- 
faces S  et  S'  applicables  sur  le  paraboloïde,  il  n'est  |>as  difficile 
d'arriver  aux  constructions  géométriques  suivantes  que  je  peux 
maintenant  exposer  d'une  façon  synthétique,  l'exposé  précédent 
ayant  attribué  à  chacun  sa  part  dans  la  découverte  et  l'exposé  sui- 
vant donnant  la  solution  explicite  du  problème  et  faisant  d<*  plu> 
la  distinction  si  curieuse  que  l'on  rencontre  ici  dans  les  éléments 
imaginaires  et  réels  à  cause  des  propriétés  diOVrentes  des  surfaces 
que  j'ai  appelées  S  ou  S'. 
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2.  Considérons  sur  la  sphère  a;-  -i-  }--(-  r-  =  i  les  deuv  courbes 
sphériques  (ill>)  et  (>i'->i)  que  j'ai  si  souvent  intfodtiites,  lieux  res- 
pectivement des  points  (c,  r\  c")  et  (c,,  c,,  r,  ).  J'appelle  tou- 
jours /?  et  T  deuv  constantes  liées  j)ar  la  relation /)  =  27;  soient 
0  et  B,  les  arcs  de  (>i!))  et  (  iii>i).  Je  considère  le>  quatre  (;oiii-bes 
miniaia  : 


(M) 
(M) 

(M.) 
(Mi) 


X    =        i-c   -\- 


C    de" 
C  de" 


Xx—       i-Ci-4- 


1    I  c",  dc'i  —  c\  dc\ 
z    I  c",  dc\  —  c'i  dc\ 


.les  formules  étant  à  c(>.n)pléter  par  des  permutations  circulaij-es 
évidentes. 

Les  milieux  u.  de  MM,  et  a  de  MM,  décrivent,  (-)  et  B,  variant 
indépendamment,  deux  surfaces  minima  que  j'ajjpellerai  (MM,) 
et  (  MM,  )  dont  rens<'mble  forme  le  couple  le  plus  général  répon- 
dant au  problème  exposé  au  paragrajdie  précédent.  La  démons- 
tration est  très  simple  :  il  suflît  de  considérei-  la  courbe  («,  a', 
a")  supplémentaiie  de  la  coui-be  (c,  c',  c")  sur  la  sphère;  soieni 
{b,  b',  b")  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  à  la  courbe  («, 
a',  a)  ou  à  la  courbe  (c,  c',  c");  si  s  désigne  l'arc  de  (a,  a'^a") 
on  aura 

/  de    =  ùda,         da  =  b(h,         db  =  —  adi  —  trftJ, 
(S)  /  dx  =-[«    -Hi/Alc/B,  ^/^  =t[^/    —  i7»  ]f/0, 


et  l'on  trouve  aiséiuent  pour  è(pialiou  de  .  ,is\  iiq)loti(|ues  de  (MM,  1  : 

V 


(«)) 


l)'  = 


Dr/e2-h  i)'V/ei'  =  o, 

a  -T-  /^       c/    -^  ib  II"  -î-  ;Y»' 

aj  —  161     f< ,  —  ib\  a\  —  U>\ 

—  ic             —  ie  —  ic' 

a    -+-  ib       a'  -r-  ib'  a"  -\-  ib" 

cil  —  'b\      a'i  —  ib'i  a\  -     ib\ 
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En  développant  D  par  rapport  à  la  seconde  Ujine,  D  '  j)ai'  rap- 
port à  la  première,  on  trouve 

D  =  —  Si  a  -h  iù  I  (oi  —  ibi ).  D"  =  S ( rt  -4-  ib )  ( ai  —  ibi  ). 

Il  résulte  de  là  que  l'érpiation  tiouvée  dQ"^  —  dQ'^^=^  o  n'est  pas 
modifiée,  si  Ton  remj)lace  la  courbe  (c,  c' ,  c" )  et  la  courbe  (c,, 
Cj,  c[)  par  les  courbes  respectivement  symétriques  (il!)')  lieu  de 
( — c,  — c',  — c")  et  (<'î>',)  lieu  de  (— c', ,  —  c, ,c",  )  et  que  les 
deux  surfaces  (MM,)  et  (^MMj),  qui  s'échangent  dans  cette  opé- 
ration, ont  leurs  asymptotiques  correspondantes;  la  détermina- 
lion  de  ces  asjin|)totiques  exige  en  plus  des  six  quadratures  déjà 
introduites  le  calcul  de  l'arc  (i)l>)  et  le  calcul  de  l'arc  de  (iil),  ).  Les 
lignes  de  longueur  nulle  sur  (MM,)  et  (MM,)  se  correspondent 
évidemment,  donc  les  réseaux  conjugués  ainsi  (pie  les  reseaux 
orthogonaux  se  conservent;  les  lignes  de  courbure  se  corres- 
pondent donc.  Sur  les  surfaces  adjointes  de  ces  deux  surfaces 
minima,  on  obtient  aussi  conservation  des  lignes  de  longueur 
nulle,  des  asymptotiques  et  des  lignes  de  coui'bure.  Pour  vérifier 
que  la  droite  jjljjl  est  tangente  en  [j.  à  la  surface  (MM,),  il  suffit  de 
i-emarquer  que  les  paramètres  directeurs  de  cette  droite  sont  c  —  c, , 
c' —  c'j ,  c" —  c\  ;  la  vérification  revient  à  écrire 

(^lo)  \a-\-ib     a, —  ibi     c  —  C||  =  o, 

ce  qui  revl<'iil   à  D-f-D  =0,  égalité  vérifiée   précédemment.  Le 
même  calcul  réussit  pour  prouver  le  contact  en  [j.. 

On  |)ourra  remarquer  que  si  l'on  remplace  (itî>,  )  seule  par  (^iii>',  ), 
on  obtient  un  second  couple  de  surfaces  minima  (MM,  )  et  (MM,  I 
répondant  aux  conditions  du  problème.  Si  l'on  suj)pose  t  réel, 
(ill>)  et  (ill),  )  imaginaires  conjuguées,  le  couple  (  -MM,  )  et  (MM,  >  se 
compose  de  deux  surfaces  sé[)arément  réelles,  tandis  que  le 
couple  (MM,)  et  (MM,)  se  compose  de  deux  surfaces  imaginaires, 
conjuguées  l'une  de  l'autre.  .Sur  les  deuv  coiij)les  obtenus 
ensemble,  l'un  est  donc  tout  entier  réel,  l'autre  tout  entier  ima- 
ginaire et  l'on  vérifie  aisément  que  si  (MM,  )  et  (MM,  )  sont  sépa- 
rément réelles,  il  est  nécessaire  (pie  t  soit  réel  et  (iiî.)  et  (iH»,)  <îon- 
juguées.  Je  me  borne  à  ces  hypothèses  précises  dans  tout  ce  ((ui 
suit. 
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3.  La  figure  que  iiou>  avons  ainsi  conslituée  possède  une  confi- 
guration remarquable^. 

Le  milieu  A  de  MM  décrit  une  courbe  (ol>)  de  ravun  de  torsion 
constant  et  égal  à  t;  la  surface  )ninima  (MM),  lieu  des  milieux 
des  cordes  s'appuvant  sur  (M)  et  (M),  admet  (-1,)  pour  asjmpto- 
tique  particulière;  j)our  que  cette  nouvelle  surface  >oit  réelle,  il 
faut  et  suffit  que  (>'i>),  et  par  suite  (-la),  soient  réelles,  soil  au  sens 
vulgaire,  soil  au  sens  de  M.  Goursat;  cette  condition  entraîne  des 
identités  de  courbes  on  surfaces  que  1  on  peut  écrire  schémati- 
quement 

(  (M)  =  (M,),         (\Î)  =  (M,), 

Mil  i  _ 

(  (MM,)  =  (mm,  )  =  (MM)  =  <  .M,M,  ). 

On  voit  donc  que  le  couple  (MM,),  (  AIMj  )  ne  forme  plus  cette 
fois  qu'une  surface  minima  unique  sur  laquelle  on  associe  le 
point  (0,  0,)  au  point  (0,,  0):  la  surface  minima  (MM)  coïncide 
elle-même  avec  cette  surface  minima;  la  courbe  (-J.)  est  l'asymp- 
lotique  particulière  d'équation  0  =  0,.  La  surface  adjointe,  comme 
l'a  montré  M.  Cosserat,  est  circonscrite  à  la  sphère  x-  -\-  y-  -\-  2*=:t* 
tout  le  long  de  la  courbe  (tc,  tc',  ~c")  homothétique  à  (i<b). 

Reprenons  l'étude  de  la  figure  en  supposant  que  (ii!>)  et  (tli>t) 
soient  conjuguées,  sans  être  réelles  ni  au  sens  vulgaire,  ni  au  sens 
de  M.  Goursat,  autrement  dit 

<M)^(M,  I         el         (M)^(M,). 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  le  remplacement  de  (  !'•>»)  par  (ii'»'^  ) 
sans  toucher  à  (iil>)  ou  de  (\tl,)  par  (ub)  sans  toucher  à  (iil>,)  rem- 
place le  couple  (MM,)  et  (  MM,  )  par  le  couple  (  MM,  )  et  (MM,  J; 
de  la  sorte  nous  devons  encore  distinguer  deux  cas  suivant  que  (itl») 
et  (ni)')  [et  par  suite  aussi  (iil),)  et  (ii'.>',  )J  sont  distinctes  ou  non. 
Dans  le  premier  cas  le  premier  couple  (MM,),  I  MM,  )  est  analj- 
tiquemenl  distinct  dans  son  ensemble  du  second  couple  (MM,  ), 
(  MM,  );  mais  dans  le  second'cason  peut  écrire  encore  des  égalités 
schématiques  pour  exprimer  l'identité  de  certaines  courbes  ou 
surfaces 

(  (M)=(m),        (M,)  =  IM.V 

(l'2)  <  _  _  

/  (MM,)  =  (MM,;  =  (MM,")  =  (MW,). 


188 


Cette  fois  nos  quatre  surfaces  minima  ne  forment  plus  que  des 
portions  d'une  seule  et  unique  surface  analjtiquement  indécompo- 
sable :  on  a  mis  en  évidence  deux  nappes  réelles  et  deux  nappes 
imaginaires  de  celle  surface. 

Si  l'on  suppose  de  plus  (ii'.i)  et  (i'î>i)  coïncidant,  autrement 
dit  (uî))  réelle  au  sens  vulgaire  ou  au  sens  de  Goursat  et  non  ana- 
ljtiquement distincte  de(it!>'),  on  doit  réunir  cerésultalau  résultat 
antérieur  :  on  a  une  surface  minima  unique,  qui  est  surface  double 
au  sens  adopté  dans  la  théorie  des  surfaces  minima. 

4.  Je  considère  maintenant  le  couple  des  deux  surfaces  réelles  S 
et  S'  applicables  sur  le  paraboloïde  {^S)  x- -\- y- =^  2 p z  qui  sont 
données  par  les  quadratures  déjà  effectuées  : 

>■     ~'  r  »  , ,     ,  1  „    '>■  c  „  1  •     t  1  <i    "^i ,  .  „     „  ,  ■ 

;   =  —    le   de  —  c   de I  c^  dc^  —  r,  «r,  -i [c  c^ —  r  r,  ). 

(S)       /   r,  =  —    le  de" — c"  de  —  —   /  f|  dc'f  —  e'[  dcf  ^ [c"ci — cc'[). 

t  —  ^  I  c'  de  —  c  de'  —  —    /  e\  de^  —  cj  de\  -+-  —  {^cc\  —  c'cj  ); 

~  i    r  „    ,  ,         f    ,  „       "^i-    c  ,1    1  ,          ,    ,  „        ~i.,„         „  , , 
\   =  —   \  e   de  —  e  de \  c^de^  —  ^1  "<^'i K''  ^ \  — c  Cj), 

(S')  -n'  =  —  I  c  de" —  c"  de  —  —  /  Ci  de",  —  r".  dci (  c"C|  —  ec".  ). 

\  -i  J  ■>■  J  i 

f   r  =   —    /  e'  de  —  c  de' /  r\  de,  —  e,  de'.  —  —  (  ce\    —  c'ei  ). 

(S)  et  (S')  sont,  comme  nous  le  savons,  les  deux  développées 
d'une  famille  de  surfaces  W,  (S)  est  applicable  ph\siquemenl 
sur  (^Jt'),  mais  non  (S').  Les  formules  qui  précèdent  conduisent  à 
écrire  les  formules  définissant  les  adjointes  des  surfaces  minima 
considérées  plus  haut.  La,  surface  (MM,)  est  le  lieu  du  point  a 
milieu  de  MM,;  j'appelle  ^'  le  point  correspondant  à  [jl  sur 
l'adjoinlc,  surface  que  j'appellerai  (iMM,)  ;  en  ut.  et  [jl'  les  plans 
tangents  à(MM\.)  et  (MM,)'  sont  parallèles.  Je  iigure  les  points  ja, 
[J.,  [jl',  tj.'  et  les  points  correspondants  P  et  V  sur  S  et  S'. 
I^e  point  a'  a  pour  (U)ordonnées 


(i3) 


/   e"  de' —  e'  de" —  r,  —  /     /   e'\  de\  —  c\  de]     .    . 


189  - 


et  le  point  u'  pour  coordonnées  celles  qui  se  déduisent  des  précé- 
dentes en  changeant  de  signe  c,  c',  c',  c,,  c\,  c'[,  à  savoir 

(  1 4  )  -  \c  -h  i    I   c"  de'  —  c  de"  —  r ,  —  i    j   c'[  d(\  —  c\  dc'[     .  .  .  , 

de  la  sorte  on  vérifie  immédiatement  que  le  milieu  o)  de  ^x' \x.'  est 
aussi   le   milieu  de  PP'    :    le    point   (o    décrit    la    svirface  que  j'ai 


appelée  S;  la  droite  ;jia  est  parallèle  à  la  normale  de  S'  en  P';  la 
droite  ;jl'u'  a  pour  paramètres  directeurs  c-f-c,,  c-4-c',,  c-|-c,, 
elle  est  parallèle  à  la  normale  de  S  en  P.  La  figure  [j:  P'iVP  est  un 
losange  puisque  les  deux  droites  y-' iJ-'  et  PP  se  coupent  orthogo- 
nalement  en  leur  milieu  et  le  plan  de  ce  losange  est  perpendiculaire 
à  [jLjj..  Calculons  la  longueur  de  chaque  côté  :  le  vecteur  a'P'  a 
pour  composantes 

Ci5)  -  [c  H-  t'i  —  i{c'c'[  —  c"c\  )J . . .  ; 

le  carré  de  ce  vecteur  s'obtient  imniédiatemenl,  il  est  égal  au  carré 
de  -  multiplié  par  2  -{-  ail  —  (i  —  II-)en  appelant  toujours 

II  =  cciH-  c' c\  -+-  c" e'[; 

l'expression  (jui  vient  d'être  écrile  est  i -f- :>.  11  + H-,  on  en  conclut 
que  la  longueur 

;jl'P'=  Py=  jPP  =  l';x 

est  égale  à-(i-hll).   Vérifions  maintenant  (pie  Pu    est   normah^ 

en  a'  à  (MM,)'  et  PÔ"  normale  en  'i'  à  (MM,}'.  Il  suffit  de  faire  la 
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vérification  pour  Pu.'  dont  nous  avons  déjà  écrit  les  composantes; 
le  plan  tangent  en  a'  ou  en  ij.  est  défini  par  deux  droites  de  para- 
mètres directeurs 

a  —  ih.     n — ib' .     a" — ib' 
et 

«i-t-'^i>     a\-\-ib\,     a\-^ib\. 

Il  suffît  de  vérifier  que  1*ul'  ou  P' ;jl'  est  perpendiculaire  sur  cha- 
cune de  ces  deux  droites;  la  vérification  est  aisée,  car 

i  S(c  -i-  c'i)  [a  —  ib  )  =  Saci  —  iS  6oi, 
(16)  <  Sa(cV(  —  r-'c',  )      =   I  a     c     Cj   |=— Sir,, 

f  Sb(c'c"i  —  c'Vj  )       =   \b     c     Cl   I  =       Snci. 

On  a  ainsi  le  résultat  remarquable  suivant  :  de  chaque  point  1* 
de  la  surface  S  comme  centre,  avec  un  rajon  égal  à  -(i-|-H), 
décrivons  une  sphère;  cette  sphère  variable  dépend  de  deux 
paramètres  et  enveloppe  les  deux  surfaces  minima  (MM,)'  et  (MM|  )  ; 
sur  les  deux  nappes  de  Tenveloppe  les  lignes  de  courbure  se  cor- 
respondent. Nous  retrouvons  donc  des  propriétés  nombreuses 
relatives  aux  enveloppes  de  sphères  et  aux  systèmes  cycliques. 
Voyons  d'abord  ce  que  nous  obtenons  en  faisant  rouler  sur  '^  la 
surface  S  qui,  ne  l'oublions  pas,  est  applicable  phjsiq^uement  sur 
'i^  (');  sur  la  paraboloïde  ^i",  nous  savons  que 


{voir  Chapitre  I,  n"  l2);  donc 

i  ■>      >p  i 

c'est  la  distance  du  point  du   paraboloïde   au  fo>er  F;  si  donc  la 


C)  On  x-eliouve  ici  un  cas  particulier  de  propositions  établies  par  Darboux, 
Comptes  rendus  de  rAcadende  des  Sciences,  premier  semestre  i^^QO-  l>ans  le 
même  Tome  se  trouve  une  note  de  M.  Guicliard  que  Ton  pourra  comparer  aver 
les  résultats  du  texte  à  condition  de  faire  rouler  le  paraboloïde  0?  sur  la  sur- 
face S'  :  dans  ce  mouvement  imaginaire  les  droites  A,  A'. de  M.  Guichard  sont 
Pjx'  et  l'[i',  le  plan  PP'[x'|x'  étant  le  plan  tangent  à  S'.  J'aurai  l'occasion  de 
revenir  sur  celte  application  si  curieuse  au  domaine  réel  de  mouvements  essen- 
tiellement imaginaii'cs  produits  dans  le  roulenienl  sur  une  surface  réelle  d'uni' 
surface  im;vginaire. 
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surface  S  roule  sur  «i\  chaque  sphère  va  passer  par  le  foyer  et  les 
deux  nappes  de  l'enveloppe  analogue  relative  au  paraboloïde  lui- 
même  sont  :   d'abord  le  fojer  F  lui-même,  d'autre  part  le  plan 
directeur;    dans    le  mouvement   de    S,    l'une   des   deux   surfaces 
minima,  enveloppe  des  sphères,  supposée  invariablement  liée  à  S, 
passera  constamment  par  F,  tandis  que  l'autre  restera  tangente  au 
plan  dii-ecteur.  Marquons  l'orthocentre  t  du  triangle  'jlP'-ji.';  t  est 
situé  sur  PP'  et  la  parallèle  ^T  à  uu  menée  par  t  est  l'intersection 
des  plans  tangents  à  la  sphère  en  jj.'  et  ^' .  Nous  savons  que  les 
quatre  droites  Pa',  Pu.',  ^-V''  '^  engendrent  simultanément  des 
développables;    les    deux   premières    découpent   sur   les   surfaces 
minima  (MM,  )'  et  (  MM,  )'  le  réseau  d'équation  0  ±:  0,  =  const., 
elles  découpent  sur  S  le  réseau  conjugué  commun  à  S  et  (Ù^)  dans 
l'application  de  S  sur  (^S)  («)  :  ce  fait  important,  que  M.   Thi- 
baut a  obtenu  par  d'autres  considérations,  résulte  d'une  remarque 
due  à  M.  Kœnigs  {voir  Darbolx,   Théorie  des  Surfaces,  t.   H  , 
|).  iP.S  et  suiv'.)  :  c'est  que  si  S  roule  sur  (^r),  à  chaque  instant  du 
mouvement  la  s[)hère  de  centre  P  et  rayon  Pa'  passe  par  un  point 
fixe,  qui  est  le  foyer  F,  quand  P  coïncide  avec,  le  point  de  contact 
des  deux  surfaces  :  les  développables  engendrées  par  la  corde  des 
contacts   y-'  \^     correspondent   au    réseau    conjugué   commun.    En 
joignant  P,  yJ  et  y.'  aux   points  focaux  de  /T,   nous  obtenons   six 
nouvelles  droites  décrivant  des  développables  en  même  temps  que 
les  quatre  précédentes  :  ce  sont  les  tangentes  principales  des  sur- 
faces minima  (MM,)'  et  (  MM,  )',  et  les  tangentes  aux  courbes  du 
réseau  conjugué  défini  sur  S.  11  est  très  remarquable  que,  pour 
tout  point  réel  de  S,  les  points  'jl'  et  u'  soient  toujours  réels.  On 
pourra   l'emarquer   que    le    diamètre    de    la   s|)hère  de  centre    P. 
7(11-1- 1)  est  égal  à  y/Kir,   R  et  R   étant  les  rayons  de  courbure 
principaux  de  S  en  P. 

Si  l'on  considère  de  même  le  point  V  de  la  surface  S'  et  la 
s|)hère  de  rayon  -(Il  —  i)  et  centre  P',  cette  sphère  ('n\el()|)pc 
deux  surfaces  minima.  cette  fois  tout  entières  imaginaires  et  con- 

(')  Il  est  important  de  roinarquer  que  ce  réseau  ksI  réel  soit  sur  S,  soit  sur  S', 
loitsur  ^P;  il  correspond  on  ellct  iiux  ;tsyniploti(iue>^  de  (MM,)  ou  (.MM,). 
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juguées  l'une  de  l'autre.  On  a  cette  fois  à  considérer  un  losange 
ajant  en  commun  avec  le  premier  les  deux  sommets  P  et  P',  situé 
dans  le  j)lan  per[)endiculaire  à  celui  du  premier  mené  par  P  et  P', 
les  deux  autres  sommets  étant  imaginaires. 

Au  point  de  vue  géométrique,  j'ai  montré  que  la  connaissance 
d'une  surface  réelle  S  ou  S'  [)ermet  de  trouver  j)ar  ditlerentialions 
et  éliminations  la  valeur  du  paramètre  /?,  la  surface  complémen- 
taire, le  nom  S  ou  S'  qui  doit  être  attribué  à  chacune  et  la  valeur  H 
en  chaque  point  de  S  ou  S';  sur  S  nous  menons  de  chaque  point  P 

comme  centre  la  sphère  de  rayon  -(iH-  H);  les  deux  nappes  de 
l'enveloppe  de  cette  sphère  donnent  les  surfaces  minima  (MM,)' 
(MM,/;  les  adjointes  de  ces  deux  surfaces  donnent  (MM,) 
et  (MM,).  On  doit  remarquer  ici  que  l'adjointe  d'iine  surface 
minima  peut  être  remplacée  par  la  surface  symétrique  y)ar  rapport 
à  un  point  quelconque;  donc  pour  (MM,)  ou  (MM,  )  on  a  l'em- 
barras du  choix  entre  deux  surfaces  :  mais  on  doit  associer  les 
déterminations  de  (MM,)  et  (^IM,)  de  façon  que  la  droite  {jljjl 
soit  perpendiculaire  au  plan  PP'|ji.'a',  de  sorte  que  l'on  ne  trouve 
que  deux  déterminations  pour  le  couple  (MM,)  et  (  xMM,  ).  De 
même  la  connaissance  d'un  couple  (MM,)  et  (MM,  )  de  deux 
surfaces  minima  focales  d'une  même  congruence  rectiligne,  avec 
conservation  des  asym[)totiques  et  lignes  de  longueur  nulle,  permet 
de  construire  le  couple  (MM,)'  et  (MM,)'  :  comme  plus  haut, 
pour  ce  couple,  on  a  à  choisir  entre  deux  déterminations  seule- 
ment :  dans  ces  conditions,  le  j)lan  perpendiculaire  au  milieu 
de  [x'pi' envelo[)pe  une  surface  S,  |)endant  que  le  centre  de  la 
sphère  tangente  à  (MM,)'  en  iji'  et  à  (MM,  )'  en  u'  décrit  S  :  la 
surface  S  est  ainsi  définie  par  [)lans  tangents  et  j)ar  points.  Suivant 
la  détermination  prise  pour  (MM,)'  et  (MM,  )'  on  trouve  pour  S 
l'une  ou  l'autre  de  deux  surfaces  symétriques  par  rapport  à  un 
certain  point. 

5.  Il  esl  à  peu  prés  évident  que  l'on  obtient  par  celte  méthode 
les  surfaces  minima  que  M.  Tbybaut  associe  à  toute  surface  appli- 
cable sur  le  paiaboloïde  de  révolution  x--'ry-=  "ipz.  Nous  allçm» 
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le  \éri(ier  irr-s  hiniplement;  sur  le  paraboloïde  (^)  on  pose 

X  -h  ir  X  —  iy 

Sfip  s/ïp 

d'où  l'on  déduit 


■  {u-\-v),     y  —  \/ 


'•7) 


ds-  =  [rf(  iiv)]-  -h  >p  du  dv. 

Je  reprends  les  notations  de  M.  Th^ybaul  :  soient  ;,  r^,  "C  les 
coordonnées  d'un  point  d'une  surface  S  applicable  sur  i'^S)  et  A  le 

point 

d'"'  dr.  àli 

.r=  — ,  v=-— ,  z  =  —, 

Ov  :  du  Ov 

A,  le  point 

_   Ô^Z  _  <)r,  dli 

OU  OU  du 

Ou  a  manifestement 

(i8)  x^  -y^ -\- z"^  =  u'^ ,         x'\-^- y\~{- z\  =  V-. 

La  surface  niininia  lî  que  M.  Thjbaul  définit  correspond  à  A 
par  orlhogonalité  des  éléments  linéaires;  elle  est  donnée  par  les 
formules  déduites  de  la  théorie  des  douze  surfaces  de  M.  Darboux  : 

1  X  =  j  Zi  dy  —yi  dz. 
(iç);  '.    \  =    j   Xi  dz  — Zi  dx, 

[  Z  =  \  y\  dx  —  Xx  dy\ 
la  surface  adjointe  est  définie  par  les  quadratures 

i  \':=  /  X\  du  -  (•  dr^ 
>  lo)  -    Y'  =     /   Vi  du  —  i>  dv. 

I       r 

f    //  =     /    ;;j  du  —  V  ds. 
Si  Ion  se  rappelb*  que  par  définiliou  on  a 
Ç  =    /  •'^1  d"  ■:-  X  f/r, 
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on  a  immédiatement 

Tout  est  symétrique  en  w,  v  :  à  la  surface  A,  correspond  la  sur- 
face minima  B,  de  M.  Thjbaut  et  l'on  a  les  formules  semblables  : 

i  X  =     /  zdy^—ydzx  ..  ., 

(•,2)  /    C 

^   \' =    I   X  di>   — udxi..., 
\    =  X' -+-  nxi  .  .  .. 

Les  deux  vecteurs  pj?,  vy,  vz  d'une  part,  et  uxi^  «)|,  uzt  de 
l'autre,  ont  tous  deux  pour  longueur  [in'  |;  le  premier  est  paral- 
lèle à  la  normale  de  la  surface  (X,  Y,  Z)  ou  (X',  \',  JJ)^  l'autre 
est  parallèle  à  la  normale  de  la  surface  (X,  Y,  Z)  ou  (X',  Y',  Z'). 
Tous  deux  sont  tangents  à  la  surface  X. . 

On  a  d'ailleurs  Ui^  =  ; —  Appliquons  ce  qui  précède  à  la  sur- 
face S'  :  pour  chaque  point  réel  de  S',  on  a  calculé  /■  et  l'angle  0 
par  les  formules  {lÇj^)  du  Chapitre  I  (n"  6)  : 


P  V  2 


P 


que  je  recopie  en  augmenlant  fj  de— >  ce  qui  revient  à  compter  les 
angles  méridiens  à  partir  d'une  autre  origine.  On  a  alors 


I        _  '"^       _      p  H    - 1 

I    '      ~   2/)        ~         4  i. 

Or,  dans  la  figure  P'jjl'jjl'  trouvée  plus  haut,  nous  trouvons  pré- 
cisément ces  l'elalions  entre  les  directions  et  les  longueurs  :  il  y  a 
donc  coïncidence  entre  les  éléments  de  M.  Thjbaut  et  ceux  que 
j'ai  définis.  On  pourra  remarquer  que  M.  Thjbaut  n'a  pas  complè- 
tement achevé  la  détermination   du  couple  B,  B,   :  il  apprend.  B 
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étant  donnée,  à  trouver  B,,  sauf  translation  de  B,.  J'ai,  clans  ce 
(|ui  précède,  mis  en  place  tous  les  éléments  géométriques  et  donné 
toutes  les  formules  explicites.  .J'ai  mis  en  évidence  le  fait  complé- 
mentaire que  le  réseau  conjugué  à  S,  S'  et  {^S)  s'obtient  par  deux 
quadratures  et  donné  l'interprétation  géométrique  de  ces  quadra- 
tures. 

D'ailleurs,  au  moment  où  M.  Thybaut  a  rédigé  son  Mémoire, 
personne  n'avait  mis  en  évidence  ce  fait  reuiarquable  que  l'élément 

linéaire 

ds-=  \  [d{uv )Y^-  du  dv  \  i\p'^ 

peut  être  réalisé  en  surfaces  réelles  soit  en  })renant  u  et  t»  imagi- 
naires conjuguées,  c'est  le  cas  de  (^)  et  des  surfaces  que  j'ai 
appelées  S,  soit  en  prenant  u  el  v  réelles,  c'est  le  cas  des  surfaces 
que  j'ai  appelées  S'.  Chaque  surface  S  est  associée  à  une  surface  S'; 
en  reprenant  la  théorie  de  M.  Thjbaut,  j'ai  montré  de  nouveau 
renchevétrement  curieux  de  ces  deux  surfaces  et  des  divers  élé- 
ments géométriques  associés.  En  réalité,  le  fait  que  la  méthode 
de  M.  Thjbaut  fournit  des  couples  réels  de  surfaces  minima  prou- 
vait l'existence  de  ces  applications  de  surfaces  réelles  par  point 
réel  sur  point  imaginaire. 

Il  est  clair  que  tous  les  éléments  géométriques  suivants  :  courbe 
à  torsion  constante  (Ao);  surface  S;  surface  S';  couple  (Al AI,) 
^■l  (MM,  ),  sont  simultanément  algébriques  ou  transcendants. 

Si  nous  appliquons  ce  qui  précède  à  la  cubique  de  AI.  Lyon  eu 
reprenant  les  notations  déjà  usitées,  on  trouve  aisément 

MM,)     /  Y  =  ■jr^f(À  — K)-^— 30. -K);ji2-h3(X -K)^  iK-^|. 
-K).u]; 

3(X-1-  K)2a-H  3, a], 
^  JVf   )     ''   Y  =  -r—  f  (  >.    -  K  )3  —  3  ('  À  -•-  K  )  aï  -+-  3  (  >.  -^  K  »  —  \  k  '  J, 
I  7  =  ,^ ((.(). +  K),1. 
Les  deux  surfaces  trouvées  sont  égales  entre  elles;  si  nous  né^li- 


X  ^ 

(;  K2 

l  :^^  ~ 

Y  = 

f(>-- 

Z  = 

6K* 

[iUl 

\  = 

,[;-'- 
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geons  le  facteur  de  proportionnalité  ^-7-7»  nous  obtenons  encore  la 
surface  minima  d'Enneper.  D'une  façon  plus  précise,  considérons 
la  surface  minima  d'Enneper  dans  la  position  indiquée  au  Tome  I 
de  la  Théorie  des  Surfaces  de  Darboux  :  nous  prenons  l'adjointe 
de  celte  surface  et  la  déplaçons,  dans  un  sens  ou  l'autre,  parallèle- 
ment à  Oy  de  la  quantité  4K''  :  les  deux  surfaces  obtenues  forment 
un  couple  répondant  aux  conditions  de  M.  Thybaut.  Comme  la 
surface  d'Enneper  est  égale  à  toutes  ses  associées^  et  qu'elle  ne 
diffère  de  son  adjointe  que  par  une  rotation  de  7  autour  de  O:;. 
on  pourra,  si  l'on  veut  garder  la  surface  d'Enneper  dans  la  position 
indiquée  par  Darboux,  la  déplacer  parallèlement  à  l'une  ou  l'autre 
des  bissectrices  de  l'angle  xOy.  L'amplitude  de  la  translation  cor- 
respond aux  diverses  valeurs  de  K  (^);  K  est  supposée,  pour  la 
cubique  de  Lyon,  réelle  et  non  nulle;  pour  K  =  o  on  retombe 
encore  sur  le  cas  de  dégénérescence  signalé  plus  haut. 
On  trouve  aisément 

X'  =  ^  1  k'-'  —  •;  À'  a2  ~  ■{ X'  +  4  K»  1 
(  MM,/       I  Y'  =  ^  [  ,a-'  -  -  3  A'2  a  -  3  [x]  (X'  =  X  -  k  ), 

la  surface  (  MM,  )'  s'obtenant  en  changeant  K  en  — K  dans  les 
formules  qui  précèdent.  En  négligeant  le  facteur—^»  cette  sur- 
face (MM,)'  ne  diffère  de  la  surface  d'Enneper  indiquée  |)ar 
Darboux  que  par  une  translation  (2^,  0,  y>),  p  et  q  étant  deux 
constantes  liées  par  la  relation 

4/>'-i-  27^2  =  o, 

résultat   de    forme    curieuse;    la     translation    relative    à    (^  ^LM ,  1 
est  ( —  2çr,  o,  p). 


(')  Au  11°  3  nous  avons  indiqué  la  signilicaliou  de  la    vaiialioii  de  K.  I.a  Irans- 
forinalion  U  =  Lm,  V  =  1. 1'  revient  à  remplacer  Iv  par  Ll\.  La  Iransforniation 

U  =  «  +  M  4-  N  i,        V  =  V  +  >ï  +  N  i 

revient  à  remplacer  X  par  X  +  iM  et  [x  par  [i -(- N,  ce  qui    produit  une  Iransfor- 
malion  bitalionneUc  simple  sur  chaque  surface  minima  d'ICnne|)er. 
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Quand  on  fait  tondre  K  vers  zéro,  en  considérant  les  siir- 
faces  — j-  (AfM,  ),  . . .,  les  deux  points  u.'  et  a'  tendent  vers  le  même 
point  m  d'une  surface  minima  d'Enneper  et  le  point  V  tend  \ers 
l'un  des  centres  de  courbure  principaux  de  cette  surface  en  m,  de 
sorte  que  nous  retrouvons  ixne  développée  de  surface  minima, 
comme  cas  limite  de  surface  applicable  sur  le  paraboloïde. 

6.  Je  terminerai  enfin  en  remarquant  qu'une  courbe  minima 
arbitraire  peut  être  prise  pour  courbe  (M);  simultanément  une 
surface  minima  arbitraire  peut  être  prise  comme  surface  (MM,  ); 
je  me  borne  dans  ce  cas  à  ne  prendre  qu'une  surface  minima 
réelle.  Je  prends  la  courbe  minima  (M)  comme  arête  de  rebrous- 
sement  de  la  développable  isotrope  enveloppe  du  plan 

(24)  (l  —  ll^)CC  -r-  i  (\  -+-  U^)j^-+-  2UZ  -h-  /\f(u)  =  O, 

de  façon  à  garder  les  notations  de  Weierstrass  si  je  considère  la 
surface  minima  (MMj)  en  même  temps  que  la  courbe  minima  (M). 
La  courbe  minima  (M)  est  définie  [)ar  la  développable  analogue 

C 25 )  (I  —  i>^  )  Ji^  -h  i  (i-i-  i'^ )_x  ^  -JLVZ  -h  /i<f{v)  =  o 

avec  la  relation 

'^''>  {Êlï-J-f"'"''^  ("  —  >•-' 

qui  définit  ç  en  fonction  de  u  par  une  équation  de  Riccali  ;  l'iatc- 
grale  p  calculée  on  a,  sans  intégration  nouvelle, 

,     ^        (v  —  u  )*   .„       , 
127)  cpit;)^  . /  (  u)n-iv  —  u)J  [Il  )  -i-Ji"), 

comme  je  l'ai  montré  dans  mon  Mémoire  de  VEcole  \o/ni((le, 
année  19 19,  page  269.  A  toute  solution  de  l'équation  (  2())  corres- 
pond une  courbe  (  M  )  et  par  suite  une  surface  minima  réelle  (  M  M|  ) 
(jue  l'on  peut  faire  correspondre  à  la  surface  minima  primitive,  cl 
un  cou|)le  S,  S'  réel.  Si  nous  pailons  maiiilcuaul  de  la  courbe  (  M  I 
ou  de  la  surface  (  MM,  ),  nous  a\ons  à  inlrgi-cr  une  ccpiation  de 
Riecati,  analogue  à  (26), 

(.8.  .  (^j^=i,"»x(..^.)«. 
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Mais  on  connaît  une  intégrale  partictilière  de  (28),  c'est  a,  car 
la  relation  entre  (M)  et  (M)  est  réciproque;  donc  l'équation  (28) 
s'intègre  cette  fois,  si  v  est  intégrale  de  (26),  par  deux  quadratures 
au  plus  :  nous  déterminons  un  nouveau  couple  de  surfaces  minima 
ajant  en  commun  avec  le  précédent  la  surface  (MMi).  L'appli- 
cation de  la  méthode  peut  se  continuer  par  quadratures  successives; 
un  couple  de  surfaces  minima  connu  permet  de  constituer  une 
chaîne  de  cou{)les  ayant  à  chaque  fois  un  élément  commun;  on  a 
en  même  temps  une  succession  de  surfaces  S  ou  de  surfaces  S'.  On 
reconnaît  ici  un  mode  d'opération  qui  se  rencontre  aussi  dans  la 
détermination  de  certaines  surfaces  à  courbure  totale  constante  ou 
de  certains  systèmes  triples  imaginés  par  M.  Bianchi.  J'aurai 
l'occasion  de  revenir  sur  ces  analogies  qui  ne  sont  pas  dues  au 
hasard.  Mais  je  ferai  remarquer  dès  à  présent  que  si  nous  consi- 
dérons le  roulement  du  parai)oloïde  ^  sur  la  sux^face  réelle  S  et  la 
sphère  de  rayon  nul  ayant  son  centre  en  F  considérée  comme 
invariablement  liée  à  ^P,  quand  le  contact  de  9.'  et  S  se  fait  au 
])oint  P,  le  foyer  F  prend  la  position  ijl'  ou  jji'  ;  supposons  que  ce 
soit  ji.';  le  plan  tangent  commun  en  1*  à  ^  et  S  est  alors  coupé  pai- 
cette   sphère    de    rayon    nul   suivant   un    cercle   de    centre  to   et 

rayon  f  X  ■^— ^  ;  or  les  formules  (i3)  et  (i4)  donnent  immédiate- 
ment pour  la  valeur  de  ce  rayon  l'i/ — ] Ces  cercles  engendrent 

un  système   cyclique  imaginaire  et  fournissenl  un  système  triple 
orthogonal  tout  entier  imaginaire. 

Mais  alors  considérons  le  roulement  du  paraboloïdc  9>^  sur  la 
surface  réelle  S'  :  il  suffit,  d'a|)rès  une  remarque  faite  au' Cha- 
pitre I  (n°  3),  de  changer  c,,  c\,  c\  en  — c,,  — c\,  — c\  et  II 
en  —  H  sans  changer  c,  c',  c" .  Nous  obtenons  le  résultat  curieux 
suivant  :  considérons  le  point  to  qui  engendre  la  surface  ï,  point 
défini  par  les  coordonnées 

1—    /   c"  de'  —  c'  de" /   c'[  dc\  —  c',  dc'[^ 
'1.  J                                     ■  ,/ 
,  w,                     ,  —    /  c  de"  —  c"  de l  Ci  dc".  —  e",  dci, 

1    •-»  J  2  J 

f   —    /  c'  de    -  c  de' —  —    /   c'.  dci  —  r,  dc\. 
\    ^  J  2  J 


—  19Î»  — 

Dans  le  plan  tangent  à  S'  menr  par  PP',  plan  de  paramètres 
directeurs  i(c  —  c^),  i(c'  —  Cj),  i{c'' — c'[),  décrivons  le  cercle  de 

centre  o)    et  rayon  t  i  / "  ~  '  •.  ces  cercles  décrivent  un  système 

cyclique  réel;  quand  le  point  P'  décrit  sur  S'  l'une  des  courbes  du 
système  conjugue  commun  à  S'  et  ^£,  le  cercle  décrit  une  surface 
à  lignes  de  courbure  circulaires;  nous  définissons  ainsi  deux 
séries  de  surfaces  réelles,  qui,  associées  aux  surfaces  trajectoires 
orthogonales  des  cercles,  donnent  un  système  triple  orthogonal 
réel.  Darboux  avait  prévu  l'existence  de  tels  systèmes  triples  ou 
cycliques  réels  [Théorie  des  Surfaces,  t.  IV,  ]).  162),  mais  sans 
<lonner  d'exempb*.  Dans  le  cas  de  la  cubique  de  Lyon,  les  deux 
familles  de  surfaces  à  lignes  de  courbure  circulaires  dans  un  système 
sont  algébriques,  la  troisième  famille  se  compose  de  surfaces  trans- 
cendantes. 

7.  Il  est  intéressant  de  confronter  les  résultats  obtenus  dans  ce 
Chapitre  de[)uis  le  n°  2  avec  :  i"  ceux  que  j'ai  indiqués  au  Mémoire 
précédent  (Chap.  T,  n"  10);  2**  ceux  qu'a  donnés  M.  Goursat  aux 
ylcla  mathernalica  (t.  XI), 

Au  Mémoire  précédent  j'ai  montré  que,  de  toute  surface  déjà 
connue  S  ou  S'  applicable  sur  le  paraboloïde,  on  déduit  par  de 
simples  difl'érentiations  ou  éliminations  une  infinité  de  surfaces  de 
même  définition,  renfermant  trois  paramètres  nouveaux  de  forme. 
Or,  dans  ce  Chapitre,  j'ai  montré  que  les  deux  problèmes  sui- 
vants :  «  Trouver  un  couple  de  deux  surfaces  miniuia  se  corres- 
pondant comme  focales  d'une  même  congruence  rectiligne  avec 
conservation  des  lignes  de  longueur  nulle,  des  asymptotiques  et 
des  lignes  de  courbure  »,  ou  bien  «  Trouver  une  surface  S  (ou  S') 
applicable  sur  le  paraboloïde  »,  sont  deux  problèmes  strictement 
équivalents.  Il  i-ésulte  donc  immédiatement  de  ce  rapprochement 
que  tout  couple  déjà  connu  de  deux  surfaces  niinima  satisfaisant 
aux  conditions  citées  permet  d'en  obtenir  une  triple  infinité  de 
même  définition. 

M.  Goursat,  au  iNlémoire  cité,  établit  le  résultat  suivant  : 
soient  (M),  (M|)  deux  courbes  minima  conjuguées,  (MM|)  la  sur- 
face minima  réelle  lieu  des  milieux  des  cordes  s'appuyant  sur  (M) 
et  (M,);  soit  (M")  la  courbe  minima  obtenue  en  imprimant  à  (M) 
L.  14 
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un  déplacement  D  réel  ou  imaginaire;  (M,"')  la  courbe  minima 
obtenue  en  imprimant  à  (M|)  le  déplacement  D,  imaginaire  con- 
jugué de  D;  (M")  et  (Mi**')-  sont  encore  conjuguées;  la  surface 
minima  réelle  qu'elles  définissent  étant  représentée  par  l'écri- 
ture (MM,)**"',  M.  Goursat  a  montré  que  les  coordonnées  d'un 
point  de  (M)  étant  exprimées  au  moyen  d'un  paramètre  t,  celles 
d'un  point  de  (M|)  au  mojen  d'un  paramètre  ?,,  si  l'on  fait  corres- 
pondre sur  (Al  )  et  (M)"  les  points  de  même  t,  sur  (M,  )  et  (M,  )'•• 
les  points  de  même  ;,  et  par  suite  sur  (MM,  )  et  (MM,  )'*'*'  les  points 
de  mêmes  coordonnées  curvilignes  t,  i,,  cette  correspondance 
poncluelle  fait  correspondre  les  lignes  de  longueur  nulle,  les  lignes 
de  courbure,  les  lignes  asymptotiques  su  ries  deux  surfaces  minima. 
Si  le  déplacement  D  est  réel,  D,  coïncide  avec  D  et  l'on  n'obtient 
qu'un  déplacement  d'ensemble  sur  la  figure,  transformation 
banale;  mais  cette  remarque  permet  de  composer  D,  dans  le  cas  où 
il  est  imaginaire,  avec  un  déplacement  réel,  antérieur  ou  coi\sécutif, 
de  façon  à  réduire  D  à  une  rotation  d'amplitude  imaginaire  pure, 
autour  d'une  droite  réelle;  on  ne  conserve  ainsi  que  trois  para- 
mètres de  forme  :  amplitude  de  la  rotation,  paramètres  d'orienta- 
tion de  la  droite.  Dans  une  telle  transformation  appliquée  à  toutes 
les  surfaces  minima,  les  surfaces  minima  algébriques  restent  algé- 
briques; de  simples  éliminations  algébriques  ou  diftercnliations 
font  passer  d'une  surface  minima  donnée  à  sa  transformée. 

Ici  je  considère  la  sphère  qui  porte  la  courbe  sphérique  (\il)  ),  la 
courbe  (A-)  à  torsion  constante  déduite  de  (ï'i»),  les  courbt:s 
minima  (M)  et  (M)  déduites  de  (lU))  par  les  formules  de  ce  Cha- 
pitre, n"  2;  je  prendrai  pour  D  une  rotation  d'amplitude  imaginaire 
autour  d'un  diamètre  réel  de  la  sphère  et  je  considère  les  nouvelles 
positions  (ilî»)**,  (<^'^)'*,  (M)",  (M)'*  des  éléments  géométriques 
définis.  Le  déplacement  conjugué  D,  remplace  (ni»,),  (=1)»),  (^Ii)' 
(M7)  par  (iiî>,  )"',  (.1,,  )"',  (M,  )'»>,  (M,  )»■  ;  la  surface  réelle  S  appli- 
cable physiquement  sur  ^  est  remplacée  par  une  surface  réelle  S'"* 
de  mêmes  propriétés;  de  même  S'  est  remplacée  par  la  sur- 
face S'^^'  complémentaire  de  S""';  le  couple  (MM<),  (MM,)  est 
remplacé  par  le  nouveau  couple  (MM,)"'*'  et  (MM,  )•*"•.  On  a  sup- 
j)osé  sur  (iiï>)  les  quantités  (c,  c',  c  )  exprimées  au  moyen  dun 
certain  paramètre  t;   le  point  (c,   c',  c")  devient  par  le  .déplace- 
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ment  D  un  point  (y,  y',  y"),  de  même  t;  de  mrme  sur  ui),  on  a  pris 
un  paramètre  /,  et  sur  tous  les  éléments  définis,  courbes  et  sur- 
faces, on  associe,  avant  et  après  l'opération  D,  ou  l'opération  D,, 
ou  l'opération  que  je  peux  appeler  DD,,  les  points  de  mêmes 
coordonnées  curvilignes  /,  tx.  Alors  chaque  surface  (M.M,) 
et  (MM,  )  subit  individuellemenl  la  transformation  de  M.  Goursat; 
mais,  de  plus,  dans  leur  ensemble,  les  points  de  même  <,  /» 
sur  (MM,)  et  (MM,  )  établissaient  la  correspondance  conforme, 
conservant  les  lignes  de  courbure  et  les  lignes  asjmptotiques  : 
après  l'opération  DD,,  les  points  respectivement  transformés 
réalisent  la  correspondance  de  même  définition  sur  les  surfaces 
transformées  (*). 

De  ruême  sur  S  et  S'  les  points  de  même  t,  t^  se  correspondent 
de  façon  que  la  droite  joignant  ces  deux  points  engendre  une  oon- 
gruence  W  dont  ils  sont  les  points  focaux  :  après  la  transforma- 
tion DD,,  il  en  est  encore  de  même.  D'ailleurs  /  =  const, 
ou  ti  =  const.  définissent  les  deux  séries  d'asjmptotiques  de  S 
ou  S',  ou  encore  de  S""'  et  S"*"',  de  sorte  que  tout  réseau  con- 
jugué sur  S  reste  conjugué  soit  sur  S',  soit  sur  S""',  soit  sur  S'""'; 
je  n'avais  pas  signalé  cette  propriété  dans  le  premier  Mémoire.  De 
plus  les  relations  géométriques  établies  aux  n°*  !2  et  suivants  entre 
tous  les  éléments,  courbes  ou  surfaces,  (iHO,  (itl»,  ),  (c^Vo),  (d-,),  (S), 
(MM,)  (  MM,  )  subsistent  après  la  transformation  :  les  applications 
des  n"'  !2,  3,  i  rendent  ce  fait  à  peu  près  évident. 

Au  Mémoire  précédent  j'avais  indiqué  uniqueuient  la  corres- 
pondance entre  S  et  S""*';  j'ai  choisi  pour  le  déplacement  imagi- 
naire D  une  aulie  forme  réduite  que  celle  de  M.  (îoursat  :  si  l'on 
prend  syr  la  sphère  comme  coordonnées  m,  r  les  expressions 


(')  M.  Goursat  prend  pour  D  uuc  rolulioii  d'ampliludc  imaginaire  pure  auloui 
d'un  diamètre  réel  de  la  s])i»ére.  (]e  diamètre  réel  prend  le  nom  A'axe  de  déri- 
vation. Supposons  cet  axe  vertical;  sur  une  surface  niiniina  donnée,  el  sur  la 
transformée  de  cette  surface  par  dcrivalion,  les  points  homologues  sont  à  la 
même  cote,  les  tangentes  aux  section-^  hori/.oiUales  étant  parallèles.  De  la  sorte 
la  congruence  rectiligne  de  M.  i'hybaut  se  transforme  en  une  autre  cougruencc 
rectiligne,  de  sorte  que  deux  points  focaux  associés  ;j.  el  |a  sont  remplacés  par 
deux  points  focaux  associés  tels  que  chacun  a  même  cote  que  celui  dont  il  dérive. 
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je  définis  D  parla  substitution 

U  =  À  «  -}-  a  -H  •/  J,  N   =  ).  v-i-  ;j  -T-  V  /, 

hù  1,  [JL,  V  sont  trois  nombres  réels;  le  déplacement  imaginaire  le 
plus  général  revient  à  ce  déplacement  réduit  précédé  ou  suivi  d'un 
déplacement  réel,  qui  finalement  disparaît  du  résultat,  de  la  sorte, 
adopter  cette  réduction  ou  celle  de  M.  Goursat  est  indifférent  : 
dans  chaque  cas  particulier,  l'une  pourra  être  préférable  à  l'autre. 

8.  Pour  éviter  toute  ambiguïté,  je  ferai  lemarquer  que  la  corres- 
pondance (tt,)  entre  S  et  S""'  n'est  pas  une  application,  ce  (pii 
résulte  de  diverses  raisons;  d'abord  pour  deux  surfaces  applicables 
sui-  le  paraboloïde  et  par  suite  entre  eiles,  aux  points  correspon- 
dants dans  l'application,  H  a  la  même  valeur;  or  H  a  pour 
valeur  cc,-\- c' c\-\-c" c'\  sur  S  et  au  point  de  même  (tt,  )  sur  S"''-, 
yv.  H- Y'y'j-f-y'Y",  ;  rexj)ression  ce, -+- c'c, -h  c"Cj  est  le  cosinus 
de  l'angle  des  deux  rayons  vecteurs  joignant  l'origine  aux  points  t 
de  \il)  et  tf  de  (itl'i);  comme  ces  deux  courbes  ne  participent  [)as 
au  même  mouvement,  l'angle  et  son  cosinus  changent  de  valeur. 
D'ailleurs  la  correspondance  («,)  conservant  sur  S  et  S"*"'  les 
asymptotlques,  elle  ne  pourrait  être  une  application  que  si  S 
et  S'*"'  ne  différaient  cpie  par  un  déplacement,  et  cela  n'arrive  que 
si  D  est  réel. 

De  même  en  revenant  pour  un  instant  aux  notations  employées 
en  note  au  n"  8  du  Chapitre  I  du  précédent  Mémoire,  notations 
différentes  de  celles  de  ce  Chapitre,  si  je  considère  la  correspon- 
dance (ttt)  entre  S  et  S'  qui  fait  corres|)ondre  à  un  point  M  de  S 
un  point  M'  de  S',  cette  correspondance  engendre  la  congruencc 
de  normales  MM'  à  une  surface  W.  Dans  l'application  de  S  sur  Ù\ 
M  a  pour  homologue  un  point  a,  et  cette  correspondance  ponc- 
tuelle (M,  a)  admet  pour  réseau  conjugué  commun  celui  qui  est 
défini  par  0  ±:  B,  =  const.,  B  et  0,  désignant  les  arcs  de  (<»!.) 
et  (^V>i);  si  l'on  considère  ensuite  l'application  de  S'  sur  'f,  M'  a 
.  pour  correspondant  un  point  a',  le  réseau  conjugué  commun  à  S' 
et  ^S  dans  la  correspondance  (M',  a')  a  pour  équation  encore 
0  dz  ©1  =  const.,  mais  les  courbes  ainsi  obtenues  sur  ^j?  sont  dis- 
tinctes de  celles  qui  précèdent,  bien  que  l'équation  semble  la 
même  :  cela  tient  à  ce  que  les  expressions  au  moyen  de  /,  /|  des 
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coûrdonn(''(;s  du  point  a.  point  couiani  de  y:,\  et  celles  de  a',  point 
courant  aussi  de  ^,  dilïèrent.  La  correspondance  ponctuelle  (a,  a') 
sur  "^  donne  comme  réseau  conjugué  le  réseau  trouvé  sur  (f  dans  la 
correspondance  (M,  a)  et  le  réseau  trouvé  ensuite  sur  <^  dans  la 
correspondance  (M',  «').  On  pourrait  de  même  sur  le  couple  S, 
S""'  considérer  les  points  (^,  t^)  et  considérer  sur  le  paraboloïde 
les  deux  points  distincts  «,  r^u,,^  correspondants  par  application  au 
point  (/<i)  de  S  ou  {it^)  de  S""'  :  l'équation  (-)  =b  (^,  =  const. 
définit  toujours  les  réseaux  conjugués,  mais  bien  cpu'  la  forme 
d'équation  soit  la  même,  le  réseau  obtenu  avec  a  et  le  réseau 
obtenu  avec  a^o  diffèrent  :  ces  deux  réseaux  sont  conjugués 
simultanément  dans  la  nouvelle  correspondance  ponctuelle  (a,  «do,). 


CHAPITHE  111. 

Kri'DE    DES   SURIACES   APPLICABLES   SLR    LE    PARABOLOÏDE    IMAGINAIRE 

l.  11  est  intéressant  de  chercher  ce  que  deviennent  les  résultats 
établis  dans  ce  Mémoire  ou  le  précédent  quand  on  remplace  p 
par  ip.  Le  paraboloïde  t,P  est  remplacé  par  un  paraboloïde  imagi- 
ginain;  ^'  d'équation  x-  -\-  y'^  =^  2.piz  et  je  définis  trois  surfaces  : 
s  pour  s  =  4-1,  s'  pour  î  =  — ^i  et  t  |)our  £  =  o  par  les  for- 
mules {p  =  2t)  : 

l   a;  =  -    le"  de  —  c'  de"  —  -    /   c'[  d<:\  —  c\  di'[  -f-  —  ((■'  ''"i  —  c"c\), 

(l)     (  y  =  -    je  de"  —  c"  de  —  -     /    r,  dc\  —  c\  (/ci  -^  —  (  c"  r,  —  ce]  ), 

\     Z  =         le'  de  —  e  de' /    e'.  dci  —  r'i  de,  -i-  —  (  C  o'.  —  e'  Cy  ). 

\  ■>.  J  •}.  ,1  '  ■> 

Darboux  indicpu;  au  Touk;  111  de  la  Théorie  des  Surfaces 
l'interprétation  géouiélrique  de  ces  formules  (p.  3-:i  et  3'^3).  On 
utilise  cette  fois  deux  courbes  à  torsion  constante  réelles,  ajani 
leur  torsion  égale  et  de  signe  contraire. 

Si  la  courbe  (iH»)  (c,  c',  c")  et  si  la  courbe  (  U'-m)  (C|,  c',,  c\  )  sonl 
réelles  séparément  (d'ailleurs  distinctes  ou  non),  les  trois  sur- 
faces .ç,  5',  a-  sonl  réelles;  on  a  supposé  t  réel  et  désormais  je  me 
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borne  aii\  fourbes  (»î>),  ("ï>i)  réelles,  le  mot  réel  étant  pris  dans 
l'acception  ordinaire  (l'acception  de  M.  Goiirsat  étant  désormais 
exclue). 

Les  formules  (i)  reviennent  à  recopier  celles  du  premier 
Mémoire  en  divisant  x,  y^  z  par  i;  de  la  sorte  on  pourra  écrire 
pour  la  surface  s  : 

H  =  c  Cl  -f-  c'  c\-k-  c"  c'[ , 

Cl     de  —  clci 

dv  = ^—TT     c      c\     de'  —  dc\ 

c"     c",     de" —  de". 


(9.) 


dx 


-H 


—  H 


{c'e'[  —  c:'e';) 


I  —  H 


Cl       de  —  flfci 

c'i      de  —  dc\ 
c",      de"  —  de". 


du  =  ~d\\ 


i+H 


ï^^^/t^' 


dx  =  -  '^''i-'^  ''^  du  + 


y/l  -  Hî 


v/^ 


j(,_H)       V        2 


f/52  =  dx^  -+-  r/j^  _t-  f/^2  =  du'^  ■ 


dv^-. 


La  quantité  H  ici  est  réelle  et  plus  petite  que  i  quand  on  se 
borne  aux  points  réels  de  ail»  et  \ll>, . 

Les  formules  relatives  à  la  surface  s'  s'obtiennent  immédiatement 
en  changeant  dans  ce  qui  précède  c,,  c', ,  c\  de  signe.  On  aura 
donc  à  écrire 


(3) 


dv'  = 


IH-H 


c  Cl  de  -+-  dci 
e'  c\  de'  -H  dc\ 
c"     c'[     de"  -^  dc'[ 


du'  =  -d\l 


11 


-,""\/rTn- 


dx'  =■ 


e  e,  —  c  c 


'-du'-ï- 


v/i-iiî 

ds'^  =  f/x'^^  dy^-^dz"^  =  du'^ 


Cl 


;  dv' 


2.  Cette  fois  il  n'y  a  plus  à  faire  de  distinction  physique  entre 
une  surface  5  et  une  surface  .s';  en  elfel  (iil>)  et  (M!),)  étant  sup- 
posées  réelles,    quand   on    remplace    (ni.)   par   la   courbe   symé- 
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trique  (»•'->'),  s'  s'échange  avec  s  et  réciproquement.  H  a  une  signi- 
fication géométrique  évidente  :'c'est  le  cosinus  de  l'angle  formé 
par  les  deux  rayons  aboutissant  en  (c,  c',  c")  et  (c,,  c', ,  c"  ).  Pour 
appliquer  physiquement,  au  moins  sur  une  certaine  étendue, 
5  sur  .ç'  il  suffit  de  pouvoir  trouver  un  premier  couj)le  (c,  c',  c"), 
(c,,  c', ,  c\)  sur  (ii!>)  et  (iii)|)  respectivement,  puis  un  second 
couple  (c,  c',  c"),  (c,,  r', ,  c\  )  encore  sur  (i)!))  et  (»)b,)  fournissant 
deux  angles  supplémentaires  ou,  si  l'on  préfère,  trouver  des  solu- 
tions réelles  de  l'équation  à  (jualre  variables  t,  /,,  /,  ^,  : 


(  i)  CCi  -(-  c'  c'y  -\-  c"  c\  -+-  c  t'i  -+-  c'  c\  ■+-  c"  C\    =  (). 

L'équation  H=const.  représente  sur  v  une  famille  de  courbes 
que  j'appellerai  encore  parallèles  ;  connaissant  sur  s  et  s'  respecti- 
vement deux  parallèles  correspondant  à  deux  valeurs  égales  et  de 
signe  contraire  de  II,  on  aura  deux  infinités  de  façons  d'appliquer 
.V  sur  5' en  faisant  correspondre  arbitrairement  un  point  (bi  paral- 
lèle de  5  à  un  point  du  parallèle  de  s'. 

Si  sur  leparaboloïdc  (J?'  on  pose 

j:.' =1  /•  cosO,  v=/sinO, 

d'où 

on  a  comme  correspondant  du  point  (x,  j',  z)  de  s  dans  lappli- 
calion  f.v,  tj?)  le  point  délini  par 

0  =  -, 
/' 

de  sorte  que  le  point  de  <$'  correspondant  à  un  poiul  réel  de  s  a  ses 
coordonnées  x,  y  réelles,  sa  coordonnée  z  imaginaire  pure.  Le 
point  de  ^Ji"  correspondant  au  point  [x\  y\  z')  de  s'  a  [)our  coor- 
données 


de  sorte  que  x,  y  sont  encore   réelles  et  :;  imaginain-  pure  (  '). 


0=  - 
P 


(  '  )  De  là  résullc  que  ^Jf'  roulaiU    sur    uue   surface  s   cl   s    engendre  dos  sys- 
tèmes cyrli(jiies  réels;  nous  savons  que  le  réseau  conjugué   commun  à  T'  el  v 
pour  équation  ft  ±:  0,  =  consl.  où  8  et  rt,  sont  les  arcs  de  (\>i»)  et  (^j,). 
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On  voit  que  le  paraboloïde  ^£'  n'intervient  ici,  si  l'on  se  borne 
aux  points  réels  des  surfaces  s  applicables  sur  lui,  que  par  les 
points  X,  y  réels,  z  imaginaire  pure;  or  un  tel  champ  de  variation 
pour  x^  y,  z  ii'est  pas  plus  général  que  le  champ  ar,  y,  z,  tous 
réels.  Les  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde  réel  exigent  que 
l'on  prenne  des  fonctions  de  variables  complexes  (tout  au  moins 
si  l'on  veut  obtenir  une  surface  réelle);  ici,  au  contraire,  on  peut 
se  borner  à  des  fonctions  de  variables  réelles,  même  s'il  est  impos- 
sible d'étendre  leur  définition  pour  des  valeurs  complexes  de 
variables  indépendantes. 

3.  Pour  bien  faire  comprendre  ma  pensée,  on  remarquera  que 
l'étude  d'une  fonction/(a:)  +  i(f{x),  où/ et  cpsont  deux  fonctions 
réelles  de  la  variable  réelle  x  n'exige  nullement  la  théorie  des 
fonctions  de  variable  complexe  :  on  peut  dériver,  intégrer  sans 
avoir  besoin  de  cette  théorie.  Ce  paraboloïde  x'--\-y-=  2piz 
n'aura  donc  rien  de  plus  spécial  qu'une  surface  réelle,  dont  on 
n'étudierait  que  les  points  réels.  Dans  un  autre  oi'dre  d'idées 
l'équation 

entraîne,  même  si  l'on  se  borne  aux  solutions  réelles,  l'introduc- 
tion des  fonctions  de  vaiiable  complexe,  tandis  que  l'équation 

d-x        d'Z  

^^^  'dx^  ^  dy^  ~^ 

n'entraîne  que  l'étude  des  fonctions  iVune  variabh^  réelle  et  admet 
pour  solutions  des  expressions 

z  =f{x-^y)  -l-?(^— 7); 

où  les  fonctions  /  et  cp  n'admettent  de  dérivées  que  jusqu'à 
l'ordre  2.  Cette  propriété  a  son  analogue  dans  la  ihéorie  des  sur- 
faces s  définies  ici  :  j'y  reviendrai  un  peu  plus  loin. 

4.  On  a  cncon;  des  résultats  analogues  à  ceux  du  début  :  M  et  M' 
se  correspondant  sur  s  et  a',  p  el  c'  étant  les  inverses  des  courbures 
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totales  en  M  et  M'  respectivement,  on  a 

p  —  ?■  =  —  i-^H, 


à  condition  de  piendre  \/ —  p  et  y/ —  p'  positivement.  La  formule 
y/ —  p  +  y/ —  p'  =  />  montre  bien  la  symétrie  des  rôles  de  a'  et  s'  et 
ensuite  l'on  déduit  par  élévation  au  carré 

1     2l\lM'2—  ?  —  p'=/>2^ 

(8)  !  o'— p 

]     H    =     ^ ^^ ;  . 

Comme  plus  haut,  on  voit  que  la  connaissance  d'une  surlace  s 
permet,  par  des  éliminations  algébriques,  par  des  extractions  de 
racines  carrées  et  des  différentialions  de  trouver  la  surface  com- 
plémentaire s',  la  \aleur  de  />,  de  déterminer  la  courbe  (i)l)),  la 
courbe  (»n>,),  les  coui-bes  (-,1.)  el  (-V.,),  de  tracer  sur  s  et  s'  le  réseau 
des  asjmptotiqucs  et  des  parallèles.  Seul  le  tracé  des  uiéridiens 
exige  une  quadrature  sur  s  et  une  nouvelle  sur  s' . 

La  connaissance  d'une  surface  s  réelle  permet,  par  les  opéra- 
tions que  je  viens  d'indiquer  (quadratures  exclues)  de  déterminer 
aussi  une  infinité  d'autres  surfaces  s  réelles  dépendant  de  trois 
paramètres  de  forme  nouveaux  :  il  suffit  de  déplacer  (il!.,  ")  arl)itrai- 
rcment  sur  la  splière,  laissant  (ii!>)  fixe. 

Si  les  deux  courbes  (iil>)  et  (i'î><)  sont  chacune  analytiquement 
distinctes  de  sa  symétrique  (<•'»')  et  (ilî/,  )  par  rapport  au  centre  de- 
là sphère,  *  et  s'  sont  analytiquement  distinctes;  si  (iiî>)  coïncide 
avec  (iil»'),  que  (^i>»)  soit  ou  non  distincte  de  (>'!>',),  les  deux  sur- 
faces .V  et  s'  sont  morceaux  d'une  même  surface  analytique. 

o.  Enfin,  si  les  courbes  -.1.  et  -l,,  sont  toutes  deux  al^ébrujucs, 
il  en  est  de  même  de  s  et  s'  et  réciproquement.  Bornons-uous 
désormais  à  supposer  cl>  et  e^\o,  algébriques,  ce  qui  exclura  en  par- 
ticulier le  cas  de  courbes  et  surfaces  périodiques.  Les  surfaces  s 
et  s'  sont  alors  tout  entières  à  distance  Unie. 

La    discussion    faite    précédcmmcnl    pour    les    jxiinl--   à    linliiii 
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subsiste  sans  modification  :  il  suffit  de  remarquer  qu'en  prenant 
l'homothétique  d'une  surface  5  ou  s'  avec  le  rapport  d'homothélie  i, 
on  obtient  une  surface  S  ou  S';  la  discussion  est  faite  de  façon  à  ne 
rien  supposer  sur  la  réalité  de  sorte  que  l'homolhétie  en  question 
ne  change  rien  à  la  disposition  des  points  à  l'infini  :  la  section  par 
le  plan  de  l'infini  des  surfaces  s  ou  s'  se  réduit  à  une  série  de 
droites,  tangentes  au  cercle  de  l'infini  aux  points  où  il  est  percé 
par  les  courbes  (iii>)  et  (>iï>,  ):  11  peut  arriver  que  l'on  ait  deux  tan- 
gentes conjuguées  :  le  point  d'intersection  est  réel,  mais  isolé  sur 
la  surface  s  ou  s' . 

Les  résultats  relatifs  à  la  séparation  de  deux  côtés  sur  une  sur- 
face s  ou  5'  sont  analogues  à  ceux  déjà  rencontrés;  les  cosinus 
directeurs  de  la  normale  à  s  sont 

^    ^  c -+- Cl  c' -\- c[  c" -h  c'I 

(9) 


v/2(H-+-i)  v/2(H-+-i)  \/->.{U^i)' 

ceux  de  s'  sont 
(10)  '■"'■' 


^■?.{i  -  H )  \/-i{i—  H  )  v/'^^(i  —  H ) 

On  peut  toujours  raisonner  sur  la  surface  étudiée  en  l'appe- 
lant 5'  :  sinon  on  remplacerait  (itî.,)  par  (  »'!'',  )  sans  toucher  à  (l'b). 
La  longueur  c  —  c,,  c' — r, ,  c" — c",  portée  à  partir  de  M'  sur  la 
normale  en  M'  à  s'  a  pour  longueur  y/2(i  — II),  elle  ne  peut 
devenir  nulle  que  si  le  point  ni  de  coordonnées  (c,  c',  c")  pris 
sur  (\l!))  appartient  aussi  à  (ii^,).  Gela  posé,  supposons  que  (\iî>)  et 
(ilJ>'),  d'une  part,  soient  analjliqucment  confondues  et  que  (ill>i) 
et  (>i''>'i),  d'autre  part,  le  soient  aussi;  nous  supposons  ii!>  et  »iï<,  dis- 
tinctes; si  le  point  m{c,  c\  c")  pris  sur  {\\^^)  est  relié  au  point 
diamétralement  opposé  in\  qui  appartient  aussi  à  (\i'o)  par  un  arc 
continu  réel  de  (\ii>)  (cela  arrivera  certainement  si  la  courbe  iil>  ne 
comprend  qu'un  seul  trait),  et  si  le  point  w?i(<i5  c, ,  c",  )  pris 
sur  Hî),  possède  la  même  propriété  relativement  à  //i', ,  on  pourra 
imaginer  un  premier  mobile  partant  de  m  et  allant  en  ni  sur  (iti>), 
et  un  second  mobile  partant  en  même  temps  de  m^  pour  arriver 
au  même  moment  en  «?',,  la  marche  des  deux  mobiles  étant  réglée 
de  façon  qu'ils  ne  passent  pas  au  même  instant  aux  points  de  croi- 
sement (iil>)  et  (»'S>,),  s'il  en  existe;   dans  ces  conditions,  le  vec- 
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tenr  c  —  c,.  c — c', ,  c" — c'\  ne  sanniilc  jamais  et  suivi  par 
conlimiilé  revient  au  point  de  départ  avec  le  sens  opposé  :  il  existe 
donc  une  infinité  de  circuits  réels  changeant  le  sens  de  la  normale. 

Si  toutes  les  conditions  énoncées  ne  sont  pas  remplies,  c'est- 
à-dire  si  l'une  des  courijes  (i)5))  ou  (i''-'i)  ou  toutes  deux  sont 
distinctes  de  leur  symétrique  (i'i>  )  ou  (it'-»',  );  ou  bien  si  (l'I'),  par 
exemple,  étant  analytiquement  confondue  avec  (<•'->'),  les  deux 
points  ni  el  m  appartiennent  à  deux  traits  physiquement  séparés 
de  \l!>,  le  point  M'  appartient  à  une  nappe  de  S'  qui  possède  deux 
côtés  bien  distincts  au  point  de  vue  physique;  ce  résultat  subsiste 
alors  même  si  ii'.i  coïncide  avec  Ol),,  mais  alors  l'existence  d'un 
centre  de  symétrie  pour  s'  complique  la  démonstration  :  je  renvoie 
au  premier  Mémoire. 

En  supposant  toujours  (^iU),  {<^\)  algébriques,  si  la  courbe  (ill)) 
est  distincte  de  sa  symétrique  (it'-»')  et  si  elle  se  compose  de  yw  arcs 
réels  séparés,  la  courbe  (J.>)  se  compose  aussi  de  p  arcs  réels 
séparés  :  la  raison  en  est  que  si  tout  est  algébrique  il  y  a  une  cor- 
respondance birationnelle  entre  les  coordonnées  d'un  point  de  («Rd) 
et  celles  d'un  point  de  (\l"'>).  Si  la  courbe  (iib)  est  confondue  analy- 
tiquement avec  sa  symétrique  et  se  compose  de  plusieurs  arcs  réels 
séparés,  un  certain  noml)re  yp,  sont  chacun  son  propre  symétrique, 
les  autres  en  nombre  pair  2^,  sont  deux  à  deux  symétriques  : 
dans  ces  conditions,  la  courbe  (~l))  se  compose  de  pi-h(/{  arcs 
séparés;  la  raison  en  est  que  la  section  par  le  plan:;  =  i  du  cône 
qui  a  son  sommet  au  centre  de  la  sphère  et  s'appuie  sur  (iiîi)  se 
compose  de/>,-|-<7i  arcs  séparés  et  que  cette  section  et  {^\>)  sont 
liées  birationnellement.  Ayant  ainsi  déterminé  le  nombre  P  d'arcs 
séparés  de  (.1,)  et  le  nombre  P,  relatif  à  (ij),  chaque  surface  s 
ou  s'  se  compose  de  PP,  nappes,  physiquement  distinctes,  chacune 
connexe  ;  les  indications  précédentes  permettent  de  reconnaître  si 
chaque  nappe  a  deux  côtés  physiquement  distincts  ou  non  [le 
résultat  peut  varier  pour  chaque  nappe  si  (\i'->)  et  (i''>')  sont  con- 
fondues et  en  même  temps  (>'''>()  et  (>'•',)]• 

Les  points  communs  à  (\il>)  et  (>''•>()  fournissent  un  point  singu- 
lier sur  la  surface  s'  et  ceux  communs  à  (ii'.>)  cl  («H'',)  un  point  sin- 
gulier sur  s. 

().    Enlin  tdiil  ce  qui  a  ('-lé  dit   pour  lc>  s\mèlries,  et  évenlurlle- 
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nient  leur  espèce,  première  ou  seconde,  s'applique  sans  change- 
ment en  passant  du  paraboloïde  ^i'au  paraboloïde  ^  :  la  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  trois  surfaces  (algébriques)  s, 
.s',  a-  aient  un  centre  de  symétrie,  d'ailleurs  commun,  est  que  (i)l>) 
coïncide  avec  ('t''i)  ou  (it'->',  );  les  cônes  des  tangentes  au  centre, 
qui  est  point  conique,  se  déterminent  sans  changement.  Ici  pour 
les  surfaces  réelles  il  ne  s'agit  que  de  courbes  réelles  au  seîis 
vulgaire  :  c'est  la  seule  différence  entre  les  deux  études. 

De  même  pour  que  les  trois  surfaces  algébriques  .«,  s\  <t  aieni 
un  plan  de  symétrie,  il  faut  et  il  suffit  que  (liS)  et  (^H'i)  soient 
symétriques  l'une  de  l'autre  soit  par  rapport  à  ce  plan,  soit  par 
rapport  au  diamètre  perpendiculaire. 

Pour  ûue  les  trois  surfaces  5,  s',  o-  admetlenl  un  axe  de  rota- 
lion  —  )  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  courbes  (ul>)  et  (iil>,)  pos- 
m  '■ 

sèdent  simultanément  la  propriété  soit  de  se  reproduire  chacune 
par  cette  même  rotation,  soit  de  s'échanger  chacune  avec  sa  symé- 
trique itl>'  ou  ill>'j . 

Les  courbes  à  torsion  constante  algébriques  que  j'ai  données  en 
grand  nombre  fournissent  donc  sans  effort  un  grand  nombre 
d'exemples  de  surfaces  algébriques  possédant  les  divers  types  de 
symétxie  et  rotation. 

7.  Le  paraboloïde  $'  x--\-y-:^  2piz-  ne  joue  qu'un  rôle  effacé 
dans  cette  étude  :  il  est  facile  de  construire  des  surfaces  de  révo- 
lution réelles  ayant  le  même  ds'-.  En  effet  en  posant 

a'=/-cosG.         j'=/sinO, 
le  (h-  de  <i"  est 

(li)  ds^=dr-^(i-  ^^\  ^r-</*iK 

On  aura  une  surface  de  révolution  réelle  en  posant 


a:,  = /-i  cosO,,         jKi  = ''i  sinO,,  /j  =  «/-,         0  =  -  , 


(l'O 


où  a  est  une  constante  réelle  quelconque  comprise  entre  o  et  1 
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On  a  aisémt'iil  les  lonnules  parainélriques 

i   /■,  =  a/?  y/i  —  a*  sino, 


(i3) 


pour  représenter  la  méridienne  :  on  a  ainsi  une  courbe  fermée  de 
forme  indiquée  par  la  figure   i/j,  se  reproduisant  périodiquement 


par  translation  le  long  de  l'axe  O:;.  Quand  d  varie,  toutes  ces 
uiéridienncs  sont  des  transformées  homographiques  simples  de 
Tune  d'elles  ou  de  la  courbe 


X  =  sincp, 


'») 


Ces  surfaces  sont  les  surfaces  s  correspondant  à  une  courbe  ii!> 
et  »iîj(  coïncidant  toutes  deux  avec  un  même  petit  cercle  réel  de  la 
sphère;  -A.  et  A,^  sont  deux  hélices  circulaires  tracées  sur  un  mêuie 
cylindre  de  révolution,  symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport  ù 
un  méridien. 

Si  (i(î))  et  (i'!>i  j  sont  deux  petits  cei'cles  parallèles  de  la  sphère, 
on  obtient  un  hélicoïde  applicable  sur  ^'. 

8.  Chaque  couple  associé  SS'  applicable  sur  le  parabo- 
loïde  x^ -\-y'- =  :ipz^  chaque  couple  ss'  relatif  au  parabo- 
loide  x'--{-y^=  2piz  définit  une  congruence  de  normales  à  une 
surface  W  dont  on  obtient  aisément  la  relation  caractéristique 
entre  les  rayons  de  courbure  principaux. 

Nous  savons  qu'étant  donnée  une  surface  W  ,  ses  deux  déve- 
loppées S,  S'  et  les  points  correspondants  I*,  M,  M'  d^  ces  surfaces 
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sur  la  normale  en  Pà  W,  si  Ton  fait  rouler  sans  glissement  i]  sur 
une  surface  S,  applicable  sur  elle,  la  droite  PMM  invariablement 
liée  à  2  dans  ce  mouvement  prend  la  position  P,M,M',  quand  M 
s'applique  sur  le  point  homologue  de  ï,  ;  P,  engendre  une  sur- 
face W,  correspondant  à  la  même  relation  que  W,  M,  et  M',  étant 
les  deux  centres  de  courbure  relatifs  à  P,  sur  AV , . 

Considérons  donc  une  surface  S,  rcduisons-là  à  y.^,  S'  se  réduit 
à  Taxe  de  révolution  de  ^Jf;  la  surface  W  est  la  surface  de  révolution 
aduiettant  pour  méridienne  la  développante  de  parabole  ic^=  ^pz 
passant  par  exemple  par  le  sommet.   On   trouve  aisément  qu'en 

posant  ^  =/?  sh  ■—,  on  a  le  droit  d'écrire  (;n  grandeur  et  signe,  R 

et  R'  étant  alors  de  signe  contraire. 


(i5) 

on  encore 

(i6) 


R  =  1»M  =  ^(-w^-slico), 
4 

R'=  PA1'.=  ^(r.,  -shco), 

4 


>{K—  R')  =/>slitu, 

->.  (  R  -1-  R'  )  =  p  oj  ; 


d'où  la  relation  caracléi'istiqne 

/     ,                                    /R  —  R'\  ,   fi.l\^i\V 

(17)  ■>.[  =  si 


Pour  les  surfaces  s  et  s\  inutile  de  recommencer  un  calcul  :  il 
suffit,  dans  les  formules  générales  (17),  de  remplacer  p  par  p<; 
on  trouve  ainsi 

,  .,  /R  — R'\         .    /•^,R-f--2R'\ 

(,8)  .(__)=.„(__j. 

L'étude  qui  précède,  suite  de  celle  que  Darboux  avait  amorcée, 
donne  le  moyen  d'obtenir  exj)licitement  toutes  les  surfaces,  réelles 
ou  non,  satisfaisant  à  la  relation  (17)  et  à  la  relation  (18).  Les 
formules  renfermeni  six  (jiiadratuitîi»,  à  savoir  les  trois  quadra- 
tures 

/  c"  de' —  c'  dc'\       I  c  de" —  c"  de,        1  e  de  —  c  de' 
pour  obtenir  la  courbe  (-V.),   et  les' trois  quadratures  analogues 
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l'elalives  à  -l,,  ;  on  remarquera  que  les  qiiadraliirt'S  donnanl  les 
fonctions  v  el  ^"',  c'est-à-dire  les  méridiens  des  surfaces  S  et  S'  (ou 
s  et  .s'  suivant  le  cas)  ne  sont  pas  nécessaires  pour  avoir  les  sur- 
faces W  :  mais  ces  deux  quadratures  supplémentaires  donnent  les 
lifines  de  courbure  d(;  la  surface  \\  . 

9.  11  est  intéressant  de  remarquer  que  les  formules  dyi  (lébut  de 
ce  Chapitre 

(  I  (j  )     37  =   -     le"  de'  —  r  de"  —  -     /  c\  ilc\  —  c\  >lc\  -1-  —  C  c'  c\  —  c"  r\  ).  .  . 

et  celles  qui  définissent  II,  t',  c'  supposent  siuipleuicnt  que  c, 
c  ,  c"  admettent  des  dérivées  du  premier  ordre.  Supposons,  par 
exemple,  que  nous  considérions  la  fonction  devenue  classique 
depuis  W  eierstrass 

n—  CD 

(■>.o)  f(t)=^S\b"cosT.a"t, 

n  =  0 

OÙ  a  est  un  entiei-  positif  impair  ^3,  b  un  nouihre  positif  tel  que 

(■>.i)  "~^<^'^'- 

Cette  fonction  est  continue  pour  toute  xnleiir  de  /,  inlé^^rahle  <l;ins 
tout  intervalle,  mais  n'a  pas  de  dérivée. 

Je  prends  c  égal  à  la  primitive  de  cette  fonction,  de  sorte  que  c 
est  dérivable  une  seule  fois;  prenons  pour  c'  une  fonction  continue 
quelconque  de  t  dérivable  soit  au  moins  une  fois,  soit  une  seule 
fois,  et  calculons  c"  pai"  la  formule  r"=^/i  —  c- — c-,  de  sorte 
que  c"  est  continue  et  dérivable  comme  c  et  c',  une  seule  fois 
comme  c.  Pour  les  fonctions  c,,  c',,  c\  de  la  variable  /|,  nous 
choisirons  soit  des  fonctions  usuelles,  dérivables  indélinimenl,  soit 
des  fonctions  analogues  à  c,  c',  c". 

11  est  clair  que  les  formules  {i[))  définissent  alors  .r,  y,  z  couiuie 
fonctions  continues  de  /  el  t,,  admettant  des  dérivées  partielles 
par  rapport  à  t,  f,,  mais  non  susce|)tibles  d'être  dérivées  dviix  fois 
par  rapport  à  /.  On  a  ainsi  une  surface  définie  tinalytiquemcnt, 
constituée  par  un  ensemble  de  pcjinls  x.  )%   :;  (pii  ont  la  puis>iin«'<' 
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du  ((tutinu  et  se  déplacent  d'une  façon  continue  quand  /  cl  /, 
varient  eux-iuèines  d'une  façon  continue;  en  chaque  point,  il 
existe  un  plan  tangent  bien  déterminé. 

Puisque  les  éléments  différentiels  du  second  ordre  mancjuenl,  il 
semblerait  devoir  être  impossible  de  j)arler  de  directions  asvmpht- 
tiques,  de  directions  principales,  de  lignes  asjmptotiques.  de 
lignes  de  coui'bure.  On  peut  pourtant,  et  c'est  là  le  fait  extrême- 
ment curieux,  définir  ces  éléments,  analjtiquement.bien  entendu, 
avec  un  certain  nombre  (sinon  toutes)  de  leurs  propriétés  géo- 
métriques usuelles. 

Cela  tient  à  ce  que  les  paramètres  directeurs  de  la  noruude  ne 
font  pas  intervenir  les  éléments,  différentiels  du  premier  ordre,  à 
cause  du  choix  particulier  de  l'exemple,  si  l'on  se  borne  aux 
surfaces  5  et  5'  (£  =+  i  et  s  =  —  1),  la  surface  7  (  £  =  o)  étant  au 
contraire  privée  de  lignes  asjmptotiques  ou  de  courbure  ou  mém<' 
simplement  de  direclions  asjmptotiques  ou  de  courbure  en  chaque 
point. 

J'ai  dit  qu'on  pouvait  pour  s  et  s'  se  borner  à  £  = -f- 1  et  la 
surface  5,  sinon  on  changerait  C|,  c', ,  c\  de  signe.  ()a  a 

(  V).  )  '-— —  =  (  c"  -+-  (••",  )  (  de'  —  c/r'i  )  —  (  f'  -1-  c'i  )  (  (!<■"  —  <l(-'\  ) 

et  formules  analogues  d'où  l'on  déduit 

{■>'i)  {<■  H-  Ci)(lx  -+-  (c'-l-  c\)  <ly  -t-  (f"4-  c\)  <lz  —  o, 

ce  qui  prouve,  comme  on  l'a  remarqué  déjà,  que 

(■->.4)  c-t-c,,     c'+c'i,     <:■"-+- c", 

sont   les    paramètres    directeurs    de    la    normale.    Les    directions 
asymptotiques  peuvent  donc  être  définies  par  l'équation 

(  '.5)  (il-  <l{r  -+-  Cl)  -+-  dy  fl{c' -\-  c',)  -H  flz  t/(c" -h-  (■'[)  =  o. 

à  défaut  de  l'écpiation 

(  •>.(>  )  (  c  -4-  Cl  )  <-/2  a?  -4-  (  c'  -+-  c'i  )  r/-y  -4-  (  r"  4-  c'j  )  d^- z  =  o, 

qui  n'existe  pas  ici.  Les  lignes  asvuiptotiques  sont  donc  dé(ini<'s 
par  la  propriété  d'aduiettr-e  une  tangente   perpendicuhurc  à  celle 
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de  la  représentation  sphériqut*  :  d'ailleurs,  l'équation  (25)  se 
réduit  à  la  relation  dt  dty  =  o  qui  est  bien  intégrable. 

Le  fait  que  le  plan  tangent  existe  en  chaque  point  de  5  permet 
de  parler  de  la  représentation  sphérique  et  le  fait  que  les  para- 
mètres de  la  normale  ne  font  pas  intervenir  les  éléments  différen- 
tiels permettent  de  plus  de  parler  de  tangentes  aux  courbes 
images  sphériques  de  courbes  de  la  surface  5,  quand  celles-ci  ont 
une  tangente.  Mais  il  ne  saurait  être  ici  question  de  dire  que  le 
plan  osculateur  de  la  ligne  asymptotique  est  tangent  à  la  surface, 
car  nous  pouvons  bien  définir  la  différentielle  première  mais  non 
la  différentielle  seconde  des  coordonnées  sur  une  telle  courbe. 

L'équation  habituelle 

,  dx  -h  p  dz  _  dy  -+■  q  dz 

^'^"'^  TiJ,       -       d7j 

définit  en  chaque  point  deux  directions,  puisque 


P  —  —  — '  7  = s û  ' 

'  C   -^Ci  '  c'-f-c, 

ces  deux  directions  que  nous  pouvons  appeler  «  directions  prin- 
cipales »  sont  conjuguées  par  rapport  aux  directions  asympto- 
tiques  et  de  plus  rectangulaires  (conjuguées  par  rapport  aux 
lignes  de  longueur  nulle).  Pour  définir  les  lignes  de  courbure 
elles-mêmes,  comme  enveloppe  de  directions  principales,  mais 
non  par  développables  de  normales,  il  faut  résoudre  l'équation  du 
second  degré  en  —r^;  on  a  ainsi  Tune  ou  l'autre  de  deux  équations 

(28)  ^  =  F,(^f,),         ^  =  F,(^f,), 

où  les  fonctions  F|  et  Fj  sont  continues  en  /  et  /,  sans  admettre 
de  dérivées  partielles  du  premier  ordre.  Je  ferai  remarquer  que, 
avec  la  fonction  de  Weierslrass  introduite  plus  haut,  la  condition 
de  Cauchy-Lipschitz  n'est  pas  vérifiée  pour  les  équations  (28),  de 
sorte  qu'il  faut  une  discussion  plus  détaillée  pour  résoudre  si 
l'existence  de  lignes  de  courbure  est  ou  non  réalisée  :  la  réponse 
est  fournie  par  la  thèse  de  M.  Montel  :  les  équations  (28)  peuvent 
être  intégrées,  mais  il  existe  une  infinité,  de  lignes  de  courbure 
passant  par  chaque  point  et  tangentes  à  l'une  des  deux  directions 
L.  i5 
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principales  :  M.  Montel  a  défini  ce  qu'il  faut  entendre  par  V estuaire 
de  courbes  intégrales  en  chaque  point. 

Il  ne  peut  être  question  sur  la  surface  s  de  définir  des  rayons  de 
courbure  principaux  individuellement.  Mais  on  peut  évaluer  une 
aire  infiniment  petite  sur  s  et  l'aire  correspondante  sur  la  repré- 
sentation sphérique;  le  rapport  tend  vers  une  limite  calculée  plus 
haut. 

qui  représente  la  courbure  totale. 

La  surface  s  se  trouve  être  applicable  sur  le  paraboloïde  ima- 
ginaire '-S'  ou,  si  l'on  préfère,  sur  l'une  quelconque  des  nom- 
breuses surfaces  réelles  qui  ont  été  indiquées.  Pour  l'applicabilité, 
il  est  strictement  suffisant  que  les  longueurs  d'arcs  se  conservent, 
rnais  ici  de  plus  aux  points  correspondants,  comme  la  courbure 
totale  a  pu  être  définie,  il  J  a  conservation  de  la  courbure  totale 
aux  points  correspondants. 

D'autres  exemples  de  cette  nature  peuvent  être  réalisés  avec  les 
formules  de  Lelieuvre  donnant,  une  surface  rapportée  à  ses  lignes 
asymptotiques;  ici  c'était  bien  par  les  formules  de  Lelieuvre  que 
nos  surfaces  étaient  définies. 

Sur  la  surface  s  ou  s'  de  ce  paragraphe  nous  connaissons  un 
réseau  formé  de  géodésiques  et  de  leurs  courbes  conjuguées  : 
sur  5,  les  courbes  v  =  const.  obtenues  par  une  quadrature  sont 
géodésiques,  au  titre  de  chemin  minimum  sur  la  surface  entre 
deux  points  d'une  région  suffisamment  petites,  mais  non  pour 
une  raison  déduite  du  plan  osculateur  ;  les  courbes  v'  sont  conju- 
guées des  précédentes,  |)arce  que  les  tangentes  à  deux  courbes  v 
et  v'  qui  se  coupent  en  un  point  sont  conjuguées  par  rapport  aux 
deux  directions  asymptotiques  au  même  point. 

Enfin  la  surface  5  de  ce  paragraphe  permet  de  trouver  une  sur- 
face W  bien  définie,  admettant  en  chaque  point  un  plan  tangent, 
deux  directions  asymptotiques,  deux  directions  principales,  deux 
rayons  de  courbure  principaux;  sur  celte  surface  W  on  peut 
même  tracer  deux  séries  de  lignes  de  courbure.  En  effet,  d'après  les 
formules  (2)  de  ce  Chapitre,  la  tangente  en  M  à  la  géodésique 
V  =  const.  de   5   a   pour   cosinus   directeurs   dans   le  sens  des  u 
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croissants 


(3o) 


C  Cl 


/l  —   112  V^l—    H2  /l-    H2 


et  l'on  porte  sur  cette  direction  positive  une  longueur  égale 
à  —  «,  puisque  ii  est  l'arc  de  la  géodésique  :  le  point  de  coor- 
données 

( 3 1 )         ~  I  ^'  ^^  —  ^'  '^^^ /  ^  1  '"^^'i  —  ^1  '^^  1  "^ —  ^^' ^1  —  '^ " ^1  ) 


V/I—  112 

décrit  la  surface  W  annoncée  :  la  normale  s'obtient  par  les  for- 
mules (3o)  qui  ne  font  pas  non  plus  intervenir  les  éléments  diffé- 
rentiels; donc  les  directions  asymptotiques  et  principales  existent 
en  chaque  point,  exactement  comme  pour  s.  L'équation  différen- 
tielle des  lignes  de  courbure  s'intégre,  car  elle  se  réduit  à  dvdv'  =  o  ; 
on  peut  donc  définir  pour  rayons  de  courbure  principaux  les 
distances  de  ce  point  à  M  et  M';  le  long  des  lignes  de  courbure,  la 
normale  à  W  a  une  enveloppe.  Mais  cette  fois  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  asymptotiques  définit  en  chaque  point  un  estuaire 
de  lignes  asymptotiques  tangentes  à  chaque  direction  asymptotique. 
Nous  avons  donc  bien  établi  la  différence  qui  existe  entre  les 
deux  équations  aux  dérivées  partielles  signalées  plus  haut  : 


r-^)-H 


2  R  -f-  2  R' 


et 


2(R—  R)         .     /  ?.R-\-iR' 

==  sin 


APPENDICE. 


L'étude  que  j'ai  entreprise  dans  ces  deux  Mémoires  répond  en 
somme  à  la  question  mise  au  concours  par  Darboux  pour  la  fin  de 
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l'année  1904;  il  proposait  d'étudier,  surtout  au  point  de  vue  algé- 
brique, les  surfaces  applicables  sur  le  paraboloïde. 

M.  Servant,  dans  son  Mémoire  couronné,  a  traité  la  question 
dans  un  esprit  tout  différent. 

La  conception  de  Darboux  exigeait  en  réalité  l'élude  préalable 
des  courbes  algébriques  à  torsion  constante;  cette  question  nou- 
velle fut  mise  au  concours  pour  la  fin  de  l'année  191  4;  je  l'ai  traitée 
dans  un  Mémoire  récompensé  par  l'Académie. 

Le  i3  mars  1906,  aux  Comptes  rendus  de  P Académie  des 
Sciences^  t.  104,  1905,  Darboux  a  développé  succincti\enient 
quelques  points  de  la  théorie  du  paraboloïde  et  ce  n'est  qu'après 
impression  des  deux  Mémoires  de  ce  Bulletin  que  j'ai  pris  connais- 
sance de  cette  Note  de  Darboux.  Darboux  signale,  sans  commen- 
taire, que  chaque  surface  S  recouvre  physiquement  ^JP,  mais  que 
chaque  surface  S'  et  'Jt'  se  correspondent  uniquement  point  réel 
pour  point  imaginaire.  Malgré  la  Note  de  Darboux,  cette  circons- 
tance curieuse  n'a  donné  lieu  à  aucun  tra\ail  avant  les  deux 
Mémoires  que  j'ai  donnés  sur  ce  sujet  en  1920  et  1921  au  Bulletin 
des  Sciences  mathématiques.  Je  me  trouve  a\bir  du  même  coup 
répondu  à  un  désir  exprimé  au  sujet  des  systèmes  cycliques  réels 
par  Darboux  (  Théorie  des  Surfaces.,  t.  4,  p.  162). 

Dans  cette  Note  de  1906,  Darbouxsignale  la  cubique  de  M.  Lyon 
comme  la  courbe  à  torsion  constante  la  plus  simple  et  indique  les 
surfaces  S  et  S'  qui  en  dérivent  :  il  n'y  a  qu'un  changement  insi- 
gnifiant entre  les  notations  de  Darboux  et  les  miennes.  Sous  la 
direction  de  Darboux,  M.  Esèanave  a  construit  des  modèles  en 
plâtre  de  ces  deux  surfaces  particulières;  ces  deux  modèles  sont 
déposés  à  la  Sorbonne  et  photographiés  dans  l'article  de  M.  Esta- 
Vidiwe [Bulle tin  des  Sciences mathém-atiques^  2"  série,  t. 29,  igoS). 
M.  Estanave  se  contentant  de  construire  diverses  sections  planes 
parallèles  de  ces  surfaces,  son  étude  ne  fait  pas  double  emploi  avec 
la  mienne. 

Darboux  termine  sa  Note  en  proposant  de  construire  toutes  les 
courbes  unicursales  à  torsion  constante,  imaginaires  déduites  de 
l'identité  de  Bezont  à  quatre  polynômes 

AD  —  BC  =  i. 
J'ai  résolu  celte  question  complètement  dans  une  Note  présentée 


i 


—  219  — 

par  Darboux  à  l'Académie  le  22  janvier    1917,    quelques    jours 
avant  sa  mort. 

La  question  du  paraboloïde  était  restée  chère  à  Darboux  :  il  en 
avait  exposé  le  prélude  dans  le  Tome  III  de  la  Théorie  des  Sur- 
faces; je  regrette  que  la  mort  ait  empêché  Darboux  de  lire  et  de 
juger  l'étude  insérée  dans  ce  Bulletin. 


SUR  UN  SYSTÈME  PARTICULIER  DE  QUATRE  DROITES  CONCOURANTES 
DANS  L'ESPACE:  DROITES  ÉQUIRÉSULTANTES  ; 

Pau   m.    Paul  Appel l. 


1.  Si,  sur  les  côtés  d'un  angle  xOy,  on  porte  deux  vecteurs 
égaux,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre,  on  obtient  comme  résultantes 
deux  droites  rectangulaires,  à  savoir  les  bissectrices  de  l'angle  et 
de  l'angle  adjacent. 

Portons,  de  même,  sur  les  trois  arêtes  d'un  trièdre  Oxyz.,  trois 
vecteurs  égaux,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre.  En  composant  ces 
trois  vecteurs,  nous  obtiendrons  quatre  droites  Oa,  O^,  Or,  06 
formant  une  configuration  spéciale  :  nous  les  appellerons  droites 
équirésultantes.  Si  l'on  prend  comme  axes  les  arêtes  Ox  ^  Oj', 
Os  du  trièdre,  les  quatre  droites  ont  pour  équations 

où  l'on  combine  les  signes  de  toutes  les  manières  possibles. 

Etudions  la  configuration  de  ces  quatre  droites.  En  coupant  le 
système  par  un  plan  quelconque,  ne  passant  pas  par  O,  on  obtient 
trois  points  d'intersection  A,  B,  C  avec  Ox,  Oj,  Oc  et  quatre 
points  d'intersection  a,  |3,  y,  oavecOa,  0,3,  Oy,  Oo.  Les  points  A, 
b,  C  sont  les  centres  des  trois  couples  de  sécantes  passant  par  les 
quatre  points  a,  [3,  y,  0.  Cela  est  évident,  car  les  deux  droites,  Oa 
et  O^  par  exemple,  ayant  pour  équations,  comme  plus  haut, 

X  =y  =  ±z. 
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sont  dans  un  même  plan  avec  l'axe  Oz;  les  trois  points  a,  [i,  G 
sont  donc  en  ligne  droite. 

On  obtient  ainsi  la  figure  classique  du  quadrilatère  complet  aj^yS, 
avec  les  trois  centres  A,  B,  G. 

Détaillons  un  peu  cette  figure,  en  vue  de  ce  qui  suit. 

Le  côté  BG  du  triangle  ABG  (le  lecteur  est  prié  de  faire  la 
figure)  coupe  les  droites  [iy  et  ao  en  a  et  a'  :  ces  points  sont 
conjugués  harmoniques  par  rapport  aux  points  B  et  G,  et 
l'angle  aOa'  est  droit,  car  Oa  est  la  bissectrice  de  l'angle  BOG 
comme  portant  la  résultante  de  deux  vecteurs  égaux  portés  par 
OB  et  OG,  et  Oa'  est  bissectrice  de  l'angle  adjacent  comme  portant 
la  résultante  de  deux  vecteurs  égaux  portés  l'un  par  OG,  l'autre 
par  le  prolongement  de  BO.  De  même  les  points  b  et  b'  où  AG 
coupe  ay  et  (3S  sont  tels  que  bOb'  soit  droit,  et  les  points  c  et  c' 
où  BA  coupe  a^  et  yS  sont  tels  que  cOc'  soit  droit. 

Ges  conditions  nécessaires  sont  suffisantes.  Imaginons  quatre 
droites  Oa,  0|3.  Oy,  05  remplissant  les  conditions  suivantes  :  en 
les  coupant  par  un  plan  quelconque  on  obtient  quatre  points  a,  [3, 
y,  8  tels  qu'en  construisant  les  points  ABG,  puis  les  points  aa\ 
bb\  ce  on  ait  en  aOa\  bOb',  cOc'  des  angles  droits.  Alors  les 
quatre  droites  sont  équirésultanles  du  trièdre  OABC. 

En  effet,  les  deux  droites  Oa  et  Oa  étant  rectangulaires  sont 
les  bissectrices  de  l'angle  BOG  et  de  l'angle  adjacent.  La  droite  0<7 
est  donc  dirigée  suivant  la  résultante  de  deux  vecteurs  égaux  F 
portés  par  OB  et  OG,  et  Oa'  de  deux  vecteurs  égaux  F  portés 
par  OG  et  le  prolongement  de  BO.  Si  l'on  porte  le  même  vecteur  F 
sur  OA,  la  résultante  des  trois  vecteurs  F  portés  par  OA,  OB,  OG 
perce  le  plan  quelque  part  sur  Aa;  d'après  le  même  raisonnement, 
elle  le  percera  quelque  part  sur  B6  :  ce  sera  donc  en  y.  On  fera  le 
même  raisonnement  pour  les  autres  combinaisons. 

IL  II  reste  maintenant  à  résoudre  le  problème  suivant  :  trois 
droites  Oa,  0[^,  Oy  étant  données,  et  non  OA,  OB,  OG,  trouver 
une  quatrième  droite  05  formant  avec  les  premières  un  groupe 
de  droites  équirésultantes.  On  peut  résoudre  facilement  ce  pro- 
blème par  le  calcul,- en  prenant  comme  triangle  de  référence  le 
triangle  a^y.  La  détermination  du  point  Ô  se  ramène  à  la  résolution 
d'une  équation  du  quatrième  degré» 
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III.  On  trouve  un  exemple  de  la  configuration,  que  nous  venons 
d'étudier,  dans  la  question  suivante  : 

Etant  donnés  trois  points  fixes  A,  B,  C  on  appelle  r^,  /'j,  r^  les 
distances  d'un  point  M  à  ces  trois  points  et  l'on  considère  les 
quatre  surfaces  ajant  pour  équations 

±  /'lit  '"ji  rz  =  const. 

Par  un  point  M  de  l'espace,  il  passe  quatre  de  ces  surfaces, 
une  de  chaque  espèce,  et  les  normales  en  M  à  ces  surfaces  sont 
éijuirésultantes.  Leurs  traces  réalisent  sur  le  plan  ABC  la  figure 
précédente,  avec  les  conditions  imposées  aux  angles  aOa', 
bOb',   cOc'. 


Errata  au  Tome  L  (1922). 


Noie  de  iM.  E.  Maillet,  Sur  les  nombres  de  Liouville  (  p.  74-99  )  : 

Page  76,  ligne  i5,  au  lieu  de  Q,  lire  Q". 

Page  81,  ligne  20,  au  lieu  de  q,  lire  c. 

Page  82,  ligne  3,  au  lieu  de  £,  lire  e,. 

Page  83,  ligne  16.  après  S,  ajouter  (s.iuf  que  les  fractions  J,',  ne  sont  pas  for- 
cement inégales  deux  à  deux). 

Pages  85-88.  n"  VI  et  VII.  —  On  suppose,  ce  qui  est  permis  [on  changerait  au 
besoin  le  signe  de  F,{.r)],  J',  J^,,  îp„,  tj/,.»  ^'ny  Qn  positifs  {  n  assez  grand). 


FIN    DU    TOME    L. 
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CARTAN,  192Î. 
,,.,„.,,,.  ,  DRACH,  192'(. 

Membres  du  Conseil  (') ,{  gRILLOUIN,  1925. 

LEBESGUE,   1921]. 

FONTENÉ,  1925. 

SERVANT,  1925. 

d'OCAGNE,  1923. 

VESSIOT,  1923. 

(')  MM.  les  Meniiites  de  la  .Société  sont  instMinuuMit  priés  'l'adresser  au  .Secrétariat 
les  rectifications  (|u'il  y  aurait  lieu  de  Hiire  à  celte  liste. 

C)  La  date  qui  suit  le  nom  d'un  membre  du  Conseil  indique  l'année  au  oom- 
mencemenl  de  laquelle  expire  le  mandat  de  ce  membre. 

S.  M.  —  Comptes  rendus.  i 
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Dans  la  séance  du  i4  janvier  1920,  l'Assemblée  générale  de  la  Société  mathématique  de 
France,  considérant  que  les  relations  de  la  Société  avec  ceux  de  ses  membres  qui  appar- 
tiennent aux  uatiotis  ennemies  ont  été  suspendues  pendant  la  guerre,  a  décidé  que  ces 
relations  ne  pourraient  être  reprises  qu'à  la  suite  d'une  demande  formelle  des  membres 
susvisés^  deminde  qui  serait  soumise  au  vote  du  Conseil;  en  conséquence,  les  noms  de  ces 
membres  ne  figurent  pas  sur  la  liste  ci-dessous  (')  : 

Date 

de 

l'admission. 

1920.  ABEliIX,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  de  Paris,  i,  Versailles  (  Seine-ct-Oise). 

1922.  ABRAllESCO  (  iV.  ),  professeur  à  l'Université  de  Chij  (Roumanie). 

1872.  ACIIAKI),    ancien    directeur    de    la   Compagnie    d'assurances    sur   l;i    vie    La  Foncière, 

rue  de   la  Terrasse,  6  his,  à  Paris  (17''). 

1900.  ADHEMAR  (vicomte  Robert  d'),  place  de  Genevières,  i^,  à  Lille  (Nord). 

1920.  ALBO,  professeur  au  lycée  Jules-Ferry,   rue  de  Berne,  7,  à  Paris  (8°). 

1922.  ALEXAIVDKE,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  de  Breteuil,  oS,  à  Paris. 

1919.  ALIHÉKAS,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  à  Paris  (6'). 

1896.  A\DOyËII,    membre  de    l'Institut    et    du    Bureau    des    Longitudes,    professeur  à    la 

Faculté  des  Sciences,  rue  Émile-Dubois,  ?3,  à  Paris   (i4'')- 

1894.  A\DIIADE,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  de  Villars,  i,  à  Besançon. 

1918.  AIVGELESCO,  professeur  à  l'Université  de  Cluj  (Roumanie). 

1919.  ANTOINE,   maitre  de   conférences  a  la  Faculté  des  Sciences,  quai   Zorc,  i5,   à   Stras- 

bourg (  Bas-Rhin  ). 

1920.  AXZEMBEUliEK,  professeur  au  lyooe,  à  Besançon  (Doubs). 

1879.  APl'ELli,   membre  de   l'Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes,  recteur  de  l'Universilé 

de  i'aris,  à  la  Sorbonne,  à  Paris  (5"). 

1910.  ARCIIIBALD  (C.-R.),  professeur  il  Brown-Université,  Providence,  RhodeIslaiuî(  États-Unis). 

1919.  ARNOD,  ingénieur,  rue  de  Provence,  12G,  à  Paris  (9°). 

1920.  ARVEMliAS,  ingénieur  à  la  poudrerie  de  Sevran-Livry,  Sevran-Livry  (Seine-et-Oise). 
1900.  Al'KIC,  ingénieur  en  chef  des  jtonts  et  chaussées,  rue  du  Val-de-Grâce,  2,  ii  Paris  (5'). 
1920.  AITEBBE,  sous-directeur  à  la  C'°  d'assurances  sur  la  vie,  L'Union,  place  \'endônie,  9, 

à  Paris  (  i""). 
1919.     BACHELIER,  maitre  de  conlérences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon  (Côte-d'Or). 

1919.  BAIIiLAUD,   membre  de  l'Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes,  directeur  de  l'Obser- 

vatoire de  Paris  (l'i"). 

1900.     BAIRE,    professeur   à    la    Faculté    des    Sciences,   de    Dijon,    en    congé,   place  Saint- 
François,  12,  à  Lausanne  (Suisse). 

1896.     BAKER,  professeur  à  l'Université  de  Toronto  (Canada). 

1917.  BARRAI)  (J.-A.),  professeur  a  l'Université,  à  Groningcn  (Hollande). 

1905.     BARRE,    chef  de  bataillon   du   génie,  docteur  es  sciences   mathématiques,   rue   Lho- 
mond,   10,  à  Paris  (5"). 

1918.  BAURIOL  (A.  ),  directeur  des  Services  de  la  comptabilité  aux  chemins  de  fer  du  P.-L.-M., 

rue  Saint-Lazare,  88,  à  Paris  (9").  S.  P.  ('). 

1920.  BAYS,  professeur  agrégé  à  l'Université  de  Fribonrg,  rue  Lafontaine,  89,  à  Paris  (16'). 

1919.  BlîGIIIIV,  professeur  à  l'École  Navale,  boulevard  Gambetla,  36,  à  Brest  (Finistère). 

1919.  BÉNEZE,  professeur  au  lycée,  à  Cahors  (Lot). 

1920.  BERIVIISIAI,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  de  Siam,   )">,  à  Paris  (ifi'). 

(')  Lu  liste  qui  suit  donne  les  noms  des  membres  de  la  Société  à  la  fin  de  l'année  1922. 
(')  Les  initiales  S.  P.  indiquent  les  Sociétaires  perpétuels 
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Date 

de 

l'admUsIon. 

1891.     BERTRAXO  DE  FOMTVIOLA\T,  professeur  à  l'École   Centrale   des   Arts  et    Manufactures, 
avenue  de  Wagraiu,  167,  à  Paris  (17').  S.  P. 

1910.  BEUTUAND  (G.),     astronome    à    l'Observatoire     d'Abbadia,    par     Hcndaye    (Basses- 

Pyrénées). 
1922.     BICKART  (L.  ),  ingénieur  civil,  rue  de  Rome,  i>b,  à  Paris  (17»). 
1913.     BlIiHl  IMTIlll,  privat-dozent  à  l'Université  de  Kiew,  rue  Stanislas,  i4,  à  Paris  (6'). 

1921.  B!,\DSCHI,EDEK,  rue  Monge,  7.Î  bis,  à  Paris  (5'). 

1888.     ItlOCIIE,   professeur  au    lycée    I,ouis-le-Graud,    rue    Notre-Dame-des-Champs,    56,    à 

Paris  (6«).  S.  P. 
1920.     BlirtClI  (Eug.),  profe.seur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Rataud,  11,  à  Paris  (5°). 

1922.  BI.OCH,  Grande-Rue,   b-,  à  Saint-Maurice  (Seine). 

1919.  Bi.OiNDBL  (  Ch.  ),  professeur  de  philosophie  à  l'Université,  quai  des  Pèciieurs,  7,  à  Stras- 

bourg (  Ras-Rhin). 

1891.  UIiUTKL,   inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,    lue  Denfert-Rochereau,   iio, 

à  Paris  (  i4*). 

1902.  BOiJERIL  (comte  Roger  du),  rue  d'Antibes,  ii'i,  à  Cannes  (Alpes-Maritimes).  S.  P. 

1892.  BD.NAPAKTE  (prince),  membre  de  l'Institut,  avenue  d"Iéna,   10,  à  Paris  (16"). 

1920.  BDNCKNiME,    professeur  au    lycée   Voltaire,   place    de    la  République,   4»    à  Levallois- 

Ptrret  (Seine). 
1895.     BORKL  (Emile},  memi)re  de  l'Institut,  professeur  à   la  Faculté  des  Sciences,  rue  du 

Rac,  32,  i»  Paris  (7').  S.  P. 
1913.     BORFOI.OTTI  (E.),  professeur  k   l'Université  de  Modène,   via    Maggiore,  iS,  à  Bologne 

(Italie). 
1919.     BOSIiER,  docteur  es  sciences,  à  l'Observatoire  de  Meudon  (Seine-et-Oise  ). 
1909.     BOULAI)  (F.),  ingénieur  au  service  des   ponts  des  chemins  de   fer  de  l'État  égyptien, 

an   Caire   (Egypte). 
189G.     B')UIjA\6E!1,  |)rofesseur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,   directeur    des  études  .i 

l'École  Polytechnique,  rue  Descartes,  21,  h  Paris  (5°). 
1913.     B!)ILIGA^I),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Poitiers  (Vienne). 
19'21.     BDUiW,  professeur  de  mécanique  à  l'École  des  Mines  de   Mons,  rue  de   la  Cour-des- 

Noues,  02,  à  Paris  (20"). 

1903.  BftlTl^,  rue  Lavieuville,  26,  à  Paris  (i8'). 

192(1.     BRAM'UT,  ingénieur  en  chef  d'artillerie  navale,  directeur  de  la  Pyrotechnie,  à  Toulon 
(Var). 

1911.  BKVTU,  professeur  à  l'Université  stradela  Goliei,  8,  à  Jassy  (Roumanie). 

1897.      BIUCVRI),  professeur  au  Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,   répétiteur  à  l'École 'Poly- 
technique, rue  Denfert-Rochereau,  io8,  à  Paris  (  l'j"). 

1919.  BRILI.OriN   (VI.),   nu!mbrc  de   l'Institut,  professeur  au   Collège  de  France,  boulevard 

du  Port-Royal,  3i,  ii  Paris  (i3"). 

1920.  BRILIiOI]l\  (I.c,)n),  docteur  es  sciences,  3o,  quai  du  Louvre,  Paris. 

1919.  BRKIE,    président  de  la  Chambra  syndicale  des  constructeurs   en  ciment  armé,  place 

l'aul-Verlaine,  3,  à  Paris  (  i3°). 
187i5.      BRf)(;\RO,    lieutenant-colonel  du    génie    territorial,    riie   des   Ducs-de-Bar,  75,  à  Rar- 
le-I)uc.  S.  P. 

1920.  BROfiMK  (nu),  square  de  Messine,  9,  à  Paris  (8'). 

1912.  BRI)\V.\K,  (irange  Mockler,  à  Carrick-on-Suir  (comté  de  Tipperary,  Irlande). 

1920.     BRlNSCUWICfi,    membre    de    l'Institut,     professeur    à    la    Faculté    des    Lettres,    lue 
SchîEirer,  53,  à  Paris  (il)'). 


Unie 

(le 

l'admigsion. 

1901.  BUHL,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  Coffres,  ii,  à  Toulouse. 

1894.  CAIIEN  (E.),  rue  Cortambert,  46,  à  Paris  (i6»). 

1920.  CAIIEN  (Armand),  professeur  au  lycée  Rollin  (ancien  colli-gc),  à  Paris  (g'). 

1921.  C4IR\S    (W.-D.),    professeur   de    malliématiques  Oberlin   Collège,   à   Oberlin,    Ohio 

(États-Unis). 

1920.     CAMBISFDUT,  ppofcsseur  au  lycée,  rue  de  Liège,  42,  à  Pau  (Basses-Pyrénées). 

1917.  .  CAV'OÈZE,  lieutenant-colonel,  place  du  Square.   i3,  à  Aurillac  (Cantal). 

1885.  CAROiV,  chef  honoraire  des  travaux  graphiques  à  la  Sorbonne,  rue  Claude-Bernard,  71, 
à  Paris  (5'  ). 

1892.  CAROi\NET,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  Collège  Chaptal,  avenue 
Niel,  i5,  à  Paris  (  17"). 

1919.     CARUUS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Michelel,  66,  à  Alger. 

1896.  CARTAN,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  de  Montespan,  f\,  au  Chesnay 
(Seine-et-Oise). 

1887.  CARVALIiO,  directeur  honoraire  des  études  à  l'Iicole  Polytechnique,  rue  des  bour- 
donnais, 27,  à  Versailles.  S.  P. 

1919.  CASABO>IIVIî,  professeur  au  lycée  Henry  IV,  rue  Censier,  26,  à  Paris  (5'). 

1920.  CAUSSIÎ,  professeur  au   lycée,   rue  Saint-Antoine,   12,  à  Toulouse   (Haute-Garonne). 
1890.     CEDERCUELTZ  (baronne  Nauny),  Unionsgatan,  4,  à  Helsingfors  (Finlande). 

1919.     CERF,  chargé  de  cours  a  la  Faculté  des  Sciences,    rue  d  i  Nord,  à  Dijon  (Côte-il'Or). 
1911.     CHALORY,  professeur  au  lycée  Carnot,  38,  rue  de  Vaugirard,  à  Paris  (6*). 
1919.     CllASIRON  (M""),  aide-astronome  à  l'Observatoire,  avenue  de  l'Observatoire,  à  Paris  (i4')- 
1919.     tilVl'ELOiV,    maître    de   conférences   à  la    Faculté  des  Sciences  de  Lille,  répétiteur  à 
l'École  Polytechnique,  boulevard   Morland,  2,  à  Paris  (4*). 

1919.  CIIAKBOMMIiR,    ingénieur-général    d'artillerie    navale,    avenue    Octave-Gréurd,    3,    à 

Paris  (7«). 

1920.  CIURPÏ,   membre  de  l'Institut,  place  de  la  Poterie,  i3,  à  Montluçon  (Allier). 
1896.     CIIUIVE,  doyen  honoraire  de  la   Faculté  des  Sciences,  villa  (iambie,  20,  rue  \'a-à-la- 

Mer,  à  Marseille  (  Bouches-du-Rhône). 
1911.     CIIArEliET,   doyen    et   professeur  à   la    Faculté   des    Sciences,    rue   Caumartin,    78,   à 

Lille  (Nord). 
1907.     CIIA/iV,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille  (Nord). 

1920.  CIIERD.WKI',  ingénieur  aux  établissements  Gauniont,  rue  d'Uzès,   10,  ii  Paris  (2"). 

1919.  CIIILOWSKY,  rue  du  Lunain,   .5,  à  Paris  (i4«). 

1921.  IlLAPIER,  docteur  es  sciences,  avenue  de  Lodève,  47,  à  Montpellier   (Hérault). 

1921  .     OLAIUOX,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  Wilsou,  53,  à  Blois  (Loir-et-Cher) . 

1913.  COBLYN,  Ciipitaine  du  génie,  rue  des  Vignes,  34,  à  Paris  (16°). 

1920.  GOISSART,  professeur  au  lycée  Voltaire,  avenue  Gambette,  17,  a  Paris  (11°). 

1919.  COLlilN,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  (ieoffroy-Saint-Hilaire,  5i,  à  Paris  (5*). 

1920.  CO.MBET,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  Lagarde,  5,  à  Paris  (5*). 

1920.  C0.1H1I.SSAIIIE,  professeur  au   lycée  Charlemagnc,  quai   des  Célestins,  2,  à  Paris  (4'). 

1915.  C»\SrAIVriNll)liS,  professeur  au  Gymnase  de  Phodos   (Grèce). 

1920.  COl'PEL,  licencié  es  sciences,  avenue  d'Orléans,  109,  à  Pari.s  (14"). 

1890.  COSSERAT  (F.),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Toulouse  (  ilaute-Garonne). 

1900.  COrrON  (Émile),  professeur  à  la  Faculté   des  Sciences,   rue  Hébert,  20,   a  Grenoble 

(Isère).  S.  P. 

1919.  COUSIiV,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bi)rdeaux  (Gironde). 

1914.  CRELIËR,  professeur  à  l'Université  de  Berne,  à  Bienne  (Suisse). 
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Date 

de 
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1904.  CllRTISS,  professeur  à  l'Université  Northwestern,  Stermann  Avenue,  2023,  à  Evanston 

(Illinois,  États-Unis). 

1919.  DA!\,  ingénieur,  rue  Alphouse-de-Neuville,  17,  à  Paris  (17'). 

1920.  OAIVEIjLE,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  à  Paris  (V). 

1919.     DANJOY,  ingénieur  des  constructions  civiles,  rue  de  \'iliersexel,  9,   à  Paris  (7'). 
1919.     DARMOIS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy  (Meurthe-et-Moselle). 
1885.     DAUTIIEVILLE,  doyen  honoraire  de  la   Faculté  des  Sciences,  cours  Gambetta,  27  bis, 'a 
Montpellier  (Hérault). 

1919.  DAl'TRY,  ingénieur  en  chef  à  la  Compagnie  du  chemin  de  fer  i!u  Nord,  rue  Jacob,  !\, 

à  Paris  (  6'). 

1920.  DEDRON,  professeur  au  Prytanée  militaire,  à  La  Flèche  (Sarthe). 

19"20.     DEFOl]R\EAtX,  professeur  au  lycée  Coudorcet,  rue  Danirémont,  72,   à  Paris  (18'). 
1920.      DEliARUE,  professe  ir  au  lycée  Charleniagne,  quai  de  Béthune,  20,  à  Paris  (4°)- 

1901.  DELASSIS,    professeur    de    mécanique    rationnelle     à     la    Faculté    des    Sciences,   rue 

de  Brach,   92,   à    Bordeaux. 

1895.  DELAIIN'AY  (N.),  professeur  à  l'Institut  Empereur  Ale.\andre  il,  à  Kiew  (Russie). 
1920.     DELENS,  professeur  au  lycée,  rue  de  Sainte-Adresse,  35,  I.e  Havre  (Seine-Inférieure). 

1919.  DKLTIIEII/,   professeur   à   la   Faculté  des    Sciences,    rue  Montaudran,    l\è,   à    Toulouse 

(  Haute-Garonne). 

1913.  DEIiVlliLE    (L.),    ingénieur,  rue  de  Tournon,   i^,  à  Paris  (6"). 

1892.      DE110l)LI\   (Alph.),    professeur  à   l'Université,    rue  Joseph-Plateau,   10,  à   Gand   (Bel- 
gique). 

1905.  DK\JOV,  professeur  ;i  la  Eaculté  des  Sciences  de  Strasbourg,   en    mission  à  l'Univer- 

sité d'Utrecht,  Stationstraat,  12  bis,  à  Ulrecht  (Hollande). 
1883.     DERUYTS,  professeur  à  l'Université,  rue  Louvrex,  37,  à  Liège  (Belgique). 
1894.     DESAIiVT,  docteur  es  sciences,  boulevard  Gouvion-Sainl-Cyr,  47,  à  Paris  (17'). 
1900.     DICKSTEIN,  Marszatkowska,  117,  à  Varsovie. 

1914.  DO\nEU  (J.  de),   membre  de  l'Académie  royale  de  Belgique,  professeur  à  ri'uiver- 

sité,  rue  Forestière,  11,  à  Bruxelles  (Belgique). 

1920.  DOICET,  Ker  Marguerite,  rue  Pornichet,  à  Saint-Nazaire  (Loire-Inférieure). 

1899.     DRACII,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Geoffroy-Saint-Hilaire,  53,  à  Pai-is  (5°). 
1922.     DlCBA\(iE,    ingénieur   en  chef  des   Mines,    C"p    deBethune.à    BuUy-les-Mincs  (Pas- 
de-Calais). 

1920.  DUFOUR,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  Monge,  21,  à  Paris  (5"). 

1907.     DULAC,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences,  quai  des  Brottcaux,  4.  à  Lyon  (Rhône). 

1896.  DUMAS  (G.),  docteur  de   l'Université  de  Paris,  professeur   à  riliiiversilé,  Cabrières, 

avenue  Mont-Charmant,  à  Béthusy-Iausanne  (Suisse). 

1897.  DIIHOXT,  |)i-ofesseur  au  lycée,  avenue  Bouvard,  6,  à  Annecy  (Haute-Savoie). 

1921.  EG\ELIj  (Axel),  docteur  es  sciences,  rue  de  Courcelles,  i8i,  à  Paris  (17'). 

1902.  EGOROKF  (Dimitrv),  professeur  à  l'Université,   Povarska'ya,  Boi'issoglebsky  per.,  n"  8, 

à  Moscou  (  Russie). 

1915.  ESCliAMiOX,  directeur  de  l'Observatoire  de  Strasbourg  (Bas-Rhin). 

1912.     EISEIVIIARDT  (L.-P.),   professeur  à  l'Université  de   Princeton,    Alexander  Street,    22, 
à  Princeton  (New-Jersey,  États-Unis). 

1916.  ELCIIS.  banquier,  rue  du  Colisce,  36,  à  Paris  (  8»  ).  S.  P. 

1919.  EMERV,   colonel  d'artillerie,  président   de   la   Commission  des  poudres  de  guerre  el 

de  la  Commission  d'expériences  de  Versailles,  rue  de  Rémusat,  23,  à  Pai-is  (lO"). 

1920.  ERRERA,  chaussée  de  Waterloo,  loSg,  Uccle  (Belgique). 
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1900.     ESTA\AVE,   docteur  es  sciences,   secrétaire   de  la  Faculté  des  Sciences   de   Marseille 

(  Bouches-du-Kliône  ). 
1907.      ETZEIi,  professeur  de  mathématiques  et  d'astronomie   au   collège  de  Saint-Thomas,  à 

Saint-Paul  (Minnesota,  États-Unis). 

1896.  EUVKKTE,  ancien  cliive  de  l'École    Polytechnique,  .nicien    capitaine   tl'artiilerie,    rue 

du  Pré-aux-Clercs,  i8,  à  Paris  (7'). 

1888.  FAIIUY,  professeur  à  la  Kacuilé  des  Sciences,  traverse  Magnan  à  Mazargues,  à  Marseille 

(  Bouches-dii-Rhône  ). 
1906.     TARAGGI,  professeur  au  lycée,  avenue  Mirabeau,  7,  h  Nice  (  Alpes-Maritimes). 

1904.  FATOU,  docteur  es  sciences,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire,  boulevard  du   Mont- 

parnasse, 172,  à  Paris  (i4°)- 
1922.     FAVIÏiR,  conservateur  de   la  Bibliothèque  municipale,  rue  Stanislas,  43,  à  Nancy. 
1892.     FEIIIl  (Henri),  professeuri»  l'Université,  route  de  Florissant,  iio,  à  Genève  (Suisse). 
1920.     FETTER,  général  commandant  l'artillerie,  à  Strasbourg  (Bas-Rhin). 
1885.     FIEIiUS  (J.),  professeur  h.  l'Université,  Toronto   (Ontario,  Canada). 

1919.  FLAIIAMT,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  de   la  Forôt-Noire,  3i, 

à  Strasbourg  (Bas-Rhin). 

1920.  FLAVIEN,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  rue  Glaudp-Bernard,  58,  i»  Paris  (5'). 
1920.     FLEUCHOT,  professeur  au  lycée,  à  qtijon  (Côte-d'Or). 

1872.      FI.YE  SAINTE-IIAUIE,  c'ief  d'escadron  d'artillerie  en  l'etraite,  ;incieii  répétiteur  h  l'École 
Polyteclini(ine,  place  Royer-Collard,  à  Vitry-le-l''ran<;ois  (Marne). 

1897.  FOi\TEIVÉ,   inspecteur  général  honoraire   de   l'Instruction  publique,  rue  I.e  GolT,    7,  h 

Paris  (5'). 
1903.      FOUI)  (  Waltior  h.),  professeur  de  mathématiques  à  l'Université  de  Michigan,  ii  Ann 
Arbor  (Michigan,  États-Unis). 

1919.  FORGERON,  agrégé  de  mathématiques,  actuaire,  rue  de  la  Pompe,  i,  à  Paris  (i6'). 

1920.  FORT,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  Rataud,  9,  à  Paris  (5*). 

1889.  FOUGUE,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Soufllot,  5,  à  Paris  (5'). 

1905.  FOUÊr,  professeur  à  l'Institut  catholique,  rue  Le  Verrier,  17,  à  Paris  (6°). 

1872.     FOUUET,  ancien  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechtii(iue,  avenue  Cainoi,/|, 

à  Paris  (17-).  S.  P. 
1903.     FRAISSE,  inspecteur  des  études  au  Prytanée,  à  La  {'"lèche  (Sarthe). 
1920.     FRANCESCIIIIXI,  professeur  au  Prytanée  militaire,  La  Flèche  (Sarlhe). 
1911.     FREr.UET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Principale,  141".  Obsrhausliergcn 

par  Strasbourg  (Bas-Rhin). 
1911.     GAliBRlX,  docteur  es  sciences,  avenue  de  La  Bourdonnais,  3>,  à  Paris  (7*). 
190U.     GAhtIEAiVO  (Z.-G.  de),  correspondant  des  Académies  royales  des  Sciences  de  Madrid  et 

de  Lisbonne,  professeur  à  l'Université,  Galle  del  Coso,  99,8  Saragosse  (Espagne). 
1919.     GAIIBIER,    professeur    à    la    Faculté  des   Sciences    de    Rennes,    10,    rue   Oudinot,    a 

Paris  (  7'  ). 

1906.  GAUGAJI    DE   MOXCKI'Z,     licencié   es   sciences,     rue   de   Villiers,   4i,   à   Levallois-Perret 

(Seine). 
1872.      fiARIEL,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,  professeui-  honoraire 

à  la  {''acuité  de  Médecine,  rue  Édouard-Detaille,  6,  it  Paris  (17°). 
1908.     CAUMIER,  professeur  à  la  Faculté  dos  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 

1919.  GAR.MER,  ingénieur  en  chef  d'artillerie  navale,  rue  Valentin-H  iiy,   10,  à  Paris  (i5«). 
1911.     GAI,  doyen  e»  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,   rue  Villars   9,   a  Grenoble. 

1920.  liAY,  professeur  au  lycée,  à  Grenoble  (Isère), 
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1919       GE\R¥    (R.-C.  ),    maître   es    sciences    de    l'Uiiiversité    nationale    d'Irlande,    rue    «lu 

Renard,  37,  à  Paris  (4'')- 
1890.     6EBBIA,  professeur  libre  à  l'Université,  à  Païenne  (  Italie). 
1920.     CK1I0RGIII\IÎ,  rue  de  TAbbé-de  lÉpée,  6,  à  Paris  (5'). 

1906.  fiÉBARDIX,  quai  Claude-lc-Lorrain,  82,  à  Nancy  (Meurthe-et-Moselle). 
19"20.     (îBVREY,  professeur  à  la  Faculté  des   Sciences,  a.  Dijon  (Côte-d'Or). 

1913.     GIRALD,  professeur  de  calcul    diflerentiel   et   intégral  à   la   p'aculté   des  Sciences   de 

Clermoiid-Ferrand,  La  Terrasse-Fonlmaure,  à  Chamalières  (Puy-de-Dôme). 
1917.     CLOBA-MIKIIAII,K\KO,  docteur  es  sciences,  avenue  des  Gobelins,  10  bis,  à  Paris  (5"). 

1913.  GODEiUX,  prolesseurà  l'École  Militaire  de  Belgique,  avenue  de  l'Opale,  109,  à  Bruxelles 

(Belgique). 
1903.     GODEY,    ancien    élève    de    l'École    Polytechnique,    rue    du    Bois- de- Boulogne,  7,  à 
Paris  (16'). 

1914.  GOLOCBKKF  (  W.  ),  agrégé  de  l'Université,  rue  Stanislas,   i4,  à  Paris  (6«). 

1907.  COT  (Th.),  examinateur  d'admission  à  l'École  Polytechnique,  rue    du   Dragon,  3,  à 

Paris  (6"). 
1881.     COURSAT,  membre   de   l'Institut,    professeur  à  la  l''aculté    des  Sciences,   répétiteur  à 

l'École  Polytechnique,  rue  de  Navarre,    11  bis,  à   Paris  (5").  S.  P. 
1920.     CRAMOXT  (de),  duc   de  Guiche,  docteur  ùs  sciences,  avenue   Henri-Martin,    4^  ^'•f>  i> 

Paris  (16°). 
1896.     GRKVY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Claude-Bernard,  71,3  Paris  (5°). 
1919.     GROS,  ingénieur,  rue  Cambon,  87,  à  Paris  (i"). 
192?.     GRUMEAU,  (M''»),  professseur  à  l'École  primaire  supérieure,  Le  Dorât  (  Haute-\  ienne) 

1899.  GUADET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  l'Université,  6q,  à  Paris   (7*). 
190G.     GUERBY,  professeur  au  collège   Stanislas,  rue  d'Assas,  5o,  à  Paris   (6").  S.  P. 

1919.  GUERIN,  administrateur  délégué  de  l'Électro-entrcprise,  rue  de  la  Bienfaisance,  43, 
à  Paris  (S*). 

1900.  GIICIIAKD    (C),    professeur    à     la    Faculté    des    Sciences,    rue    de   la  Fontaine,  19, 

à  Paris  (i6*). 
1907.     GUICHARD  (L.),  professeur  de  mathématiques  au  collège  de  Rarbezieux  (Charente). 

1919.  GUILLAUME,   ingénieur  à  la  Compagnie  des  chemins   de  fer  du  Nord,  à   Valenciennes 

(Nord). 

1920.  GU1TT0\,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  rue  de  Bagneux,  4>,  à  Sceaux  (Seine). 

1919.  IIAAG,  professeur    à    la    FacuUé    des   Sciences   rue    Mont-Ladreuil,    20,   à    Clermonl- 

Ferrand  (  Puy-de-Drtme). 

1896.  JIADAMARD,  membre  de  l'Institut,  professeur  au  Collège  de  France  et  à  l'École 
Polytechnique,  rue  Humboldt,  25,  à  l'aris  (i4'').  S.  P. 

1894.  HALSTED  1  G.-B.),  Colorado  State  Tcachere  Collège,  à  Grceley  (Colorado,  États- 
Unis).  S.  P. 

1920.  HAMY,  membre  du  Bureau  des  Longitudes,  astronome  à  l'Observatoire,  rue  de  Rennes, 

108,  à  Paris  (6-). 

1901.  1IA\C0CK,  professeur  à  l'Université  de  Cincinnati,  Auburn  Holel  (Ohio,  Étals-Unis). 
1909.     IIAMSEX,    privat-docent   à    l'Université,   Strandboulevarden,  66,  Copenhague  (Dane- 
mark). ' 

1872.  IIATOiV  DM  LA  GOUriLLiÈRE,  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'École  des  Mines,  rue  de  Vaugirard,  56,  à  Paris  (6').  S.  P. 

1905.  IIEORICK,  professeur  à  l'Université,  Hicks  Avenue,  3o4,  à  Cohimbia  (Missouri, 
États-Unis  ). 
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1919.     HELBROXRIER,  docteur  es  sciences,  avenue  Kléber,  .'46,  à  Paris  (i6'). 

1892.      IIEISiMAXIV,  lihrairc-édileur,  me  de  la  Sorboniie,  8,  à  Paris  (5"). 

192'2.  HERMAX.V,  ingénieur  des  Pouls  et  Cha  is.éei,  rue  Alice-de-la-Muete,  Le  Vésinet 
(Seine-et-Oise). 

1911.     HIEUIIOliTZ,  professi-ui-,  avenue  de  Relmonl,  28,  à  Montreux  (Suisse). 

1911.     IlOIiMGHICK,  professeur  à  l'Université  d'Upsal,  à  l'Observatoire,  à  Upsal  (Suède). 

1921.  IIOSTINSKY,  professeur  à  l'Université  Masaiyk,  Moravska,  40,  à  Prague  (  Rep.  Tchéco- 
slovaque ) . 

1895.  IlOTT   (S.),   professeur  à   l'École  S^'-Croix   de   Neuilly,   boulevard   Pereire,   218  bis, 

à    Paris  (17').  S.   P. 
1918.      IIIIBIÎR  (VI.),  sous-directeur  de  la  Sutistique  générale  de  la  France  au  Ministère   du 
Travail  et  de  la  Prévoyance  s)ciale,  quai  d'Orsay,  97,  à  Paris  (7"). 

1918.  Hl]MBERT(P.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier  (Hérault). 
1907.     IILSSOX,  professeur  a  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Isabey,  107  bis,  à  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle). 

1919.  HilOVICI,  professeur  au  lycée  Garnot,  rue  de  Vaugirard,  225,   à  Paris  (i5*). 

1920.  ISCH-WALL,  ingénieur,  rue  de  l'Arcade,  28,  à  Paris  (8«). 

1921.  JACQUES,  a[;régé  des  sciences  mathématiques,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  (5'). 

1896.  JACQUET  (  E.),    professeur   au    lycée   Henri    IV,    rue    Notre-Dame-des-Champs,    76,  à 

Paris  (6«). 
1914.     J4GER  (F.),  docteur  es  sciences  et  endroit,  à  Elvange,  près  F.uilquemont  (Moselle). 

1919.  JAIVET  (M.),  mailre  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Rennes  (Ille-«t-Vilaine). 

1920.  JAXSSOX,  docteur  de  l'Université  d'Upsal,  Fack  8,  à  Orebro  (Suède). 

190.3.  JEI\SEi\  ( J.-I..-W.-V.),  ingénieur  en  chef  des  téléphones,  AmicisveJ,  16,  à  Copen- 
hague V.  (Danemark). 

191 '1.  JORDAN,  docteur  es  sciences,  chargé  de  coursa  l'Université  de  Budapest,  disznvaitca. 
I,  i5,  à  Budapest  (Hongrie). 

1919.     JDUCLET,  ingénieur  en  chef  des  mines,  répétiteur  a  l'École  Polytechnique. 

1919.  JILIA,  maître  «le  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  boulevard  de  Courcelles,  22, 
à  Paris  (17'). 

1919.  JUVET,  licencié  es  sciences,  avenue  du  i"-Mai's,  10,  à  Neuchâtel  (Stiisse). 

1916.  KAMPÉ  DE  l'ÉRIKl',  maître  de  conférence,  a  la  Faculté   des  Sciences  de  Lille  (Nord). 

1913.  KASiVER  (E.),  professeur  à  l'Université  Columbia,  à  New-York  (Étals-Unis). 

1920.  KIIVXOSIJKE  OlîlJRA,  professeur  à  l'Université  d'Osaka,  place  du  Panthéon,  9,  à  Paris  (.".'). 
1913.  KlVELlOVrrCH,  li<encié  es  s'iences,  rue  Laromiguière,  6,  à  Paris  (5*). 

1880.  KlEiNIUS,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg- 
Saint-Jacques,   77,   à  Paris  (l'i").  S.  P. 

1921.  KOlillELlAiVTZ,  professeur  à  l'Université  d'Erivan,  rue  Bonaparte,  49.  à  Paris  (6'). 
1913.      K0ST1TZ!\  (V.),  avenue  Villemin,  32,  à  Paris. 

1907.  KRYLOFF,  ingénieur  des  mines,  profes>eur  d'analyse  à  l'École  supérieure  des  Mines 
de  Pelrograd,  à  Ouezd-Radomysl,  Gitomirska  Chaussée,  Station  Nebylilza,  village 
Kolgano\vk:i,  gouvernement  de  Kiew  (Russie). 

1919.  LADROliSSE,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  44i  à  Pai'i»  (6*)- 

1920.  LACAZE,  nouvelle  école  Sainte-Geneviève,  me  de  la  Vieille-Église,  à  Versailles  (Seine- 

et-Oise). 
1920.     I.AGARDE,  astronome  à  l'Observatoire,  à  Paris  (i4*). 
1920.     liAGftRSSE,  probsseur  au  Prytante  militaire,  La  Flèche  (Sarthe). 

1922.  LAGRA^'GE,  agrégé  préparateur  à  l'École  Normale,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  (5«). 
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1921.  LAINE,  licencié  es  sciences,  professeur  à  l'Institut  catholique  d'Angers  (Maine-et-Loire). 

1906.  L4IjESC0,   prolesseui-  à  l'Université,  str.  Seaune,    19,   à  Bucarest  (Roumanie). 

1919.     LAMBERT,   astronome   adjoint   à   l'Observatoire,  boulevard  A'ago,  99,   à  Paris    (i4°)' 
1893.      Il V.\CKIil\,  astronome  adjoint  à  l'Observ.itoire,  me   Boissonnade,    3,    a    Paiis  (i^*)- 

1922.  LANGE  MELSEX  (  Fr.  ),  Jaccb  Aalls  gt.  Gi  B.   à  Christiania  (Norwège). 

1919.  LA1VGEVI\,  prolesseur  au  Collège  de  France,  boulevard  du  Port-Royal,  10  bis,  à 
Paris  (5'). 

1919.     LAPOINFE,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Sophie-Germain,  3,  Paris  (l'j'). 

1896.  LAROZE,  ingénieur  des  télégraphes,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Froide- 
vaux,  8,  à  Paris  (i4*)- 

1896.  LEAU,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Montesquieu,  H,  à  Nancy  (  Meurthe- 
et-Moselle  ). 

1896.     LEREL,  professeur  au  lycée,  rue  Pelletier-de-Chambrun,  12,  à  Dijon. 

1902.  LEBESGU  ■',    membre    de   l'Institut,    professeur   au    Collège    de    France,    rue     Saint - 
Sabin,  35  bis,  à  Paris  (11"). 

1903.  LEBEIF,    directeur    de     l'Observatoire,    professeur    d'astronomie    à    l'Université,    à 

Besançon  (  Doubs). 
1919.     LEBLANC   (M.),   membre  de  l'Institut,    ingénieur,  boulevard   de  Montmorency,  i,  à 
Paris  (i6«).  • 

1919.  LECONTE,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  boulevard  Saint-Germain,  78,  à  Paris  (  6*  ). 

1920.  LE  CORBEILLEK.  ingénieur  des  télégraphes,  rue  de  Grenelle,  81,  a  Paris  (7"=). 

1893.  LKCORNl),  membre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  professeur  a  l'École 
Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  3.  à  Paris  (5*). 

1919.  LEFEBïRK  (Ch.),  ingénieur  des  constructions  civiles,    boulevard  Haussmann,   167,  à 

Paris  (8*). 

1920.  LEFEBVRE,  directeur  de   l'enseignement  primaire  de   la   Seine,  Hrtlel  de  Ville,  place 

Lobau,  à  Paris  (4*)- 
1918.     LEKSCIIKTA,  ingénieur  E.  CP.,  professeur  assistant  de  mathématiques  à   rUniversité 

de  Kansas,  Missouri  St.  937,  à  Lawrence  (  Kansas,  Etats-Uni»). 
1895.     LÉMERAY  (E.-M  ),  professeur  libre  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille,  villa  Véza, 

avenue  Meissonier,  à  Antibes  (Alpes-Maritimes). 

1920.  LERNER,    pi-ofesseur   au    lycée    de   Buzen    (Roumanie);   en   congé,    rue  Cnjas,    20,   à 

Paris  (  5*). 
1895.     LE  ROUX,  professeur  à   la    l'acuité   des  Sciences,    rue  de  Chàteaudun,    i3,   à   Rennes 

(  Ille-et-Vilaine  ). 
1898.     LE  ROY,  membr»  de  l'Institut,  professeur  au  Collège  de  France,  rue   Cassette,  27,  à 

Paris  (6'). 

1921.  LEROY,  professeur   de    mathématiques   spéciales   au   lycée   de    Rennts,   faubourg    de 

Fougères,  ii5,  à  Rennes  (  llle-el-Vilaine). 
1920.      LE  VAVASSEl'R,  professem  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Corneille,  12Î,  à  Lyon  (Rhftne). 
1900.     LEVI  CIVITA  (T.),  professeur  à  l'Université  de  Rome  (Italie). 

1907.  LESGOL'RGUES,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  rue  Jean-Ban,  4,  à  Paris  (6«). 
1909.     LEVV  (Albert),  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  de  Rennes,  86,  à  Paris  (6*). 

I9U7.     LEVV  (Paul),  ingénieur  «les  mines,   professeur   d'analyse   a    l'École   Polytechnique, 

rue  Cheinoviz,  9,  à  Paris  (16").  S.   P. 
1920.     LIIERMIITE,   professeur  au  TXcée   Janson-de-Sailly,  rue   de   Lubeck,  32,  à  Paris  (16'). 
1920.      LIIOSTE,  capitaine  inspecteur  des  études  à  l'École  l'olytechnique,  rue  Gay-Lussac,  8, 

à  Paris  (  j*;. 


—  10  — 


Date 

de 

l'admission. 


1898.     LIIVDELÔK  (Ernst),  professeur  à   l'Université,   Sandvikskajen,   i5,  à  Helsingfors  (Fin 

lande). 
1886.     lilftUVILLE,   ingénieur  en  chef  des  poudres,   examinateur    des   élèves  à  l'Kcole    Pol\- 

teohnique,  à  Maure  (lUe-et-Vilaine  ). 
1919.     LOISEAIJ,    ingénieur  à  la  Compagnie  des  chemins  de  fer  du  Nord,  à  Cambrai  (Nord). 

1912.  LOVETT  (E.-O.),  Rice  Institute,  à  Houston  (Texas,  États-Unis). 
1902.     LliCAS-tillURDYll.l.E,  à  la  Manufacture  de  l'État,  à  Tonneins. 

1902.     LUCAS  [)E  PE8I,011A\,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenuç  Rapp,  4i,  à  Paris  (7'). 

1913.  MSIiV,  professeur  adjoint  à  l'Université   de  Moscou  (Russie). 

1895.     MAILLET,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  examinateur  des  élèves  à  l'École 
Polytechnique,  rue  de  Fontenay,  11,  à  Bourg-la-Reine  (Seine).  S.  P. 

1905.  MALUSKI,  proviseur  du  lycée  Lakanal,  rue  Houdan,  3,  à  Sceaux  (Seine). 
1922.     MAiVDELBROJT,   rue  de  la  Montagne-Sainte-Genpviéve,  10,  à  "Paris  (5*  j 

1919.     NAItCHAlD,  professeur  au  lycée,  rue  Henri-René,  3,  à  Montpellier  (Hérault). 

1906.  MARCllS,  agrégé  de  l'Université,  rue  Frédéric-Passy,  i5,  h  Neuilly  (Seine). 

1919.  MARIJON,   inspecteur   général    de    l'Instruclion    publique,   avenue    l'"élix-Faure,   37,  à 

Paris  (i5"). 

1920.  MARMIOi\,  chef  de  bataillon  du  génie,  avenue  de  Sulfren,  164,  à  Paris  (7"'). 

1919.  MAROGER,  professeur  au  lycée  de  Marseille  (  Bouches-du-Rhône  ). 

1904.     MAROTTE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  do  Reuilly,  35  bis,  à  Paris  (12*). 
1884.     MAItTI\  (Arlemas),  Columbia  Street  i352,  N.  W.,  à  W  a.shington  D.  C.  (États-Unis). 

1920.  MARTY,  professeur  au  lycée  Henii-Poincaré,  à  Nancy  (Meurthe-et-Moselle). 

1920.  MASCART,  directeur  de  l'Observatoire  de  Lyon,  à  Saint-Genis- Laval  (Rhône). 

1919.  MATANOVITCII,  ingénieur  E.  C.  P.,  rue  Damrémont,  8,  à  Paris  (i8«). 

1921.  MADRUIE,   ingénieur  général,  directeur   de  rb'cole  d'application   du   Génie   Maritime 

rue  Oclave-Gréard,  3,  à  Paris  {('>')■ 

1920.  MAYER,  secrétaire  général  du  Bureau  d'Organisation   économique,    rue  de  Provence, 

à  Paris  (9°). 

1922.  MAYOR,  Pr<  fesseur  à  l'Université,   avenue  Église-Anglai>e,  i4,    à  Lausanne  (Suisse). 
1889.      MEÎVDIZABAL  TAMBDREL  (de),   membre  de   la  Société    de   Géographie  de    Mexico,    calle 

de  Jésus,   i3,  à  Mexico  (Mexique).  S.  P. 
1922.     MENTRÉ,  maître  de  conférences  à  l'Université,  faubourg  Saint-Jean,  63,  ix  Nancy. 
I884v     MERCEREAl),   licencié   es  sciences,  docteur  en    médecine,    rue    de    l'Université,  191, 

à  Paris  (7*).  S.  P. 
1919.     MÉRIEUX,  professeur  au  lycée  Condorcet,  me  Caumartin,  à  Paris  (8«). 
1902.      MERLIN    (Emile),    chargé    des  cours    d'astronomie    mathéinatic]ue  et   de    géodésie   a 

l'Université,  rue  d'Ostende,  11,  à  Gand  (Belgique). 
1919.     MESNAGER,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  de 

Rivoli,  182,  à  Paris  (4*).  S.  P. 
1919.     MÉTRAL,   professeur  au  lycée  de  Brest  (Finistère). 
1904.     METZLER,  professeur  à  l'Université,  à  Syracuse  (État  de  New-York). 

1919.  MEYER  (F.),  professeur  au  lycée  Rollin,  avenue  Trudaine,  16,  à  Paris  (9°). 

1909.     MICHEL    (Charles),   professeur  au   lycée  Saint-Louis,  rue  Sarrelle,   if\,  à  Paris  (i^*). 
1893.     MICHEL  (François),  ingénieur  en  chef  des  services  électriques  de  la  Compagnie  du 
chemin  deferdu  Nord,  faubourg  Saint-Denis,  210,  à  Paris  (lo*). 

1920.  MILIIAliD,  professeur  au  collège  Chaptal,   boulevard  des  Batignolles,  45,  à  Paris   (S'). 

1921.  MILLOIX,  agrégé  de  mathématiques,  rue  Quâtrefages,  4,  à  Paris  (J>'). 
1920.     MINEUR,  professeur  au  lycée  Rollin,  avenue  Trudaine,   i(),  à  Paris  (9"). 
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1873.     MITTAG-LKFFLEK,  professeiiri»  l'Université,  à  Djursholm-Stockliolm  (Suède). 

19-22.     MOCII,  rue  de  Chartres,  26,  à  Neuilly. 

1907.     MOXTEL,  professeur   à   la   Sorbonne,    répétiteur  d'analyse    à   l'Kcole    Polytechnique, 

boulevard  de  Vaugirard,  57,  à  Paris  (lo"). 
1898.     MI)\TESSUS    DE    B\l,l,OUE    (vicomte    Robert  ue),    boulevard     Bigo-Danel,    i),    à    Lille 
(iVord). 

1911.  NOORË  (Ch.-N.),  professeur  assistant  à  l'Université  de  Cincinnati  (États-Unis). 
1920.     SIORKL,  professeur  au  Prytanée  militaire,  à  La  ['"lèche  (Sarthe). 

1920.     M01JTI10\,  professeur  au  lycée  Lakanal,  rue  Alpliouse-Daudet,  i5,  à  Paris  (i4"')- 

1920.  MUR  (Thomas),  Elmosle  Sandown  Koad,  Ron.lebasch  (Sud-Africain). 

1921.  MDRRAY  (F.-H.),  rue  de  Tournon,  21,  à  Paris  (6°). 

1919.  MllXART,  professeur  au  lycée  Montaigne,  rue  Gay-Lussac,  68,  à  Paris  (5°). 

1921.  MYLI.KR  LEIIEDEFF  (M""),  professeur  à  l'Université  de  Jassy,  Str  Pacurjri,  48,  à  Jassy 

(Roumanie). 

1922.  NAl,  docteur  es  sciences,  professeur  à  l'Institut  catholique,  rue  Lit/ré,  10,  à  Paris  (6*) . 

1918.  XEClliCtA.  professeur  à  l'Université  de  Jassy  (Roumanie). 

1909.      NEOVIUS,  ancien   professeur   à   l'Université   d'Helsingfors,   Chr     Vinthersvei  3',  à   Co- 
penhague (Danemark). 

1920.  SiEPYEU,  professeur   honoraire,  à  Kelâtre  (Indre). 

1885.  IVKIJBERC,  professeur  à  l'Université,  rue  Scicssin,  6,  à  Liège  (Belgique). 

1897.  NICOLLIER,  professeur,  La  Châtaigneraie,  à  Saint-Clarens  (Vaud,  Suisse). 

1920.  IVIELSE\  (Frederik  Lange),  Armauer  Hausensat,  5,  111,  Christiania  (Norvège). 

1921.  NOAILIiOX,  rue  Monsieur-le-Prince,  63,  à  Paris  (6'). 

1919.  NORLUND  (E,),  professeur  à  l'Université  de  Lund  (Suède). 

1920.  OBRIOT,  professeur  au  lycée  RufTon,  boulevard  de  Port-Royal,  82,  à  Paris  (5°). 
188?.  OCAtiiVE  (iVI.   d'),   membre  de  l'Institut,   inspecteur  général  des  Ponts  et  Chaussées, 

professeur   à  l'École    Polytechnique  et  à  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  La 
Boëtie,  3o,  à  Paris  (8").  S.  P. 

1921.  ONICESCIJ,    docteur    es    sciences    mathématiques    de    l'Université   de    Rome,    rue    de 

Lille,  57,  à  Paris  (6°). 
1905.     OUlVE'r,  professeur  au  lycée  du  Parc,  à  Lyon  (Rhône). 
1873.      OVIDIO   (E.   d'),    sénateur,    professeur    à    l'Université,    via    Sebastiano     Valfré,    i'|,  à 

Turin   (Italie). 

1920.  PAGES,  professeur  au  lycée  Saiut-Louis,  boulevard  Saint-Micliel,  4''i-  »  Paris  (6'). 
1893.      I'AI\LEVE,    membre  de   l'Institut,    professeur  à    la    Faculté  des   Sciences  et  à   l'Ecole 

Polytechnique,  rue  Séguicr,  18,  a  Paris  (6'). 

1912.  PA\fiE  (de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  François  I"',  32,  à  Paris  (8').  S.  P. 
1888.     PAPEIilER,    professeur  au    lycée,    rue    Notrc-Dame-de-Recouvrance,    2y,    ii   Orléans 

(  Loiret). 

1919.     PARODl  (H.),  ingénieur  en  chef  à  la  Compagnie  des  chemins  de  fer  d'Orléans,  quai 
d'Orsay,  i4i,  à  Paris  (i5'). 

1922.  PASCHAUD,  professeur  it  l'Université,  avenue  de  Réiliusy,  ^u,  à  Lausanne  (Suisse). 
1917.     PASQUIER  (nu),  professeur  à  l'Université,  rue  de  la  Côte,  à  Neiichàtel  (Suisse). 

1921.  PASQUIER,  licencié  es   sciences,   professeur   a    l'Instiiut  catholique  d'Angers    (Maine- 

et-Loire). 
1881.      PELIiET,  professeur  honoraire  h  la    Faculté  des   Sciences,  boulevard   Gergovia,  77,   ii 

Clernionl-Ferraud  (  Puy-de-Dôme). 
1914.     l'KRKS,  professeur  à  la  laculté  des  Sciences,   Marseille  (  Bouches-du -RhOne). 
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1881.     PEROTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  VVorcester  (Massachusetts,  États-Unis).  S.  P. 

1892.  l'KKRIlV  (Élie),  professeur  de  mathémaliques  à  l'École  J.-K.  Say,  rue  de  la  Conven- 
tion,  85,   à  Paris  (i5'). 

1896.      l'ErUOVliCII,  proi'iisseiir  à  l'Université,  Kosauc  Venao,  2t).  à  Beljrrade   (Serbie). 

19()'2.  l'ETROVITCll  (S.),  général  major,  professeur  ordinaire  à  l'Académie  d'artillerie 
Michel,  Sergevska'ia,  l^i,  log.  lo,  à  Rétrograde   (Russie). 

1887.  PEZZO  (i)EL),  professeur  à  l'Université,  pia/za  San  Domenico  Maggiore,  9,  à  Maples 
(Italie). 

1905.  PFEIFFER,  professeur  à  l'Université,  S/aoudl  Wladimirskaia  45,  log.  II.  à  Kiew  (Russie). 
1879.     PICARD    (Emile),    secrétaire    perpétuel    de    l'Académie    des    Sciences,     membre   du 

IJureau  des  Longitudes,  professeur  à  la  l<'acullé  des  Sciences  et  à  l'École  Centrale 
des  Arts   el   iManufactures,  quai  Conti,  25,  à  Paris   (6«). 

1919.  PlllART  (L.),  directeur  de  l'Observatoire  de  Bordeaux,  à  Floirac  (Gironde). 

1872.  PICQUKT,  chef  de  bataillon  du  j'.énie  en  retraite,  examinateur  des  élèves  a  l'École 
Polytechnique,  rue  Monsieur-le-Prince,  4>  à  Paris  (6"). 

1920.  PIERRA,  directeur   de   la   Société   des   appareils  de    transmission   Haie   Shan,   rue  de 

Provence,  à  Paris  (9°). 
1922.     PINCZON,    sous -directeur    des  Chantiers   de  Penhoët,    boulevard    de  l'Océan,   5i,    à 
Saint-Nazaire. 

1913.  PODIIAGIIIIVE  (N.),  rue  Stanislas,  i4,  à  Paris  (6«). 

1920.  POMEY  (,I.-B.),  iujjénieur  en  chef  des  postes  et  télégraphes,  boulevard  Raspail,  lio, 
à  Paris  (6"). 

1920.  POMEY  (Etienne),  professeur  à  l'École  de  Physique  et  de  Chimie,  boulevard  Saint- 
Marcel,  70,  à  Paris  (5"). 

1920.     POMEY  (Léon),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  rue  Rosa-Bonheur,  10,  à  Paris. 

1918.  POMPEll,  professeur  <à  l'Université  de  Bucarest  (  Roumanie). 

1920.     POiVS,  professeur  au  lycée,  avenue  Bouisson-Bertrand,  à  Monipellier  (Hérault). 

1906.  POPOVICI,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Jassy   (Roumanie). 

1894.     POTRON  (  M.),  docteur  es  sciences,  nouvelle  école  Sainte-Geneviève,  rue  de  la  Vieille- 
Eglise,  -.1,  à  Versailles  (  St'ine-et-Oise  ). 
1920.     PORTAMER,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  à  Paris  (5'). 

1914.  POWALO-SCIIWEIKOWSKI,  licencié  es  sciences,  rue  Gazan,  5  bis,  à  Paris  (i4'). 

1919.  PRADEL,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  44)  '»  Paris  (6*). 
1919.     PREVOST,  ingénieur  civil  des  mines,  rue  Huysmans.   6,  à  Paris  (6"). 

1896-      QLIQUET,   actuaire  de    la   Compagnie  la  Nationale,  boulevard   Sainl-Gerniain,    92.  à 

Paris  (5"). 
1919.     RATEAU,  membre  de  l'Institut,  avenue  Elysée-Reclus,  10  bis,  à  Paris  (7*). 
1922.     RAYNAID,  professeur  à  l'Institution    Saint-Stanislas,  a   Poitiers. 
1903.      BÉMOUNDOS,   professeur  d'analys(!  supérieure  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Spyridion- 

Tricoupis,  5'|,  i»  Athènes  ((Jrèce). 
1919.     REIVAII),  ()rofesseur  au  Lycée,  rue  Joseph-T  issot,  Dijon  (Côte  d'Or). 
1919.      RÉVKILLE,  répétiteur  à  l'Ecole  Polytecliniciue,  à  Saint-Tropez  (Var). 
1903.      RICIIARO,  docteur  es  sciences  mathématiques,  professeur  au  lycée,  rue  de  Strasbouig, 

100,  à  Châteauroux. 

1919.  RICHARD  (F,.),  professeur  au  lycée    Michelet,  boulevard  Lefebvre,  45,  à  Paris   (iS"). 
1908.     lUCNARD  D'AROXCOllRT  (de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  Nationale,  74, 

à  Lille. 

1920.  RIQUIER,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Mallilàtre,  i4,  à  Caen  (Calvados). 
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1908.     RISSER,  actuaire  an  Ministère  du  Travail,  rue  Sédillot,  5,  à  Paris  (7*). 
1919.     ROBERT,  professeur  au  lycée  de  Montpellier  (Hérault). 
191G.     ROBI\SO\  (L.-B.),  23"<l  slreet  3o6  E,  à  Baltimore  (Marylaïul,    États-Unis). 
1903.     ItOGIIR,  agrégé    de   l'Unitersilé,    docteur  es  sciences,   professeur   à   l'Université  libre 
d'Angers  (  Mai"e-et-Loire  ). 

1919.  ROQUES    (M"*),  docteur  es   sciences,   actuaire  à  la  C'"  d'assurance  «  La  New  York  », 

avenue  des  Champs-Klysées,  63,  à  Paris  (S'). 
1914.     ROSENBLATT,    professeur    a    l'Université    de    Cracovie,    rue   Bartowa,    18,    à   Cracovie 
(Pologne). 

1896.  ROLGIER,    professeur    au    Lycée    et    à    l'École    des    ingénieurs,   rue    Sylvabelle,    84, 

à    Marseille. 
1906.     BOUSIERS,    professeur    au    collège     Stanislas,    boulevard    du    Montparnasse.     62,    à 
Paris  (14"). 

1920.  ROLÏKR,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Jean-Rameau,  3,  à  Alger. 

1885.     ROY,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  l'"rizac,  9,  à  Toulouse  (H'" -Garonne). 
1920.     ROWE  (C.-H.),  professeur  à  Trinity  Collège,  rue  Gay-L"ssac,  28,  à  Paris  (5'). 

1911.  RDDN'ICKI,  licencié  es  sciences,  avenue  Reille,  28,  à  Paris  (l'i'). 

1920.  SAINTE  LA(îlE,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  Barye,   12,  à  Paris  (7''). 

1919.     SAKELLAUIOD,  professeur  à  l'Université,  rue  Asklépion,  q6,  à  Athènes  (Grèce). 

1900.  SALTVKOW,  professeur  à  l'Université,  à  Kharkow  (Russie).  S.  P. 

1921.  SARAÎVTOPDIILOS,    docteur  es  sciences   de  l'Université   d'Athènes,    rue  Solomos,  20,  à 

Athènes  (  Grèce). 

1919.  SARTRE,  ajjiégé  de  (Université,  rue  d'Ulin,  4.3,  à  Paris  (5»). 

1897.  SCIIOU  (Erik),  ingénieur,  Tliorvaldsinsi,   198,  à  Copenhague  (Danemark). 

1020.     SCIIUll,  professeur  à  l'Académie  technique  de  Deift,  Frenckenolag,  La  Haye  (Hollande). 

1901.  SÉE  (Thomas-J.-J.),  Ohservatory  Mare  Islaud  (Californie). 

1896.     SEGIIER  (.l.-A.   m:),  docteur  es  sciences,  rue  du  Bac,  ii4,  à  Paris  (7*). 
1882.     SÉLIVANOI''F  (Démélrius),  professeur  à  l'Université,   Foutanka,  116,  log.   i6,  à  Petro- 
grade  (Russie).  S.  P. 

1920.  SERIiESCO,  professeur  au   lycée   de  Fupnu  (Roumanie);  en  congé,  boulevard    Saint- 

Germain,  46,  à  Paris  (ô'). 

1920.     SËRRIER,  professeur  au  lycée  Louis-le-Crand,  rue  Boulard,  38,  à  Paris  (i',-^).  S.  P. 

1900.     SERVANT,  chargé  de  conférences  à  la  Sorbonne,  à  Bourg-la-Reine  (Seine). 

1908.     SHAW  (.l.-B.),  professeur  a  l'Université,  Box   143,   University  Station,   Urbaua   (Illi- 
nois, États-Unis). 

1919.  SIMOIVIIV.  asti'oiiome  à  l'Observatoire,  avenue  du  Parc-de-Montsouris,  3o,  à  Paris  (  i^'). 

1912.  SIRK,  professeur  à  la   Faculté  des  Sciences  de  Lyon  (Rhône). 

1920.  S0\0,  docteur  es  sciences,  Collège  of  Science,  Université  de  Kyoto,  Japon,  rue  de  la 

Pompe,   i52,  à  Paris  (16'). 
1916.     SDUIjA,  maître  de  conférences  à   la   Faculté   des  Sciences  de    Montpellier,   rue  de   la 

Bienfaisance,  i,  Nimes  (Gard). 
1900.     SPARRE  (comte  de),  doyen  de    la    Faculté    catholi(iue    des    Sciences,  avenue    de    la 

Bibliothèque,  7,  à  Lyon.    S.  P. 
1912.     STECKER    (11. -F.),     professeur    de    mathématiques,    à    Pensylvania    State    Collège, 

Miles  St.  3o6  (Pensylvanie,  États-Unis). 
1912.     STEISIIAUS,  professeur  à  l'Université  de  Lwow,  rue  Kodecka,  i4,  I,  à  Lwow  (Pologne). 
1918.     SrOILOW  (S.),  docteur  es  sciences,  maître  de  conférences  à  l'Université  de  Jassy 

(  Roumanie  ). 
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1898.  SrOlOIER,  professeur  à  l'Université,  Huk  Avenue,  33,  Bygdô,  Christiania  (Norvège). 
1904.     SUDItlA,  directeur  de  l'École   préparatoire  à   l'Ecole  supérieure  d'Électricité,  rue    de 

Staël,  26,  à  Paris  (i5*). 
1904.     SIJIDMW,     professeur    à    l'Université,     Observatoire    astronomique,    à    Helsingfors 

(  Finlande  ). 
1920.     TEIJE  TAKVGI,  professeur  à  l'Université  de  Tokio  (Japon). 
1913.      r,lM\UKI\E,  répétiteur  à  l'École  impériale  des  Ponts  et  Chaussées,  rue  Liteinaia,  45, 

App.  33,  à  Pétrograde  (Russie). 
1920.     TIIIRV,  maître  de  conférences   à   la  Faculté   des  Sciences,    rue  de  l'Université,   36,   à 

Strasbourg  (Bas-Rhin). 
1919.     TilOlSY  (i):;),  inj^éiiieur,  rue  Vineuse,  20,  à  Paris  (16"). 

1899.  TIIYimir,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  chef  des  travaux  graphiques  à  la  Faculté  des 

Sciences,  boulevard   St-Germain,  5o,  h  Paris  (5"). 
1910.     TIMOCIIE\KO,  professeur  à  l'Institut  Empereur  Alexandre  II,  à  Kiew  (Russie). 
1913.     TllN'O  (O.),  via  Lagrange,  2,  à  Turin  (Italie). 
1919.     TISSIEIt,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  h  Alger. 

1912.  TOICUARD,    ingénieur    des     Arts    et     Manufactures,    boulevard    Haussmann,    ijo,    à 

Paris  (8«). 

1910.  TltAVlVAIin,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences  de  Kesançon.  S.  P. 

1872.     TKESdA,    ingénieur   en    clief  des    ponts   et   chaussées  eu    retraite,   rue  du  Génëral- 

Henriou-Hertiiier,  7,    à  Neuilly-sur-Seine  (Seine). 
189f).     TRESSE,  professeur  au   lycée  Huffon,  rue  Mizon,  6,  à  Paris  (i5'). 

1919.  TRIMBACII,  ingénieur,  avenue  du  Roule,  97,  à  Ncuilly  (Seine). 

1907.     TRIPIER  (H.),  sous-directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue   Alphonse-de-Neu- 
ville, 17,  à  Paris  (17'). 

1920.  TROUSSIÎT,  aide  astronome  à  l'Observatoire  de  Floirac  (Gironde). 

1919.  TURMEli,  pi-ofesseur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Sainl-Miclicl,  4'i,  »  Paris  (G')- 

1911.  TURRIERE,   docteur  es  sciences,  professeur  à  la  Faculté  des   Sciences  de   Montpellier 

(Hérault).  , 

1913.  VAMROV,    professeur  à    la  Faculté  des   Sciences,   allée  de  la  Robcrtsau,  53,  à  Stras- 

bourg (Bas-Rhin  ). 
1893.      VAIiLEE  l'OUSSIiV  (Cli.-,I.   de   la),    membce   de   l'Académie  Royale   des   Sciences,    des 
Lettres    et   des  Beaux-Arts    de    Keljjique,    professeur    a  l'Université,    avenue   des 
Alliés,   149,  à  Loiivain  (Belgique). 

1904.  VAiVDEUREiV,  professeur  à  UÉcole  militaire,  avenue  Macan,   16,  à  Bruxelles. 

1905.  VAN   VliECK,    professeur    de    mathématiques,   ii    l'Université,    N.    Pincknay    St,    5i(j, 

à   Madison     (  Wisconsin,  États-Unis). 

1920.  VAROPOUIjOS,  docteur  es  sciences  de  l'Université  d'Athènes,  rue  d'Ulm,  45,  a  Paris  (.V). 

1897.  VASSIIiAS-VITAIiIS    (J.),    professeur    à    l'Ecole    militaire    s\i|)prioure,   rue    Epicure,    i3, 

à  Athènes   (Grèce). 

1898.  VASSIliIEF,   membre  du  Conseil  d'État,  Vassill  Ostrowligne  12,  m-    u),    à    Pétrograde 

(  Russie  ). 
1920.     VAIILOT,  rue  Barbet-de-Jouy,   \2,  à  Paris  (7"). 
1920.     VAmESCl,  avenue  Carnot,  5,  à  Paris  (17"). 

1913.      VEBLEIV  (O.),  professeur  à   l'Université  de   Princeton  (  États-Unis). 
1920.     VERGXE,  rue  Anber,  8,   à  Paris  (9-). 
1920.     VERI)\^ET,  astronome  à  l'Observatoire,  charge  de  conférences  h  la  Faculté  des  Sciences. 

rue  Wimpfeling,  29,  à  Strasbourg  (Bas-Rhin). 
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Date 

de 

l'ailmission. 

1901.     VESSIOr,    processeur  à  la  Faculté   des  Sciences,  sous-direcfeur  de  l'École  Normale 

supérieure,  rue  d'Ulm,  4^,  à  Paris  (5"). 
1922.     VICTOR,  ingcuieur,  rue  de  Rétnusat,   ig,  à  Paris. 

1920.      VIEILLEl'OMO,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Garibaldi,  4^,  à  Paris  (i5'), 
1911.     VILLAT,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Maréchal-Pétain,  ii.  Strasbourg 

(Bas-Rhin). 
1919.     VHIEllX,  professeur  au  lycée,  a  Mec  (  Alpcs-Mariiimes  ). 
1920-     VliVTEJOUX,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  Ccrnuschi,  12,  à  Paris  (17"). 
1919.     VOGF,   professeur  à  la   Faculté    des   Sciences,    rue    ''"    Grand- Verger,   33,    h   Nancy 

(Meurthe-et-Moselle).  ' 

1888.     VOIiiElUtA   (Vito),  sénateur,   prof<!sseur  à    l'Université,  >■<«   in    Lucina,  i-j,  à    Rome 

(Italie). 
1900.     VUIBEIIT,  éditeur,    boulevard  Saint-Germain,  63,  à  Paris  (5«). 

1919.  WAVRK,  docteur  es  sciences,  Université  de  Genève,  Genève  (Suisse). 

1880.     WAliCKENAKU,   inspecteur    général  en  chef  des   mines,  boulevard   Sl-Gerniain,   218, 
à  Paris  {•}'). 

1920.  WAIIII,  gradé  de  l'Université  Harward,   rue  de  Tournon,  21,  à  Paris  (6"). 

1920.  WEIIER,  professeur  au  lycée  Buffon,  avenue  de  Châtillon,  21,  à  Paris  (14"). 

1879.     WEILI,,  directeur  honoraii-e  dn  collège  Chaptal,  boulevard  Delessert,  a3,  à  Paris  (i6«). 

1919.  WElliL,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  à  Paris  (6'). 

1921.  WIEIVER    (N.),   professeur  au   Massachusetts  Institut  of  technoiogy,  à   Boston  (États- 

Unis). 
1906.     \VILSO\   (R.-B.),  professeur    à    l'Institut  de  Technologie,  à    Boston    (Massachusetts, 
États-Unis). 

1911.  VVI.\TER,  avenue  d'Icua,  fifi,  à   Paris  (16"). 

1909.      WOODS  (  F.-S.  ),  professeur    à    l'Institut  de     Technologie,    à   Boston    (Massachusetts, 

États-Unis  % 
IS78.     WOU.MS  DE  UOllllil.Y,   inspecteur   général    des    mines,    en    retraite,    rue    du  Général- 

Langiois,  5,  ii  l'aiis  (16"). 

1920.  .\AVIER-IiED.\,  directeur  de   la  Revue  de  Métaphysique  et   de  Morale,  rue  des  Mathu- 

rins,  3g,  à  Paris  (S""). 

1921.  YAYOTARO  AIIE,  professeur  à  l'École  Normale  supérieure  de  Tokio,  rue  Bausset,  "j  bis, 

à  Paris  (  1 1°  ) . 

1912.  Y01)\(î  (VV.-II.),  lurîuibre  de  la  Société  Boyale  de  Londres,  professeur  ii  l'Université 

de  Liverpool,  villa  Collonge,  La  (Conversion,  à  Vaud   (Suisse). 
1920.     ZAREMBA,  professeur  à  l'Université  de  Gracovie,  W.irszavokaie,  rue  Zytnia,  (i,  Cracovie 

(  Pologne). 
1903.     ZERVOS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Sozopoleos,  88,  i»  Athènes  (Grèce). 
1898.      ZIWET,    professeur  de    mathématiques  à  l'Université    Tappanavi.   (i\\,   à    Ann    Arbor 

(Micliigan,  Ktats-Unis). 
1909.     ZORBTTI,  professeur  de  mécanique  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Caen  (Calvados). 

Membres  décédés  en  1921  ou  1922  :  MM.  nOITi:L  DE  DIEMVAL,  ROUTROUX, 
JORDAN  (CATULLE),   SAIHIAUX,  VERDIER. 
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SOCIETAIRES    PERPETUELS    DECEDES. 


BENOIST.  —  BIE\AYME.  —  BISCDOFFSHEIM.  —  BORCIIARDT.  —  BOIRLET.  -  BOITROI'X. 
CiNET.  —  CHASLES.  -  CLAlDE-LAFOi^TAINE.  —  GAITBIER-VILLARS.  —  MALPHEX.  — 
HERHITE.  —  HIRSr.  —  JOKDAIV.  —  LAFO\  DE  LADÉBAT.  -  LÉAIJTÉ.  —  JlAîViVHEIM.  — 
PERRIN(R.).  —  POIXCARÉ.  —  DE  POLIGKAC.  —  RAFFY,  -  SYLOW.  —  TANXERY  (PAUL). 
TCHEBICHEF.  —  VIEM.ARD. 


LISTE 


PRÉSIDENTS  DE  L4   SOCIÉTÉ  MATIIÉ^IATIQUE  DE  FRANCE 


DEPUIS      SA      FONDATION. 


Hin. 


1873 

CHASLES. 

1874 

LAFOX  DE  LAD..BAT. 

1875 

BIKNAYMÉ. 

1876 

m  LA  GOURAIERIE. 

1877 

AlAXIVIieiM. 

1878 

DARBOLX. 

1879 

0.  BOiWET. 

1880 

JORDAN. 

1881 

LAGUERRE. 

1882 

HALPHEM. 

1883 

ROVGHÉ. 

1884 

PICARD. 

1885 

APPELL. 

1886 

POIIVCAItÉ. 

1887 

FOIREI. 

1888 

LAISANT. 

1889 

A\DRÉ  (D.)- 

1890 

IIATOIV  DE  LA  GOliPILLIÈRË 

1891 

COLLIG\OIV. 

1892 

VICAIRE. 

1893 

HliNBERT. 

1894 

PICQIET. 

1895 

GftDRSAT 

1896 

KŒMGS 

1897 

PICARD. 

Nil. 


1898 
1899 
1900 
1901 
1902 
1903 
1904 
1905 
1906 
1907 
1908 
1909 
1910 
1911 
1912 
1913 
1914 
1915 
1916 
1917 
1918 
1919 
1920 
1921 
1922 


LECOR\l). 

Gii\nu. 

POIiVCARÉ. 

D'OCAGNE. 

RAFFY. 

PAINLEVÉ. 

CARVALLO. 

BOREL. 

HADAMARD. 

BLUTEL. 

PERRIN  (U.). 

BIOCIIE. 

BKICARD. 

LÉVY  (L.). 

ANDOYER. 

COSSERAT  (F.). 

VESSIOT. 

CARTAN. 

FOUCIIÉ. 

GIIICIIARD. 

MAILLET. 

LEBESGUE. 

DRACII. 

BOULAIVGER. 

CAHEN  (E). 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Cracovie 

Delft 

Edimbourg.  .  . 
Edimbourg. . . , 

Gaiid 

GôHiiigen 

Halifax 

Hambourg 

Marleiu 

Ilelsiiigrors.  .  . . 

Kansas 

Kasan 

K.liarkow 

Kharkow 

Leipzig 

Leipzig 

Leipiig 

Lié,jft 

Livouriiu 

Londres 

Londres 


Amsterdam Académie  Ko  y  a  le  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Amsterdam Société  matliématiqiie  d'Amsterdam. 

Amsterdam Revue  semestrielle  des puhlicntions  matliénin- 

tiques. 

Baie Naturforscheiide  GeseHsciiaft. 

Baltimore American  Journal  oj  Muchematics. 

Berlin Académie  des  Sciences  de  Berlin  . 

Berlin Jahrhuch  iiber  die  Forlsc/triCCe  der  Matlie- 

matih. 

Berlin Journal  Jiir  die  reine  u/id  angeivandte  lHa- 

thematik. 

Bologne Académie  des  Sciences   de  Bologne. 

Bordeaux Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles. 

Bi'uxelled Académie  Boyale  des  Sciences,  des  Lettres  et 

des  Beaux  Arts  de  Belgique. 

Bruxelles Société  scientiliqiie  de  Bruxelles. 

Calcutta Calcutta  mallicmatical  Society. 

(Cambridge Cambridge  philosophical  Society. 

('Iiristiaiiia.' Archiv  for  Mathematih  og  Naturvidenskiib. 

(^oïmbre Ànnaes   scicntijicos   da   Acndemia    Polylech- 

nica  do  Porto. 

Copenhague Nyt  Tidsskrift  for  Mutliematih. 

Copenhague Det  Kongelige  danske  videnshabernes   srls- 

kabs  Skrifter. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Académie  technique. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d'Edimbourg. 

M  a  thés  is. 

Société   Royale  des  Sciences  de  Gottingcn. 

^'ova  Scotian  Institute  of  Science. 

Société  mathématique  de  Hambourg. 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlande. 

linivei-sité  de  Kausas. 

Société  physico-matlicmati<|ne . 

Annules  de  l'Université. 

Société  mathématique  de  Kharkow. 

Siiciété  Royale  des  Sciences  de  Saxe. 

Matheniaiiscite  Annalen. 

Archiv  der  Mathemalik  und  Phjrsih. 

Snciété  Royale  des  Sciences. 

Periodico  di  Matematica. 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  maihématique  de  Londres. 

S.  M,   —  Comptes  rendus. 


Pays-Bas. 
Pays-Bas. 

Pays-Bas. 

Suisse. 
États-Unis. 
Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 
Italie. 
France. 

Belgique. 

Belgique. 

Inde  anglaise. 

Grande-Bretaj;ne. 

îSorvcj;e. 

Portugal . 
Danemark . 

Danemark. 

Autriche. 

Pays-Bas. 

Grande-Bretagne. 

Giaiide-Brelagne. 

Belgi(|nc. 

Allemagne. 

N  "'-Ecosse  (Canada) 

Allemagne. 

Hollande. 

Finlande. 

États-Unis. 

Russie. 

Russie. 

Russie. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Allemagne. 

Belgique. 

Italie. 

Grande-Bretagne 

Grande-Bretagne  . 
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Lotidies 

Luxemboiii'); 

Marseille 

Mexico 

Milan 

Moscou 

Munich 

Naples 

New-Haven 

New- York 

Odessa 

Palerme. 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Paris 

Pétrograde 

Pise 

Pise 

Pise 

Piagne 

Prague 

Prague 

Princeton 

Rennes 

Rome 

Rome 

Rome 

Sophia 

Stockholm 

Stocklioim 

Stockholm 

Tokyo  

Toulouse , 

Turin , 

Upsal 

Varsovie 

Venise 

Vienne 

Vienne 

Washington. . . . . 
Zagreb  (  Agram). 
Zurich. 


Société  Royale  de  Londres. 
Institut  grand-ducal  de  Luxembourg. 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences. 
Sociedad  cientifica  Antonio  Alzate. 
Institut    Royal     lombard    des     Sciences   et 

Lettres. 
Société  niallu;matique  de  Moscou. 
Académie  des  Sciences  de  Munich. 
Académie  Royale  des  Sciences  physiques  et 

inatiiématiques  de  Naples. 
yVcadémiedes  Sciences  et  ArtsdiiCoiinecticut. 
American  mathematical  Society. 
Société  des  naturalistes  de  la  Nouvelle-Russie. 
Rendiconti  del  Circolo  malematico. 
Académie  des  Sciences  de  Paris. 
Association  française  pour  l'avancement  des 

Sciences. 
Société  philomathique  de  Paris. 
Bulletin    des  Sciences    ntathéniaciques. 
Journal  de  l'Ecole  PolyCechni(/ne. 
Institut  des  Actuaires  français. 
Intermédiaire  des  Mathéninliciens. 
Académie  Impériale  des  Sciences. 
École  Royale  Normale  supérieure  de  Pise. 
Université  Royale  de  Pise. 
Il  Nuovo  Cimenta. 
Académie  des  Sciences  de  Bohème. 
Jednota  ceskych  mathemalicu  a  fysiku  . 
Société  nialliématique  de  Rohême. 
Annals  oj  Mathemalics. 
Travaux  de  l'Université. 
Académie  Royale  des  Lincei. 
Società  italiana  délie  Scienze. 
Società  pcr  il  progresso  délie  Scien/.e. 
Annuaire  de  l'Université  de  Sophia. 
Acta  mathematica. 
Archiv  for  Mathematih. 
Bihlio  cil  eca  mat  hem  atica. 
Mathematico-physical  Society. 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences. 
Académie  des  Sciences. 
Société  Royale  des  Sciences  d'Upsai. 
Prace  Matematyczno  Fizyczne. 
Institut  Royal  des  Sciences,  Lettres  et  Arts. 
Académie  Impériale  des  Sciences  de  Vienne. 
Monatshefte  fïir  Malhcmatik  und  Physik. 
l\ational  Academy  of  Sciences. 
Académie  Sud-Slave  desSciences  et  Beaux- Arts 
Naturforschende  Gesellschaft. 


Grande-Bretagne 

Luxembourg. 

France. 

Mexique. 

Ilalic. 
Russie. 
Bavière. 

Italie. 
États-Unis. 
Étals-Unis. 

Russie. 

Italie. 

France. 

France . 
France. 
France. 
France. 
France. 
France. 
Russie. 

Italie. 

Italie. 

Italie. 

Tchéco-Slovoq  nie . 

New-Jersey,  Étals-L'iil» 

France. 

Italie 

Italie. 

Italie, 

Bulgarie. 

Suède. 

Suède. 

'      Suède. 

Japon. 

France. 

Italie. 

Suède. 

Pologne. 

Ilajie. 

Autriche. 

Autriche. 

États-Unis. 

Yougo-SIavie. 

Suisse. 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SRANCE    DU    11    JANVIER    19-22. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    BOULANGER. 

M.  Auric  donne  lecture  du  rapport  de  la  Commission  des  Comptes 
qui  est  adopté  à  l'iinaniinité. 

La  Société,  réunie  en  Assemblée  générale,  procède  au  renouvelle- 
ment de  son  Bureau  et  d'une  partie  du  Conseil. 


SÉANCE    DU    25    JAiNVIER    1922. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    CAHEN. 

Communication  : 

M.  Auric  :  Sur  Vexislence  des  unités  dans  les  corps  quadratiques. 
Si  Ton  considère  deux  entiers  «o,  «i,  d'un  corps  quadratique  réel  ou 

complexe  et  si  l'on  développe  en  fraction  continue  le  rapport  —  au 
moyen  des  formules  de  récurrence 

on  obtient  la  suite  indéfinie  des  entiers 

ao,     ai,     Oj,     «3,      ....     ((fil     a,i+i,      ■■■         (\\\ua„  =  n     pour      n  =  x). 

On  sait  qu'à  partir  d'un  certain  rang  les  X,  se  reproduisent  périodi- 
quement, 

et  l'on  a  alor> 

//  étant  une  unité  réelle  ou  eonipleve  du  corps  considéré. 

En  particulier,  dans  le  cas  où  le  déterminant  A  de  l'équation  qui  a 
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pour  racine  —  est  un  nombre  réel  et  négatif,  on  obtient,  outre  l'unité 

ordinaire,  une  unité  complexe  et  l'introduction  de  celle-ci  permet 
d'apporter  plus  d'homogénéité  et  plus  de  généralité  dan»  l'étude  des 
corps  quadratiques  à^déterminant  réel,  positif  ou  négatif. 

Elections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  M.  Mandelbrojl, 
présenté  par  MM.  Hadamard  et  Galbrun;  M.  Bloch,  présenté  par 
MM.  Cahen  et  Galbrun. 


SEANCE     DU    8    FEVRIER     1922. 

F>RÉSIDENCE    DE    M.    CAHEN. 

Le  procès-verbal  de  la  séance  précédente  est  lu  et  adopté  après 
observations  de  M.  Weber  qui  demande  que  mention  y  soit  faite  de? 
desiderata  développés  par  lui  au  sujet  de  la  formation  des  professeurs 
de  mathématiques  de  l'I^nseignemeiit  secondaire.  Celte  mention  sera 
inscrite  dès  que  M.  Weber  aura  remis  une  rédaction  sommaire  au 
Bureau. 

Élections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  M.  Lagrange,  pré- 
senté par  MM.  Fatou  et  Lebesgue;  M.  Nau,  présenté  par  MM.  Fouet 
et  Montel. 

Comtnunications  : 

Exposés  par  deux  membres  du  Séminaire  de  M.  Hadamard  au 
collège  de  France  : 

1°  Par  M.  Albert  Lévy  :  Sur  la  représentation  cVun  nombre  />ar 
une  forme  ax^ -h  by^ -\- cz^-h  du-,  d'après  un  Mémoire  de  Kama- 
nudjan  {Cambridge  Philosopliical  Society,  1916). 

2°  Par  M.  le  commandant  Barré  :  Sulla  generalione  délia  curva 
piane  di  génère  p  dotate  di  j)  -i-  1  circuiti.  Mémoire  de  Brussotli 
dans  les  Reale  Inslituto  Lonibardo,  1910. 
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SÉANCE    DU    22    FÉVRIER    1922. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    CAHEN. 


Election  : 


Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société  ;  M.  Favier,  présenté 
par  MM.  Leau  et  Vogt. 


SEANCE   DU  8   MARS   1922. 

PRÉSIDENCE    DE   M.   CAHE.N. 


litec  Lions 


Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  M.  Raynaud  et 
M""  Grumeau,  présentés  par  MM.  Appeil  et  Bouligand;  M.  Moch, 
présentée  par  MM.  Hadamard  et  Galbrun. 


SÉANCE    DU   22   MARS    1922. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    CAHEN. 

Communications  : 

M.  Noaiilon  :  Sur  les  séries  entières  divergentes  les  plus  générales. 
M.  Calien  (Armand)  :  Sur  les  intégrales  linéaires  et  les  solutions 
singulières  des  ét/uations  différentielles  du  premier  ordre. 


SEANCE    DU    26    AVRIL    1922. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    CAHEN. 


élections  : 


Sont   élus    à   l'unanimité   membres  de  la   Société   :   M.    Ma^or    et 
M.  Paschoud,  présentés  par  MM.  Gustave  Dumas  et  René  Baire. 

Comniunication  : 

M.  Faloii  :  Sur  le  mouvement  des  planètes  en  milieu  résistant. 
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SÉANCE    DU    10   MAI    1922. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    CAHEN. 

M.  le  Président  soumet  à  Tapprobation  des  membres  de  la  Société 
la  liste  des  membres  proposés  pour  composer  une  Commission  chargée 
d'étudier  la  formation  des  professeurs  de  mathématiques  de  l'Ensei- 
gnement secondaire,  notamment  celle  des  professeurs  licenciés.  Celte 
liste  est  approuvée  à  l'unanimité. 

Communication  : 

Exposé  par  M.  Gambier,  pour  le  Séminaire  mathématique  de 
M.  Hadamard  :  Sur  les  travaux  de  Giambelli  sur  la  conservation  du 
nombre  et  les  résultats  fondamentaux  dus  à  Halphen. 


SÉANCE    DU    24    MAI    1922. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    CAHEN. 


Elections 


Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  MM.  Alexandre, 
Victor,  Duchange  et  llermann,  présentés  par  MM.  Dautry  et  Montai. 

Communication  : 

Exposé  de  M.  Cahen,  pour  le  Séminaire  mathématique  de 
M.  Hadamard  :  Analyse  de  Mémoires  de  MM.  Polya,  Axel  Thue  et 
Siegel  sur  la  décomposition  de  certaines  expressions  en  facteurs 
premiers,  sur  l'approximation  des  nombres  algébriques  et  sur 
Vanalyse  diophantienne. 


SÉANCE    DU    14   JUIN    1922. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    CAIIKN. 


Élection 


Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société  :  M.  Mentré,  présenté 
par  MM.  Vogt  et  Cartan. 
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Communication  : 

M.  Cahen  :  Sur  le  nombre  des  solutions  des  éfjualions  U  (^,  /)  =  m 
(  1  liéorème  d'Axel  Thue). 


SEANCE    DU   28   JUIN    1922. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    CAHEN. 

Communication  : 

M.  Risser  :  Sur  une  équation  fonctionnelle  relative  aux  annuités 
viagères. 

Le  problème  qui  fait  l'objet  de  cette  Communication  consiste  dans 
la  résolution  de  l'équation 

dans  laquelle  a{x^  i)  et  a(a;,,V,)  désignent  respectivement  les  annuités 
viagères  aux  âges  x  et  x^  et  aux  taux  i  et  /,. 

On  suppose  donnés  l'annuité  a{x,  i)  ainsi  que  x,  i  et  <\  et  Ton 
demande  de  déterminer  o^i,  connaissant  la  valeur  de  la  vie  moyenne 
aux  différents  âges,  et  aussi  la  table  des  annuités  viagères  au  taux  i. 

Si  Vj.  et  ('x+i  représentent  les  nombres  de  vivants  aux  âges  x  ti  x  ->r  t, 
la  quantité 

n'est  autre  que  la  probabilité  pour  une  lête  d'âge  x  d'atteindre 
l'âge  X  -\-  t. 

Quant  aux  quantités 

(I) 

^x=vA\-^iy        et        N.r  =  VD;r, 

(où  Gj  est  la  limite  de  la  vie  humaine  dans  le  groupe  envisagé,  obéis- 
sant à  la  loi  de  sur\ie  Cj.  à  l'âge  x),  elles  apparaissent  dans  la  table 
des  commutations,  et  servent  au  calcul  de  l'annuité  viagère 

Si  l'on  substitue  à  l'annuité  «7^,  l'annuité  continue  a(u',  i),  on  est 
conduit  à  résoudre  l'équation 

(l)  —    /  Va:+t{\-^S)-'  dt=  /  Vjr,+i{l-^  ix)-'  dt. 
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En  posant  /,  =  <  +  s,  et  en  considérant  a:*,  comme  une  fonction  de  x 
et  de  z,  on  voit  en  prenant  les  dérivées  de  (i)  par  rapport  à  x  et  s, 
que  l'on  a  les  deux  relations         — ^ 

(2)  a^-^  +  X.»  — '  =  [^i(^>-^Xi)-']-;^' 

dans  lesquelles  a  et  a,  ne  sont  autres  que  a(jr,  i),  a(.r,,  «',)  : 
x  =  Log(i  +  /),  7.=-^, 

I 
T,=  Log(H-/,),  yj  =  _!^, 


r(0  —  ,»• 


On  déduit  immédiatement  de  {2)  et  (3),  en  tenant  compte  de  (i), 
et  en  représentant  par  m  et  m,  les  quanlités  t  -+-  5^  el  t,  4-  ;;(;,,  l'équa- 
tion 

da  w[3,     rf« 

après  avoir  posé 

ac,  =  ar  -h  M. 

Dans  le  voisinage  de  5  =  o,  u  est  très  voisin  de  zéro,  à  condition 
d'opérer  dans  la  zone  des  annuités  décroissantes  avec  un  âge  croissant, 

/n  Si  f    •    \  I  •    1  •  1     <^w         1     I  1 

et  comme  — -r-  est  fini,  le  multiplicateur  de  -r-  est  holomorphe  pour  s 
I  +  «1  '  ôz 

voisin  de  zéro. 

On  peut  de  plus,  grâce  à  l'emploi  d'un  système  majorant,  montrer 
que  le  développement  relatif  à  u  est  convergent. 

La  dérivée  (    ,  '  '  )       faisant  intervenir  les  fonctions 


/' 


———{x-^iytdt,         avec     Â,=  (1,  2,  3,  ...,  n), 


on  constate  immédiatement  que  l'emploi  du  développement  en  série 

conduit  à  des  calculs  assez  lourds  à  partir  de  (-7-7  )       ;  il  y  a  donc 

un  réel  intérêt  à  rechercher  une  solution  rapide  pour  le  technicien. 
Cette  solution  réside  dans  le  développement  de  la  vie  mathématique 
correspondant  à  une  annuité  viagère,  par  rapport  aux  puissances  suc- 
cessives du  taux. 
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Kn  faisant  étal  d'une  idée  due  à  M.  Le\er,  on  peut  écrire,  en  dési- 
gnant par  n  la  vie  mathénaatique, 

et  en  posant 


H    0  =  -  /  ^  ,    ,    '  e-^tdt, 


Introduisons  les  fonctions 


•J  a 


on  voit  que 

v{x)\V"'>{o)  =  (— i)"+'I„(to  — a;) 


1 

expression  où  A^  représente  le  nombre  des  arrangenaents  de  n  objets  p 
il  p. 

Quant  aux  fondions  ^,,  ^'j,   .  .  . ,  g,i{x),  elles  sont  définies  par 

i>{x)dx,  ...,  ffn{x)^  gn-l(^); 

.V  l'a- 

ies fonctions  G,,  Gj,  ...,  C„  dont  il  est  question  ci-dessous  sont  repré- 
sentées par 

i>{x)  '  «V      /       ■     j,(^) 

Ceci  étant,  on  peut  cherclier  le  développement  de  /{c),  en  supposant 
que  la  loi  de  survie  soit  la  loi  de  Makeham,  sachant  que  la  valeur 
de  l'annuité  viagère  continue  est  représentée  par 

(6)        J  =  ^-^  -  ^"^   /  r(i  -4-  y')  -4-  -r-r^, F(2  -+-  y',  P'), 

avec 

v{x)  =  Ce-*-ï-P«^', 

a' 

P'=[îeï',         a'=a-f-S,  o  =  Log(i-i-i)         ft         Y=' '> 

S.  M.  —  Comptes  rendus.  7. 


I 
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F  nest  autre  que  la  série  hypergéoraétrlque  ¥ya,  i,c,  ^j  pour   les 


valeurs 


c  =  4-(  i-^  Y 


et  r  est  l'intégrale  eulérienne  de  deuxième  espèce. 

On  montre  que  la  vie  mathématique  est  définie  par  la  série 


(7) 


„.o._.-(g.-^)-.^(g3-g.g.-.^)^..., 


où  G,  est  la  vie  moyenne  à  l'âge  x.  ,,•      .       i 

Quand   à   G,,   elle  est  formée   par  une  simple  infinité  d  intégrales 
eulériennes  de'seconde  espèce  et  de  séries  hypergéomélriques,  et  ainsi 

'comme  on  se  trouve  en  présence  d'un  développement  rapidement 
convergent,  on  en  déduit  un  procédé  de  calcul  qui,  grâce  a  l'emploi 
d'une  remarque  de  M.  Lever,  permet  de  trouver  très  vite  la  valeur 

^ullieu  d'avoir  recours  aux  méthodes  précédentes,  on  peut  aussi, 
en  partant  de 

former  r/   7      ,\ 

_LogPi.=  ((T-+-p)^-+-TC-'^(c^—  ') 

et  aussi  ,  . 

-  LogP=,.'^=  (a  -^  pi)  si  +  TC^'"'(c^'—  0, 

où  a    V  et  c  dépendent  de  la  loi  de  survie  que  Ton  suppose  la  même 
dans'les  deux  cas,  et  où  p  et  p,  désignent  respectivement  Log(i  +  0 

et  Log(i  -V-  il)- 

Choisissons  z  et  z,  de  manière  que 

égalons    les    quantités    Lo^zVl^    Log..P^7,    en    donnant    à    l    les 
valeurs  (1,  2,  ...,  n),  et  écrivons  la  relation 

1  ' 

Il  en  résultera,  après  avoir  posé  C,,=  p,  l'équation 

/  '*'ë^\  _ 
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Observation.  — •  On  peut  remarquer  qu'à  une  valeur  du  taux  ins- 
(anlanc  de  mortalité  y^i  peuvent  correspondre  deux  et  même  trois 
valeurs   de   l'âge,   comme  le   fait   apparaître   Texamen   des   tables;   il 

résulte  de  là  que  les  dérivées  successives  (  — r — ^  |      >  à  partir  de  n  =i  2, 

où  fiji;urent  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  .r,  sont  différentes  suivant 
qu'on  les  considère  aux  points  ^y,  avec  /=r(i,  2,  3). 

Généralisation.  —  On  peut  résoudre  le  même  problème,  en  suppo- 
sant les  lois  de  survie  dififérentes;  en  ce  cas  la  métliode  continue  con- 
duit d'abord  à  la  résolution  d'une  équation  aux  dérivées  partielles, 
puis  à  celle  d'une  équation  différentielle,  ponr  hujuelle  on  a  recours  à 
la  méthode  des  approximations  snccessives. 

La  méthode  exposée  ci-dessus,  dans  laquelle  on  somme  les  {zP%) 
peut  être  également  appliquée. 

Les  principes  qui  ont  servi  de  base  à  l'élaboratioti  de  la  deuxième 
méthode  (développement  de  la  vie  mathématique)  peuvent  être  utilisés 
dans  le  cas  où  l'on  se  trouve  en  présence  d'un  groupe  de  n  têtes  d'âges 
différents,  assujetties  soit  à  la  loi  de  Makeham,  soit  aux  lois  du  second 
ordre  mises  en  lumière  par  M.  Quiquel. 

Le  problème  qui  fait  l'objet  de  cette  Note  est  susceptible  de  rece- 
voir une  application  pratique,  toutes  les  fois  que  l'on  veut  connaître 
assez  rapidemet  l'âge  correspondant  à  une  annuité  viagère  donnée, 
afférente  à  un  taux  d^inlérêl  autre  que  ceux  apparaissant  dans  les 
tables  connues.  La  tête  envisagée  peut  parfaitement  appartenir  à  un 
groupe  dont  la  survie  est  régie  par  une  loi  diOérenle  de  celle  qui  a 
servi  au  calcul  des  annuités  viagères  données. 

La  solution  réclamée  du  technicien  n'exige  que  l'emploi  de  la  vie 
mathématique  et  de  la  vie  moyenne. 


SÉANCE    DU    13    JUILLET    1922. 

PHKSIOBNCI':    niv    M.   CAHEN. 

Communication  : 

M.  Kasner  :  Théorèmes  géoniélriques  sur  la  théorie  cinsteinienne. 

1.  L'espace  courbe  de  quatre  dimensions(|ui  représente  le  champ  de 
gravitation  du  Soleil  (forme  ds'^  de  Schvvarzchild)  peut  être  plongé 
dans  un  espace  linéaire  de  six  dimensions. 

2.  Aucune    solution    des    équations    H,|^=o,    exception   faite    de 
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l'espace  euclidien,  ne  peut  être  située  dans  un  espace  linéaire  de  cinq 
dimensions. 

3.  Pour  les  équations  cosmologiques 

4 

il  y  a,  dans  l'espace  linéaire  à  cinq  dimensions,  deux  types  de  solu- 
tions :  l'espace  sphérique  (de  Siller),  et  un  nouvel  espace  hypermi- 
nimal  dont  les  quatres  courbures  principales  sont  reliées  par  les  rela- 
tions 

Kl  =  Kj  =  —  K3  =  —  K4. 

k.  Dans  le  cas  de  six  dimensions,  il  y  a  une  solution  simple,  une 
variété  algébrique  de  quatrième  ordre,  qui  est  l'intersection  de  deux 
hypercylindres  à  base  sphérique  {voir  mes  articles  dans  V American 
Journal  of  Math.,  1920-1921). 

5.  Il  y  a  des  formes  ds"^  qui  satisfont  l'équation  cosmologique, 
dans  lesquelles  tous  les  gn^  sont  fonctions  d'une  seule  variable  ^,, 

6.  Les  solutions  des  équations  cosmologiques  sont  caractérisées 
par  ce  fait  que  la  courbure  de  Ricci  est  constante  pour  clia(|ue  point 
et  pour  chaque  direction.  J'ai  établi  que  si  la  courbure  de  Ricci  est 
indépendante  de  la  direction,  elle  est  nécessairement  indépendante  du 
point  (analogue  du  théorème  bien  connu  de  Schur  pour  la  courbure 
de  Riemann  ) 

7.  Dans  la  géométrie  affine  de  Weyl,  qui  inclut  la  géométrie  de 
Riemann,  il  y  a  une  loi  de  parallélisme  qui  détermine  la  famille  de 
géodésiques.  J'ai  trouvé  la  condition  géomélri(]ue  nécessaire  et 
suffisante  pour  qu'une  famille  de  courbes  soit  une  famille  de 
géodésiques.  Elles  seront  alors  nécessairement  géodésiques  dans  une 
infinité  (dépendant  de  quatre  fonctions  arbitraires)  de  géométries  de 
Weyl. 


SEANCE  DU  25  OCTOBHE  1922. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    GALBRUN. 

Communication  : 

M.  Galbrun  :  Exposé  des  principes  du  calcul  différentiel  absolu. 
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SÉANCE    DU    8   NOVEMBRE    192-2. 

PRÉSIDENCH:    DE    M.    CAHKN. 


Élection  : 


Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  là  Société  :  M.  J.  Pinczon,  pré- 
senté par  MM.  Boulanger  et  Got. 

Communication  : 

M.  Delens  :  Sur  V emploi  des  quaternions. 

Dans  une  Note  publiée  récemment  ('),  j'ai  été  amené  à  représenter 
une  suite  de  quatre  points  dans  l'espace,  soit  une  quaterne,  au  moyen 
d'un  quaternion  défini  comme  bi-rapport  de  la  façon  suivante  : 

,     .      >         ca  I  da  \  ~^'^  ,  ^  '~^    : 

\  =  (ao  cd)  =  — ;  I  3—  1     =  ca  co~^  do  aa-\ 


cb  \db 

les  expressions  ca,  cb,  etc.,  étant  des  vecteurs-quaternions  de  Hamil- 
ton,  et  la  multiplication  employée  celle  des  quaternions. 

Soit  efg  une  section  antiparallèle  du  tétraèdre  abcd  par  rapport 
à  a;  j'ai  montré  que 

X  =  K—  (  K  =  conjugué  de). 

Il  en  résulte  que  l'ave  du  quaternion  est  la  normale  en  a  à  la  splière 
contenant  les  quatre  sommets  du  tétraèdre,  tandis  que  son  angle  d'ou- 
verture est  celui  sous  lequel  se  coupent  les  cercles  définis  par  a,  b,  d 
et  a,  b,  c. 

Dans  l'inversion  à  partir  d'un  pôle  s  de  la  figure  abcd  sui- 
vant a'  b' c'd' ,  on  sait  que  le  bi-rapport  des  côtés  est  conservé  ;  on  voit 
en  outre  qu'il  en  est  de  même  de  l'angle  d'ouverture  du  quatei  nion. 
Le  ({uaternion  (abcd)  donne  donc  aussitôt  les  invariants  de  (juatre 
points  généralement  considérés  dans  la  géométrie  conforme.  \'A  les 
lelalions  du  plan  complexe,  traduites  par  des  rapports  anliarmonique-, 
sont  de  même  obtenues  sur  la  s|)lièie  et  dans  l'espace,  sous  une  forme 
invariante  pour  les  transformations  conformes,  gi  àce  à  la  conservation 
des  relations 

iabcd) -^  (acbd)  —  \  et  (abcd)  ( abdc  )  =  i. 

(')  L' Enseignement  nuitliétnatique,  t.  XXII,  n"*  3.  4. 
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*  (Citons  les  expressions  des  relations  suivantes  : 

a.  X  scalaire  :  les  quatre  points  sont  sur  un  cercle; 

(3.  A  vecteur  :  les  cercles  abc  et  a bd  ?,onl  orthogonaux; 

y.  1  verseur  :  par  a,  b  el  c,  d  passent  deux  cercles  en  bi-involulion 
(c'est-à-dire  communs  à  deux  faisceaux  de  sphères  orthogonales; 

à.  (abcd  el  {abcx)  quaternions  coaxiaux  ;  le  point  x  appartient  à 
la  sphère  abcd. 

Si  l'on  fait  le  calcul  de  l'inversion,  au  moyen  des  formules  telles  que 

sa  sa'  =  —  /(        (/î  =  puissanc;  de  l'inversion) 
on  obtient  du  reste  le  résultat  suivant  : 

(  a'  b'c'd')  =  }J  z=  sa!  sa^K 

Il  est  à  ce  sujet  intéressant  de  remarquer  qu'en  appliquant  à  un  qua- 
ternion  g  l'opérateur  u{  )  u~^  constitué  au  moyen  du  vecteur  </,  et 
qui,  appliqué  à  un  vecteur  t",  lui  donne  un  renversement  autour  de  u, 
on  obtient  un  nouveau  quaternion 

q'  =  iigu-^, 

qui  a  même  ouverture  que  le  premier.  En  effet,  Sg'^^Sg  el  \ g' 
el  Wg,  symétriques  par  rapport  à  i/,  sont  égaux. 

Plus  généralement,  l'application  de  l'opérateur  de  rotation  conique 
p{  )/>"',  où  p  est  un  quaternion  quelconque,  donne  un  résultat  ana- 
logue, puisque  p  peut  se  décomposer  en  un  produit  de  vecteurs.  De 
telles  opérations  n'altèrent  pas  davantage,  comme  on  le  sait,  le  module 
du  quaternion  objet.  D'où  les  conséquences  suivantes  :  si  ^  =  «',  (^  .  •  • 
v,i  est  un  quaternion  décomposé  en  un  produit  de  \ecleurs,  le  qualer- 
nion  ^'=p„r,,  ...  {>n-i  a  même  module  el  même  ouverture  que  le 
précédent.  En  effet, 

q'=  ^'nqf'7^^ 
et  plus  généralement  : 

Si  un  gualernion  est  décomposé  en  un  produit  d' un  nombre  guel- 
congue  de  vecteurs^  on  n'altère  pas  son  ouverture,  ni  son  module, 
par  une  permutation  cycligue  effectuée  sur  les  facteurs. 

C'est  encore  dire  que  les  deux  produits  de  quaternions  gig-^  et  gtgi 
ont  même  module  el  même  ouverture;  ce  qu'on  vérifie  aussitôt  par  la 
géométrie,  ainsi  que  ce  qui  suit. 
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Appliquons  à  un  vecteur  quelconque  une  rotation  conique  repré- 
sentée par  l'opérateur  q{  )  q"^,  rotation  qui,  autour  de  l'axe  de  q, 
a  une  amplitude  double  de  l'ouverture  de  ce  qualernion  : 

Une  suite  de  rotations  d^amplitudes  déterminées  autour  d'axes 
fixes  concourants  a  pour  résultante  une  rotation  dont  l'amplitude 
reste  la  même  tant  que  l'on  consente  l'ordre  cyclique  dans  lequel 
s'effectuent  ces  rotations. 

Plus  précisément,  soit 

q{     )q-i  =  qiqi{     )  qô^  q\-^ 

l'opérateur  représentant  uue  première  suite  de  rotations,  et 

l'opérateur  représentant  une  seconde  suite  de  même  ordre  cyclique. 
D'après 

qiq\  =  qtiqiqîïqô^ 

on  voit  que  l'axe  de  la  seconde  rotation  résultante  se  déduit  de  celui 
de  la  première  par  la  rotation  conique  qi{     )  gfj'. 

Le  théorème  énoncé  est  évidemment  valable  pour  les  rotations 
autour  d'axes  parallèles  ou  non  concourants.  Il  repose  au  fond  sur  la 
conservation  dans  le  plan  de  l'infini  d'un  rapport  anliarmoniqne, 
par  une  homographie  conservant  l'ombilicale;  rapport  anharmonique 
qui  définit  l'angle  du  quaternion,  considéré  lui-même  comme  homo- 
graphie sur  V ombilicale. 

Ajoutons  encore  qu'un  cas  particulier  de  la  relation  y,  celui  où  le  ver- 
seur X  a  son  axe  parallèle  à  ab,  donne  la  représentation  par  ce  quater- 
nion X  de  la  rotation  autour  de  l'axe  ab.  Il  semble  que  ces  exemples 
ficiles  et  sans  doute  connus,  pourraient  inciter  davantage  à  l'usage  des 
quaternions. 

M.  Fontené  :  Observations  à  propos  de  la  Communication  précé- 
dente :  relation  d'Euler,  théorème  de  liellavitis,  extension  à 
l'espace. 
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SÉANCE    DU   22   NOVEMBRI-:    1922. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    CAHEN. 


Élection 


Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société  :  M.  Abramesco,  pré- 
senté par  MM.  Fréchet  et  Villat. 

Communication  : 

M.  le  commandant  Barré  :  Sur  quelques  applications  du  principe 
de  correspondance. 

I.  Position  de  la  question.  —  Cette  Note  a  pour  objet  d'énoncer 
quelques  propositions,  applications  immédiates  du  principe  de  cor- 
respondance, qui  ne  nous  paraissent  pas  avoir  attiré  l'attention,  en 
France  tout  au  moins,  et  semblent  néanmoins  constituer  un  moyen 
commode  de  recherche  géométrique.  Ces  propositions  se  relient  à  un 
théorème  énoncé  par  Zeuthen  dans  son  Ouvrage  Lehrbuch  der  abzdh- 
lenden  Methoden  der  Géométrie,  et  sont  constituées  par  deu\ 
théorèmes  généraux  corrélatifs  l'un  de  l'autre  et  leurs  corollaires 
immédiats. 

II.  Premier  théorème  général  et  corollair  immédiat  : 

Théorème  I.  —  Soit  F,,,  une  courbe  plane  de  classe  m  et,  dans  son 
plan,  Tp  une  autre  courbe,  de  classe  p.  On  suppose  qu'on  ait  établi 
entre  les  tangentes  de  F,„  et  de  V,,  une  liaison  algébrique  ainsi 
définie  :  à  chaque  tangente  de  F,,,  correspondent  /j.  tangentes  de  ï ,, 
et  à  chaque  tangente  de  Y,,,  ts  tangentes  de  F,,,.  Le  lieu  des  inter- 
sections des  tangentes  correspondantes  de  V ,„  et  de  F,,  est  une  courbe 
d'ordre  m^  -I-  pn^. 

La  démonstration  se  fait  par  une  extension  immédiate  du  procédé 
employé  dans  la  génération  des  coniques  par  faisceaux,  homo- 
graphiques. 

Remarque.  —  Il  peut  arriver  qu'uue  tangente  commune  à  F„,  et 
à  F„  se  corresponde  à  elle-même.  Dans  ce  cas,  le  degré  du  véritable 


/> 


lieu  s'abaisse  en  général  d'une  unité. 

Théorème  II.  —  Supposons,  sur  une  courbeT,,,  de  classe  m,  réalisée 
une  correspondance  telle  qu'à  une  tangente  à  cette  courbe,  consi- 
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dérée  comme  appartenant  à  une  première  famille,  correspondent 
IX  tangentes  à  la  courbe  considérée  comme  faisant  partie  d'une 
seconde  famille  et,  à  chacune  de  celles-ci,  gt  tangentes  de  la  pre- 
mière famille.  Soit  rj  le  nombt  e  des  tangentes  qui  se  correspondent 
à  elles-mêmes. 

Le  lieu   des  inlerseclions   des   tangentes  correspondantes  sera,  en 

général,  de  degré 

r  =  /n  (  [Ji  -4-  rr  —  a  ) . 
Il  se  déduira  au  degré 

/•  =  -  (  2  m  |JL  —  a  j 

en  cas  de  correspondance  involutive. 

Remarque .  —  Dans  le  cas  où  la  relation  qui  lie  les  tangentes  est 
indécomposable,  le  lieu  trouvé  (tliéorènies  I  ou  11)  ne  peut  se  décom- 
j)()ser  en  plusieurs  courbes  distinctes  de -degré  inférieur.  Il  peut  se 
réduire,  par  contre,  à  un  lieu  compté  plusieurs"  fois,  le  degré  réel 
étant  un  sous-mulliple  du  degré  trouvé  comme  il  a  été  dit.  1!  sera,  en 
général  facile  de  mettre  en  évidence  ces  cas.  En  particulier,  si  le 
degré  /■  trouvé  est  un  nombre  premier,  le  lieu  est,  ou  une  courbe 
véritablement  de  cet  ordre  ou  une  droite  comptée  /'  foi*.  Il  est  à 
peine  utile  de  dire  que  ce  dernier  cas  sera  très  exceptionnel. 

III.  Deuxième  THÉORfeME  général  et  cokollair  immédiat  : 

Théorème  111.  —  Soit  C„,  une  courbe  plane  de  degré  m  et,  dans 
son  plan,  une  courbe  Cp  de  degré  p.  On  suppose  établie,  entre  les 
points  de  C,„  et  ceux  de  C,,  une  liaison  algébrique  ainsi  définie  :  à 
chaque  point  de  C,„  correspondent  [x  points  de  C^,  et  à  chaque  point 
de  C^,,  C7  points  de  G,„.  L'enveloppe  des  droites  de  jonction  des 
points  correspondants  de  C,„  et  de  C,,  est  une  courbe  de  classe 
m^j.  -j- pr^. 

fiemarque.  —  Si  un  point  commun  de  C„,  et  de  Cp  se  correspond 
à  lui-même,  il  lait  partie  de  l'enveloppe  et  la  classe  de  l'enveloppe 
véritable  est  abaissée  d'une  unité. 

Théorème  IV.  —  Supposons  sur  une  courbe  C„,  d'ordre  m  réalisée 
une  correspondance  ponctuelle  {(J-ts)  comportant  un  nombre  a  de 
points  se  correspondant  à  eux-mêmes.  L'enveloppe  des  droites  de 
fonction  des  points  correspondants  est,  en  général,  de  classe 

r  =  /rt(ix  -h  m)  —  u . 
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Ce  nombre  se  réduira  à 


/•  =  -  (  2  m  Li  —  j  ) 

2 


en  cas  de  correspondance  involutive. 

Remarque.  —  Une  remarque  analogue  à  celle  qui  a  été  faite  au 
sujet  du  premier  et  du  second  théorème,  en  ce  qui  concerne  les  dégé- 
nérescences, est  à  faire  ici  également. 


SÉANCE  DU   13  DÉCEMBRE  1'J22. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    CAHEN. 

Communication  : 

M.  Noaillon  :  Sur  les  rapports  de  la  relativité  restreinte  avec  Ici 
transformation  de  La  guerre  par  cycles  réciproques . 

M.  le  commandant  Barré  :  Additions  à  sa  précédente  Communica- 
tion. 


SÉANCE  DU  27  DÉCEMBRE   1922. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    GALBRUN. 


Élection 


Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société  :  M.  L.  Bickarl,  pré- 
senté par  MM.  Risser  et  Got. 

Communication  : 

M.  Gambier  :  Remarques  sur  les  équations  linéaires. 
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SUR  LES  SYSTÈMES  D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES 
SIMULTANEES  LINÉAIRES  A  COEFFICIENTS  CONSTANTS: 

Pak    m.    h.    Vor.T. 


1 .  Je  me  propose  d'étudier  un  système  d'équations  différentielles 
linéaires  simultanées  à  coeffieients  constants  avec  ou  sans  seconds 
membres,  et  d'établir  un  mode  de  discussion  et  de  résolution  de 
ce  système,  analogue  à  celui  qu'a  développé  Rouché  pour  les 
équations  linéaires  algébriques. 

J'emploierai  le  symbole  D  et  ses  puissances  pour  représenter 
les  dérivées  des  divers  ordres  par  rapport  à  la  variable  indépen- 
dante X,  de  sorte  qu'une  équation  différentielle  linéaire  à  n  fonc- 
tions inconnues  s'écrira 

a,(  Dj7i  -Jr  UiiD )yî-h.  .  .-h  an(D )yn=  u{x), 

a,,  ai,  ...  étant  des  polynômes  entiers  en  D,  supposés  à  coeffi- 
cients constants,  et  le  second  membre  étant  une  fonction  quel- 
conque de  X. 

J'ai  déjà  étudié,  dans  un  précédent  article  ('),  un  système  de 
n  équations  à  n  inconnues 


(•) 


2^a,7(D;7y=  u,(j7)         (i,j  =  i,2,  ...,  n) 


(  '  )  Réduction  à  une  forme  normale  d'un  système  d'équations  dij/erentielles 
simultanées  linéaires  à  coefficients  constants  {Nouvelles  Annales  de  Mathéma- 
tiques, 4'  série,  t.  XIX,  1919,  p.  201). 

Ll.  I 
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lorsque  le  déterminaiil  des  coefficients  des  inconnues 

A(  L))=:  |rt,7(D)| 

n'est  pas  nul;  j'ai  utilisé  le  lemme  suivant  : 

En  composant  les  équations  (i)  avec  les  éléments  d^ an 
système  a^(D)  dont  le  déterminant  A'(D)  est  égal  à  V unité ^ 
on  forme  un  système  d^ équations 

JT=n    /  k  =  n  \  k  =  Il 

j  =  \    \  A  =  l  /  k=\ 

équivalent  au  premier.  Cela  résulte  immédiatement  de  ce  qu'on 
passe  des  équations  (2)  aux  premières  en  les  composant  avec  les 
éléments  du  système  complémentaire  de  al/j.,  et  que  ces  éléments 
sont  des  polynômes  entiers  en  D;  toute  solution  des  équations  (i) 
satisfait  aux  équations  (2)  et  réciproquement. 

Le  système  a'^  que  j'ai  utilisé  est  obtenu  de  la  manière  suivante  : 
Soit  Ay(D)  le  plus  grand  commun  diviseur  des  déterminants 
d'ordre  maximum  de  la  matrice 

M^  =  ||a/y+i     aij+2     ...     a/„  I        {i  =  \,  1,  . . .,  n)\ 

chacun  des  polynômes  de  la  suite 

A,     A,,     A2,     ..,,     A„_,,    A„ 

dont  le  dernier  est  pris  égal  à  l'unité,  est  divisible  par  le  suivant; 
les  quotients 

jouent  un  rôle  iniportant.  Par  des  opérations  élémentaires  que  j'ai 

indiquées  dans  l'article  cité,  on  peut  former  une  suite  de  détermi- 

\iants 

B  =  I  bu     an     Uii     . . .     fl/„  I, 

G  =  I  -c/i     c/2     a,-3     ...     ain  |, 


H  =  I  hn     /(/2     .  ■  •     l^in~\     aiH  \ 


respectivement  égaux  à  A, ,  Aj,  .  .  . ,  A„_, .  En  prenant  les  mineurs 
A/,  de  A  par  rapport  aux  éléments  de  la  première  colonne,  les 
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mineurs  B/^  de  B  par  rapport  aux  éléineuls  de  la  seconde  colonne, 
et  ainsi  de  suite,  on  forme  des  polynômes  dont  les  premiers  sont 
divisibles  par  A,,  les  suivants  par  A^,  etc.  ;  le  système  a'j  est 
constitué  parles  éléments 

-r-,         -7-,  ■  '-,         Y"  ' 

Al  A 2  A„ 

i  variant  de  \  an. 

2.  Considérons  un  système  (i)  de  a  équations  à  ii  inconnues,  le 
déterminant  A(D)  des  coefficients  des  inconnues  étant  nul  ou  r»on  ; 
nous  appellerons  déterminant  principal  un  mineur  de  A(D)  non 
nul,  tel  que  tous  les  mineurs  d'ordre  supérieur  à  celui  de  ce  déter- 
minant soient  nuls;  il  pourra  être  A(D)  lui-même;  dans  le  cas 
contraire,  nous  supposerons  qu'il  est  d'ordre  n — yj,  et  qu'il  est 
formé  par  les  coefficients  des  n  — p  dernières  inconnues  dans  les 
n  —  p  dernières  équations.  En  même  temps  que  ce  déterminant, 
nous  envisagerons  tous  ceux  d'ordre  maximum  de  la  matrice 

M,,  =  11  a,- ,,4-1     rt,7,-+-2      ...      rt,„  Il 

que  nous  appellerons  matrice  principale;  leur  plus  grand  commun 
diviseur  sera  A^(D).  Un  rôle  important  sera  joué  par  les  détermi- 
nants d'ordre  maximum  de  la  matrice 

Np  =  ||zf/     a,/,4.,     aip+2     ...     «,■„  Il 

que  nous  appellerons  matrice  caractéristique  et  par  les  quotients 
symboliques  de  ces  déterminants  par  Ap. 

Dans  le  cas  où  j)  n'est  pas  nul,  nous  introduisons  dans  les  calculs 
un  déterminant 

A''(D)  =  |  a/,     a,-j      ...     a'-p     a,,,+i      ...     a,-„  | 

obtenu  en  bordant  la  matrice  principale  par  p  colonnes  d'éléments 
constants  arbitraires  de  façon  que  ce  déterminant  A"  ne  soit  pas 
nul.  Ceci  peut  être  obtenu  d'une  infinité  de  manières;  nous  nous 
limiterons  à  celle  qui  consiste  à  prendre 

a'I  ^  =  a",^=. .  .=  a"p,,  =  i 

et  tous  les  autres  éléments  a"  égaux  à  zéro. 

En  partant  de  A"  (ou  de  A  si  p  est  nul),  nous  considérons  les 
matrices 

^J=l<j+^      «">+î       •••      «mil. 
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nous  formons,    comme  nous  l'avons  indiqué  précédemment,   les 
plus  grands  communs  diviseurs, 

A"       A"        A"  A"  A  A      . 

des  déterminants  d'ordre  maximum  de  ces  matrices  et  les  détermi- 
nants 

A",     B",     C",     ...,     E,     F,     ...,     H 

respectivement  égaux  à  ces  plus  grands  communs  diviseurs;  ils  ont 
la  forme 

^"=1    ^/l       «/2      «'/3       ■••  (^i/'+i  •••  ''^in         l> 

Cl    =  I    C,j         C,-2        <ï/3         .  .  .  (lip+l  •  .  •  '^/n  I  ) 


E  = I   e„      . . 


';>  "//j+1 
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H  =  I  /i-jj      ...  ...     h;„  i  a,„  !  ; 

les  derniers  à  partir  de  E  sont  les  mêmes  qu'en  partant  de  A(D). 
Les  mineurs  A'^j  de  A"  par  rapport  aux  éléments  de  la  première 
colonne  sont  divisibles  par  A'j  ;  les  mineurs  B].^  de  B  par  rapport 
aux  éléments  de  la  seconde  colonne  sont  divisibles  par  A'^  et  ainsi 
de  suite;  nous  déduisons  de  là  un  système  d'éléments 

E,p-(-i  H,>i 

—  ""  â: 


A", 


a; 


^p+i 


dont  le  déterminant  est  égal  à  l'unité  et  que  nous  prenons  comme 
système  a'  ;  le  dernier  dénominateur  A„  est  pris  égal  à  l'unité, 
comme  nous  l'avons  dit. 

Nous  composons  symboliquement  les  équations  (i)  avec  les  élé- 
ments de  ce  système;  nous  formons  ainsi  un  système  d'équations 
équivalent  au  premier 


2    JKî-H. 


(3) 


(Et-^-ait-)- 


2:fe:-)^-(2;i^- 


=2 


E« 


/.+i 


^P+\ 


(2"x?-)--(2lf'-)--=2:^"'- 


J 
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Dans  les  premiers  membres  des  p  premières  de  ces  équations, 
les  coefficients  de  jj,  )'2,  . .  . ,  j)'/i  sont  identiquement  nuls;  dans 
la  première,  par  exemple,  ces  coefficients  sont  les  quotients  par  A'^ 
des  déterminants 

I  atj     a/2      . . .     d\p     aip+i      .  .  .     a,,i  \  ; 
dans  la  seconde,  ils  sont  les  quotients  par  A'^  des  déterminants 

I    ^'i\       <^ij      (^'i%       '•'       (^"ip      «J>+1       •••       «'n    I 

et  ainsi  de  suite;  tous  ces  détei-minants  sont  nuls,  d'après  les  hypo- 
thèses faites  sur  le  déterminant  principal  ou  comme  ayant  deux 
colonnes  identiques.  Quant  aux  seconds  membres  de  ces  p  équa- 
tions, ils  s'expriment  au  moyen  des  quantités  connues  et  constituent 
ce  que  nous  appellerons  les  fonctions  caractéristiques  ;  nous 
pouvons  les  écrire  sous  forme  de  déterminants 


'        I  «                 r, 

-   -Tir  I    "j  «/2  ^/3  •  •  •       ^ii>      f^ip-^l 

(  4  )  ''  I 

i     '^  2  =    —  I     f^'il  "/  «/3  •.••         «//^        «/p  +  1 


I 

\ 


Les  p  premières  équations   du  système  (3)   forment   ainsi   un 
premier  groupe  de  la  forme 

(  5  )  o  =  f'i ,         o  =  v\,  . . . ,         o  =  v], 

Dans  la  suivante,  le  coefficient  dey^+i  est 


A /,-+-! 


•^l/t+l 


et  nous  le  désignerons,  comme  nous  l'avons  dit,  par  (/p^f{D); 
celui  d'une  autre  inconnue  d'indice  y  a  pour  valeur 

T  I    *<1      ^ii       •••       ^ip      (^ij      ^ip+i       •••       ^i«    It 


il  est  nul  si  j  est  supérieur  à  /?  -4-  i  ;  nous  le  désignerons  par  ^p^\j 
pour  les  valeurs  dey'  inférieures  ou  égales  à  p;  le  second  membre, 
que  nous  désignerons  par  t^^^, ,  a  pour  valeur 


>p+\  =    T I    «,1 


—  6  — 

et  est  une  fonction  déterminée  des  seconds  membres  des  équations 
données. 

De  la  même  manière,  dans  l'équation  de  rang  p  -\-  k,  le  coeffi- 
cient  de  jK/j+A   est   le    quotient     /'"^^'~^   Q'^ie    nous   désignons   par 

dpj^hiTi),  ceux  des  inconnues  d'indice  supérieur  à  yt> -h  ^  sont  nuls, 
les  autres  coefficients  et  le  second  membre  sont  des  quantités 
connues  s'expiûmant  sous  forme  de  déterminants  analogues  aux 
précédents.  Nous  arrivons  ainsi  à  un  deuxième  groupe  d'équations 
de  la  forme 

k  prenant  les  valeurs  i,  2,  .  .  . ,  n  — />.  Elles  constituent  des  équa- 
tions de  forme  normale  que  l'on  peut  encore  écrire  sous  la  forme 

(Ç)bis)    c?/,^,(  DijK/j-i-i  =  w,,+i,     r/p+2(  D)  K/j+-2=<ï',,-(-2,     ...,     rf„(  DiK„  =  u^„, 

chacun  des  premiers  membres  renfennani  une  seule  fonction 
inconnue,  le  second  membre  correspondant  étant  une  fonction 
déterminée  des  quantités  données  et  des  inconnues  dont  l'indice 
est  inférieur  à  celui  de  l'inconnue  entrant  au  premier  membre.  La 
somme  des  ordres  de  ces  équations  est  égale  à  la  somme  des  degrés 
par  rapport  à  D  des  quotients 

et  il  est  égal  au  degré  de  A^(D). 

Le  système  des  équations  (5)  et  (6)  est  équivalent  au  système  (i) 
si  p  est  nul,  c'est-à-dire  si  A(D)  est  diflérent  de  zéro,  ce  système 
est  toujours  compatible  et  réductible  à  n  équations  normales 
donnant  successivement  chacune  des  inconnues.  Si />  n'est  pas  nul, 
les  équations  données  ne  peuvent  avoir  de  solutions  que  si  les 
fonctions  caractéristiques  (4)  sont  toutes  nulles,  et  si  elles  le  sont, 
le  système  se  réduit  aux  n — />  équations  (6).  On  peut  choisir 
arbitrairement  les  fonctions  inconnues  )^,,  )-2,  •  •  • ,  .}>  et  les  n — p 
autres  s'en  déduisent  par  l'intégration  d'équations  de  forme  nor- 
male. Nous  arrivons  ainsi  au  théorème  suivant  : 

Théouème  L   —   Etant    données   n   (''(/nations  différentielles 
linéaires  simultanées  à  n  inconnues,  à  coefficients  constants. 


J 
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avec  on  sans  second  membre,  on  forme  le  déterminant  A(D) 
des  coefficients  des  inconnues.  Si  ce  déterminant  n'est  pas  nul, 
la  solution  des  équations  est  déterminée  par  l'intégration  de 
n  équations  différentielles  successives  de  forme  normale. 

Si  le  déterminant  A(D)  est  nul,  et  si  le  déterminant  princi- 
pal est  d'ordre  n  —  p,  on  considère  la  matrice  principale  cor- 
respondante et  l'on  forme  en  partant  des  éléments  de  cette 
matrice  et  des  seconds  membres  p  fonctions  caractéristiques. 
Si  ces  dernières  ne  sont  pas  toutes  nulles,  le  système  donné  n'a 
aucune  solution;  si  elles  sont  toutes  nulles,  ce  système  a  une 
infinité  de  solutions;  on  peut  donner  des  valeurs  arbitraires  à 
p  des  fonctions  inconnues  ;  les  n  — p  autres  sont  déterminées 
successivement  au  moyen  de  celles-là  et  des  quantités  connues 
par  des  équations  de  forme  normale. 

La  somme  des  ordres  des  équations  à  intégrer  est  égale  au 
degré  par  rapport  à  D  du  plus  grand  commun  diviseur  des 
déterminants  d'ordre  maximum  de  la  matrice  principale. 

3.  Les  fonctions  caractéristiques  (4)  dont  l'annulation  est  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  équations  données 
soient  compatibles  sont  en  nombre  minimum,  mais  leur  calcul  peut 
être  assez  long,  et  dépend  des  quantités  arbitraires  a" .  On  peut  se 
proposer  de  remplacer  le  système  des  équations  (5)  par  un  autre 
équivalent,  constitué  par  des  relations  en  nombre  généralement 
supérieur  à  p,  mais  plus  faciles  à  établir,  ce  qui  peut  être  dans 
certains  cas  un  avantage. 

Nous  avons  appelé  matrice  caractéristique  l;i  matrice 

N,,  =  ||M,-     ai,,+i     ...     a,„  Il  (t  =  1,  -2,  .  .  .,  nj; 

dans  celte  matrice,  les  déterminants  d'ordre  n — p  formés  au 
moyen  des  coefficients  a  sont  tous  divisibles  par  A^,  ;  nous  allons 
démontrer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  II.  —  Le  système  des  p  relations  caractéristiques  (5) 
peut  être  remplacé  par  celui  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro 
les  quotients  par  Ap  de  tous  les  déterminants  d'ordre  maximum 
tirés  de  la  matrice  caractéristique. 

Déuiontrons  d'abord  que  si  les  équations  proposées  sont  coin- 
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patihles,  lous  ces  quotients  sont  nuls.  Considérons  n  — /> -h  i  quel" 
conques  des  équations  (i),  par  exemple  les  n  —  p -\-  i  premières, 
formons  le  déterminant 

I  «/i     aj>H-t      . .  .      «m  I         y  i  —  \,  ?.,...,  n  —  /d  H-  i) 

et  ses  mineurs  relatifs  aux  éléments  de  la  première  colonne, 
mineurs  qui  sont  tous  divisibles  par  A^.  Si  nous  effectuons  les 
divisions  de  ces  mineurs  par  A^,  si  nous  multiplions  par  les  quo- 
tients les  deux  membres  respectivement  des  n — />  +  i  équations  et 
si  nous  ajoutons  les  résultats,  les  coefficients  de  ri,  X^i  •••tyn  dans 
la  somme  sont  les  quotients  par  A^  de  déterminants  nuls  comme 
étant  d'ordre  n  — p  H-  i  ou  ayant  deux  colonnes  identiques,  et  ils 
sont  nuls;  le  second  membre  doit  l'être;  on  obtient  ainsi  la  condi- 
tion 

I    ,  . 

-T— I    M/       C/ ,•/,+  !       ...       a,„    I   =  ()  I  t   =   1,   -4,    ...,/»—/? -r-  l\ 

On  obtiendrait,  de  la  même  manière,  les  autres  équations  ana- 
logues; nous  les  réunirons  dans  la  notation  abrégée 

N ,         I 
(7)  Â^  ^  Â~"  "'    <^Jp+\     ■•■     "/«  Il  =^  o        (;■  =  I,  2,  ...,  «  ). 

Nous  allons  démontrer  que  ces  conditions  nécessaires  sont  aussi 
suffisantes  et  que,  si  elles  sont  remplies,  les  fonctions  caracté- 
ristiques p"j,  <''^,  ...,  v"^  sont  nulles.  Nous  nous  contenterons  de  le 
montrer  dans  le  cas  où  ces  fonctions  résultent  du  choix  particulier 
des  éléments  a"  que  nous  avons  mentionné 

a!'ji  =  I,         a",j  =  o         t  i  =  i,  ■>,,...,  p;  j  quelconque  ^  i  i, 

car  ce  cas  est  suffisant  pour  le  but  que  nous  nous  proposons. 

Comme  on  sait  seulement  que  A^  divise  les  polynômes  A',, 
Al,  ...,  on  ne  peut  pas  affirmer  immédiatement  que  le  quotient 
symbolique  de  certains  déterminants,  par  A",  par  exemple,  est  nul 
lorsque  leur  quotient  par  A^  est  égal  à  zéro  ;  il  est  donc  nécessaire 
de  faire  un  raisonnement  plus  complet,  et  d'établir  une  suite  de 
propositions  que  nous  allons  développer. 

4.  Considérons  dans  la  matrice  principale  M^  des  lignes  quel- 
conques en  nombre  </ = /i  —  ^ -|- i  ;   désignons  par  A^^  le  plus 
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grand  commun  diviseur  des  délenninants  d'ordre  n  — p  formés 
avec  les  éléments  de  ces  lignes,  et  par  ÎSy,y  le  déterminant  obtenu 
en  bordant  les  mêmes  lignes  par  les  q  seconds  membres  corres- 
pondants. Nous  allons  démontrer  les  propriétés  suivantes  : 

Théorème  TII.  —  Si  les  relations  (-)  sont,  satisfaites,  le  quo- 
tient symbolique 

-r-^  =  -7 —  I   Ui     ai,,+\      . .  .     a,n  I 

est  nul,  i  prenant  les  valeurs  des  indices  des  q  lignes  consi- 
dérées. 

Pour  fixer  les  idées  et  simplifier  l'écriture,  nous  supposerons 
que  les  lignes  envisagées  sont  les  q  premières;  nous  allons  intro- 
duire tous  les  déterminants  d'ordre  maximum  de  la  matrice  prin-r 
cipale  M^ ,  et  nous  désignerons  d'une  manière  générale  par 
(a|3  .  .  .X)  celui  qui  est  formé  par  les  éléments  des  lignes  d'indice 
a,  ,3,  .  .  .,  A  dans  cette  matrice;  nous  allons  d'abord  montrer  que 
les  relations  (7)  entraînent  les  équations  symboliques 

(8)  "^■■'■'[fa1=„ 

pour  tous  les  choix  possibles  des  n  — p  indices  a,  [â,  ...,  X. 

1"  Examinons  d'abord  le  cas  où  ces  indices  sont  choisis  parmi  les 
q  =  n  — />  H-  I  premiers  nombres;  tous  les  déterminants  (a^...X) 
satisfaisant  à  cette  condition  sont  divisibles  par  A,,^  qui  est  leur 

plus  grand  commun  diviseur;  le  quotient  -^  étant  nul  d'après  les 

A/, 

relations    (7),    son    produit    par    un    quelconque    des    polynômes 

entiers 

(  g  [i  ...  À  I 

est  aussi  nul;  on  a  donc 


(  a  ^  .  .  .  A  I 


,,     La,  I  A,,      [a,J 


car  on  p<'ut  intervertir  l'ordre  des  facteurs  dans  le  dénominateur; 
ce  sont  bien  là  des  équations  de  la  forme  (8). 


—  to  — 

2°  Examinons  mainlenanl  le  cas  où  parmi  les  n  —  p  indices  a, 
[3,  ...  il  s'en  trouve  k  supérieurs  à  q,  désignés  par  r,  s,  . . .,  t,  les 
autres,  en  nombre  n — p  —  k  =^  q  —  k  —  i  étant  au  plus  égaux 
à  q\  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  que  ces  derniers  sont 
les  nombres  consécutifs  A-  -h  2,  A"  +  3,  . . .,  7,  ce  qui  ne  nuit  pas  à 
la  généralité  des  raisonnements. 

Considérons  toutes  celles  des  équations  (7)  dont  les  indices  des 
lignes  sont  les  q  nombres 

a,     A:  H- 2,     A -t- 3,      ...,     9,     /■,     *,     ...,     ^, 

a  prenant  successivement  les  valeurs  i ,  2,  . . .,  k  -\-\]  en  dévelop- 
pant les  déterminants  suivant  les  éléments  de  la  première  colonne, 
nous  écrirons  ces  équations 

(  k  -\-  ■}....  q  r  s  ...  )  ioLk  -h  3  .  .  .  qrs  .. .  I 

—î Uo^ 7 — 2 „/_!_.,  . 

A,.  A,, 

± ^- Ur^    T ^ M^±...=  0, 

A,,  ^  A,, 

le  premier  coefficient  étant  pour  toutes  égal  au  quotient  entier 

{  k  -h  2  .  .  .  qrs  .  . .  ) 

f^= 

Nous  allons  éliminer  u,-,  u,,  ••  •  entre  ces  équations;  nous  mul- 
tiplions les  deux  membres  de  celle  qui  correspond  à  a  =  i  par 
l'expression 

(  I  2  ...  I  —  I  i  -1-  I  .  .  .  q  ) 


(-U 


t  -i 


qui  est  une  fonction  entière  de  D,  et  nous  ajoutons  les  résultats. 
Les  premiers  termes  contiennent  tous  le  coefficient  iji  en  facteur  et 
fournissent  la  somme 

considérons  parmi  les  termes  suivants  ceux  qui  renferment  ui 

(k  +  iSl^q)- 
le  coefficient  de  ui  est 

.^  A,,,f  ^p 


—  li- 
mais, d'après   une  proj)riété  des  déterminants  de  la   matrice  M^ 
exprimée  par  l'égalité  (  '  ) 

(9)      ^  ( —  i)'-U  1  2  ...  J  —  r  t -4-  I  ...q)(i  k-¥-  2....I —  i  /-+-  i  ...gr...)  =  o, 

la  somme  étant  cette  fois  étendue  aux  valeurs  de  i  égales  à  i ,  2,  ..., 
A"  H-  1 ,  ^  H-  2,  ...,/,  on  voit  que,  dans  la  somme  (9),  les  termes 
relatifs  à  /  =  A  +  2,  . . .,  l  —  i  sont  nids  et  que  le  coefficient  de  ut 
a  pour  valeur 

(i  2  . .  .  l  —  I  /  -1-  I  .  . .  g  )  {l  k  -^  i . .  .  l  —  \  /  -4-  I  . . .  g  r  . .  .) 


(_I^2/-A-l 


A/., 


dès  lors,  en  intervertissant  dans  le  dernier  numérateur  l'ordre  des 
colonnes  et  mettant  en  évidence  le  coefficient  [jl,  on  voit  que  le 
coefficient  de  ui  est 

Les  coefficients  des  termes  i/,,  iit^  •  •  •  d'indices  supérieurs  à  q 
sont  nuls;  celui  de  a,,  par  exemple,  est  égal,  au  signe  près,  à 

i  =  A  -f- 1 

y_      ._,  (i  ?.  .  ..  t—  1  t-t-  I  ..  .g)  a  k-h2  .  .  .gs  .  .  .)  ^ 
.-^   '^      ''  \  \  ' 

mais  rien  n'empêche  de  remplacer  /•  par  /  dans  l'identité  (9)  et 
dans  la  conclusion  que  nous  en  avons  tirée;  elle  indique  bien  que 
le  coefficient  de  u,  est  nul  et  il  en  est  de  même  des  suivants. 

Il  résulte  de  là  que  les  termes  qui  subsistent  constituent  le  pi'o- 

N  .  .  .      . 

duit  par  u  du  développement  de  t-'"J  1^*  relations  (8)  sont  ainsi 

•\p</  _  .  .    ,    . 

établies  pour  tous  les  systèmes  d'indices  a,  3,  ...,  A  considérés, 

et,  en  général,  pour  tous  les  choix  de  ces  indices  tels  que  k  d'entre 

eux  soient  supérieurs  à  r/.  et  n  —  p  —  Â  au  plus  égaux  à  ce  nond)re, 

/<■  étant  un  entier  arbitraire. 

3°  Ces  mêmes  relations  (8  )  sont  encore  satisfaites  lorsque  tous 


(')  Thomas  Muiu.  The  Theory  of  Déterminants  in  the  historical  Order  0/ 
Development,  r>'  édition,  l.  I,  iQofj,  j).  i38  el  14^.  Mon  article  Sur  certaines 
relations  entre  les  déterminants  tirés  d'une  matrice  rectangulaire  (Bulletin 
de  la  Société  des  Sciences  de  Nancy,  4"  série,  t.  I,  igai,  p.  i^g). 
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les  indices  a,  [3,  . . .,  A  sont  des  nombres  r,  5.  . . .,  L  supérieui-s  à  q 
(dans  le  cas  où  2  q  —  1  est  égal  ou  inférieur  à  n).  Pour  le  voir,  il 
suffit  de  faire  A  ■+■  1  égal  à  q  dans  le  raisonnement  précédent, 
d'écrire  les  équations  (j)  dont  les  indices  des  lignes  sont  les 
nombres 

a,     /•,     5,      .  . .,     t, 

OÙ  a  prend  les  valeurs  i ,  2,  . . .  ^  et  d'éliminer  Ur,  Us-,  . . .,  Uc',  nous 
arrivons  ainsi  à  l'égalité 


A,.        l-^p<,} 


4"  Les  égalités  (8)  étant  établies  pour  tous  les  choix  possibles 
des  n  — /)  indices  a,  [iJ,  . . .,  X,  il  suffit  de  remarquer  que  les  déter- 
minants (a[3...X)  sont  tous  ceux  de  la  matrice  principale  M^, -et 
ont  pour  plus  grand  commun  diviseur  A^.  Or,  on  sait  calculer  des 
polynômes  entiers  du  symbole  D  dont  les  produits  respectifs  par 
ces  déterminants  ont  une  somme  égale  à  Ayj,;  si  donc  nous  multi- 
plions symboliquement  les  équations  (8)  par  ces  polynômes  et  si 
nous  ajoutons  les  résultats,  nous  obtiendrons  précisément  l'égalité 

ce  qui  démonti*e  le  théorème  III. 

Nous  en  déduisons  immédiatement  ce  corollaire  : 

Corollaire.  —  Si  l'on  prend  dans  la  matrice  caractéristique 
des  lignes  particulières  en  nombre  r  supérieur  àq  =^  n  —  ^  H-  ' , 
si  Von  désigne  par  N^,  la  nouvelle  matrice  ainsi  formée^  par 
A.pr  le  plus  grand  commun  diviseur  des  déterminants  d^ordre 
maximum  constitués  par  les  éléments  a  de  cette  matrice,  les 
relations  précédentes  entraînent  les  égalités  contenues  dans 
la  relation  symbolique 

n.pr 

En  effet,  les  déterminants  d'ordre  maximum  de  la  matrice  N^^ 
sont  de  la  forme  N^^,  et  le  plus  grand  commun  diviseur  h.pq  cor- 
respondant est  divisible  par  A^,  ;  on  a  donc,  pour  tous  ces  déter- 


—  la- 
minants 

Remarquons  que  dans  le  cas  particulier  où  /'  est  égal  à  /i,  on 
retombe  sur  les  équations  ("^j. 

o.   Gela  posé,  envisageons  les  matrices 

^^"p-\  =11   ^"ip      «'>+l       •••       ^in  II, 

M'p_,  =  ||  a}p_,      a'/p     a,p+,      ...     a/„  ||, 


ainsi  que  les  matrices  caractéristiques  correspondantes 

i^ip-l^ll    "'      ^ip      ^ip+i       '■'       ^in    II; 

î^/'î  =  ll"'      ^"ip-l       «//'      «'P+l       •••       «"»   II) 
) 

/  prenant  les  valeurs  i,   2,    ...,   n,  et  limitons-nous  au  cas  déjà 
envisagé  où 

«/f  =  ' ,        «"7  =  o 
(  j  =  I ,  •>.,   .  . . ,  /w  ;  y  =  1 ,  2,   . . . ,  /i  ;  y  ^  i  )  ; 

nous  allons  démontrer  ce  théorème  : 

Théorî^me  IV.  —  Si  l'on  prend  dans  Les  matrices  Wf.  et 
N'^{k<Cp)  des  lignes  particulières  quelconques  en  nombre 
r^n — -/r,  si  l'on  désigne  par  M.\.^  et  N'^,.  les  matrices  ainsi  for- 
mées^ par  A^,.  le  plus  grand  commun  diviseur  des  déterminants 
d  ordre  maximum  de  M^^,  les  relations  (10)  et  (i  1)  entraînent 
les  égalités  contenues  dans  la  relation  symbolique 

En  efFet,  pour  k  ^  p  —  i ,  les  matrices  M^_,  et  N'^_,  se  réduisent 
aux  matrices  déduites  de  M^,  et  N^  par  suppression  de  la  ligne 
d'indice  /?,  puisque  le  seul  élément  a"  non  nul  est  0'),^=  i  ;  dés 
lors  les  égalités  (12)  se  réduisent  dans  ce  cas  à  celles  qui  se  rap- 
portent aux  matrices  M^r,  N^^  ainsi  réduites,  et  elles  sont  contenues 
dans  les  équations  (11)  qui  sont  satisfaites;  elles  le  sont  donc  éga- 
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lement.  On  passe,  de  proche  en  proche,  aux  cas  de  k=p  —  2, 
p  —  3,  ...  et  le  théorème  est  ainsi  démontré. 

La  proposition  que  nous  avons  en  vue  en  découle  immédiate- 
ment, et  nous  allons  démontrer  que  les  égalités  précédentes 
entraînent  les  relations  (  5  ) .  Développons,  en  effet,  les  déterminants 
entrant  dans  ç"^,  v"^,  ...  suivant  les  mineurs 

v\^  d'une  part,  et  les  coefficients  de  ces  mineurs,  d'autre  part, 

v  " 

rentrent  tous  dans  les  quotients  représentés  par  les  symboles  — |^» 

et  ils  sont  tous  nuls  d'après  les  relations  (12).  Nous  voyons  ainsi 
que  les  relations  (7)  et  (5)  sont  équivalentes,  et  le  théorème  II  est 
entièrement  démontré;  on  peut  encore  l'énoncer  sous  cette  forme  : 

Théorème  V.  —  Les  relations  {'j)  expriment  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  équations  (i)  soient 
compatibles;  leur  solution  est  alors  fournie  par  les  équa- 
tions (6)  de  forme  normale, 

CAS    d'un    nombre   quelconque   d'équations     niKFÉRENTIELlES 
A   un   NOMBRE  QUELCONQUE  p'iNCONNUES. 

6.  11  est  facile  de  passer  dti  cas  de  n  équations  à  n  inconnues  au 
cas  général  de  r  équations  à  5  inconnues,  de  la  forme 

(l3)  a/i7i  +  a/27s-t-...-T-a/,,7;ç=  M,-        (  »  =  i,  2,  .  .  . ,  /•), 

Si  /'  est  inférieur  à  ,y,  il  suffit  d'adjoindre  au  système  donné 
s  ■ —  /■  équations  nouvelles  de  la  même  forme,  dont  les  coefficients 
et  les  seconds  membres  sont  tous  nuls,  pour  se  ramener  au  cas 
précédent,  n  étant  égal  à  s\  l'ordre  n  — p  du  déterminant  principal 
est  alors  égal  ou  inférieur  à  r.  Dans  le  cas  habituel,  n  — p  est  égal 
à  r,  et  p  est  égal  à  s  —  /•,  les  équations  sont  compatibles,  et  l'on 
peut  attribuer  à  5  —  r  des  inconnues  des  valeurs  arbitraires. 

Si  /'est  supérieur  à  s,  on  introduira  dans  les  équations  /•  —  5  fonc- 
tions nouvelles  affectées  de  coefficients  nuls,  pour  se  ramener  au 
cas  précédent,   n  étant  égal  à  /•.   L'ordre    n — p  du  déterminant 
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principal  est  égal  ou  inférieur  à  5,  el  il  y  a  toujours  lieu  d'établir 
les  conditions  de  compatibilité.  Lorsqu'elles  sont  remplies,  les 
inconnues  sont  données  par  des  équations  (6)  de  forme  normale; 
il  est  a  remarquer  que  les  inconnues  supplémentaires  introduites 
n'interviennent  pas  dans  les  résultats,  car  les  coefficients  a/t/  dont 
elles  sont  affectées  sont  tous  nuls. 

Examinons,   par   exemple,   le  cas  de  n  équations  à  une  seule 

inconnue 

ai{D)y  z=  Ui         (i  =  \,  2,  . .  . ,  n); 

si  d{D)  est  le  plus  grand  commun  diviseur  des  coefficients  «/,  les 
conditions  de  compatibilité  sont 

lorsqu'elles  sont  remplies,  on  calcule  les  polynômes  bi{D)  tels  que 
l'on  ait 

on  multiplie  les  deux  membres  des  équations  données  respective- 
ment par  6|,  ^2,  ...,  6„,  on  ajoute  les  résultats,  et  l'on  obtient 
l'équation  de  forme  normale 

diD)y  =  èi(D)Mi-f-62(D)a2-i-...-l-6„(D)a„ 
pour  déterminer  la  solution  commune  aux  équations  données. 

7.  Les  résultats  que  nous  avons  obtenus  peuvent  être  réunis 
sous  la  forme  suivante  : 

Théorème.  —  Étant  donné  un  nombre  quelconque  adéqua- 
tions différentielles  linéaires  à  coefficients  constants^  avec  ou 
sans  seconds  membres^  relatives  à  un  nombre  quelconque  d^ in- 
connues^ on  considère  le  tableau  des  coefficients  des  inconnues, 
et  l'on  choisit  dans  ce  tableau  un  déterminant  principal  satis- 
faisant aux  conditions  suivantes  :  il  n'est  pas  nul  et  s'il  n'est 
pas  d'ordre  maximum,  tous  ceux  d'ordre  supérieur  au  sien, 
tirés  du  tableau,  sont  nuls. 

Si  l'ordre  du  déterminant  principal  est  égal  au  nombre  des 
équations,  celles-ci  sont  compatibles  ;  on  peut  donner  aux 
inconnues  dont  le  coefficient  n'entre  pas  dans  le  déterminant 
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principal,  s'il  en  existe,  des  valeurs  arbitraires,  et  les  autres 
sont  fournies  par  des  équations  de  forme  normale,  dont  la 
somme  des  ordres  est  égale  au  degré,  par  rapport  à  D,  du 
déterminant  principal. 

Si  C ordre  de  ce  déterminant  est  inférieur 'au  nombre  des 
équations,  on  considère  la  matrice  principale,  constituée  par 
les  coefficients  formant  le  déterminant  principal  et  par  ceux 
des  mêmes  inconnues  dans  les  autres  équations;  on  borde  cette 
matrice  par  une  colonne  constituée  par  les  seconds  membres 
des  équations,  et  Von  forme  cdnsi  la  motrice  caractéristique. 

Si  les  quotients  symboliques  des  déterminants  d'ordre 
maximum  de  cette  matrice  par  le  plus  grand  commun  diviseur 
des  déterminants  d'ordre  maximum  de  la  matrice  principale 
ne  sont  pas  tous  nuls,  les  équations  données  n'ont  pas  de  solu- 
tion. Si  ces  quotients  sont  tous  nuls,  les  équations  sont  compa- 
tibles; on  peut  donner  aux  inconnues  dont  les  coefficients 
n'entrent  pas  dans  la  matrice  principale,  s'il  en  existe,  des  va- 
leurs arbitraires,  et  les  autres  sont  fournies  par  aes  équations 
de  forme  normale  dont  la  somme  des  ordres  est  égale  au 
degré,  par  rapport  à  D,  du  plus  grand  commun  diviseur  pré- 
cédent. 


SUR  LES  FRONTIÈRES  DE  CERTAINS  DOMAINES; 
Par  m.   p.   Fatou. 


Nous  nous  proposons  de  compléter  ici,  sur  quelques  points,  les 
faits  établis  dans  notre  Mémoire  sur  les  équations  fonctionnelles 
{Bulletin  de  la  Société  mathématique,  1919-1920,  Chap.  lll, 
IV  et  V),  concernant  les  frontières  des  domaines  de  convergence 
des  itérées  d'une  fraction  rationnelle  ('). 


(')  Voir  aussi  G.  JuLiA,  Mémoire  sur  l'itération  des  fractions  rationnelles 
{Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  -j'  série,  t.  IV,  1918,  p.  189 
et  suiv.). 
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Considérons  une  suite  infinie  de  domaines  D,,  Do,  . . . ,  D„,  . 
jouissant  des  propriétés  suivantes  : 


i"  D,,  est  complètement  intërienr  à  D„^,,  ce  qui  s'exprime  par 


l'inégalité 


2°  La  frontière  /«  de  D„  est  constituée  par  un  non^bre  fini  de 
courbes  fermées  simf)les  extérieures  les  unes  aux  autres,  tout 
entières  à  distance  finie;  nous  supposerons  même,  pour  phus  de 
clarté,  que  chacune  de  ces  courbes  est  constituée  par  un  seul  arc 
régulier  de  courbe  analytique; 

3°  On  peut  joindre  chaque  point  de /,,^.,  à  un  point  de  /„  par 
un  arc  de  courbe  compris  (sauf  ses  extrémités)  dans  la  partie 
de  D„^,  extérieure  à  D„,  et  la  longueur  de  cet  arc  est  inférieure 
à  un  nombre  £«,  fonction  de  n  seul,  tel  que  la  série  Ss,,  soit  conver- 
gente. 


Soit  alors  D  /e  domaine  limite  de  D„.  Je  dis  que  la  fron- 
tière f  de  D  a  tous  ses  points  accessibles  par  des  arcs  de  longueur 
finie. 

Li.  a 
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Soit  p  un  point  de  /,  c'est-à-dire  un  point  limite  de  points 
appaitenant  respectivement  à  des  f  d'indice  croissant.  Soit  qn  le 
point  de /„  le  plus  rapproché  de  /?,  la  distance  5„=/?^„  tendant 

vers  zéro  avec  —  •  On  peut  joindre  qn  à  un  point  qn   \  ^^  Jii-^\  par 

un  arc  de  longueur  inférieure  à  £„_(  compris  dans  (D„  —  D,,..,); 
on  peut  joindre  qn-\  à  un  point  qn-i  de  /«_2  par  un  arc  <<  Zn-i 
situé  dans  (D„_,  —  D,j_2))  et  ainsi  de  suite.  On  peut  enfin 
joindre  ^,  à  un  point  O  intérieur  à  D,  par  un  arc  <^  s©  situé 
dans  D, . 

On  forme  ainsi  un  arc  y,,  joignant  O  à  un  point  de  J „  qui  est 
infiniment  voisin  de  p  pour  n  infiniment  grand  ;  y„  est  contenu 
dans  D„  ;  c'est  un  arc  simple,  rectifiable,  de  longueur  inférieure 
à  1=  zq-\-  ^^-\-  £i-\- . . ..  On  peut  représenter  les  points  de  cet  arc 
par  les  équations 

fn  et  cp«  désignant  des  fonctions  continues,  t  un  paramètre  réel 

qui  varie  de  o  à  i  ;  on  peut  prendre,  par  exemple,  /  =  — ,  s  étant 

la  longueur  de  l'arc  compris  entre  O  et  [x,  y),  \,i  la  longueur 
totale  de  v„.  Pour  deux  points  (jt,  y)  {x' ,  y')  de  la  courbe,  on  a 

\X'-X\  <|5'-.S-   I   =   X„|f  -  /'  |<  l\l-t'l 

\y-y\<i\t-t'\, 

d'où  il  résulte  que  les  fonctions  /«  et  o„  sont,  au  sens  d'Arzelà, 
des  fonctions  également  continues.  De  la  suile  des  fonc- 
tions/,,, o„  on  peut  en  extraire  une  autre  qui  converge  unifor- 
mément dans  l'intervalle  fermé  (o,  i)  vers  /(<),  ^{t);  on  définit 

ainsi  une  courbe  y, 

x  =  f{t), 

liniilc  des  courbes  y„^,  y„,,  .  .  . ,  y„  ,  ...  ;  il  est  visible  que  y  joint 
le  j)oint  O  au  point  /?;  je  dis  que  tous  les  points  de  y  sauf/?  sont 
intérieurs  à  D  ;  en  effet,  la  partie  de  y„  extérieure  au  domaine  D„,  a 
une  longueur  inférieure  à 

£„'  -f-  £„'  +  !  -+-...  -1-  e„  <£„■  -f-  £„'+!  -(-...   =  r„', 
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/•„.  reste  de  la  série  convergente  S£„  ,  infiniment  petit  avec  — , •  Soit 

alors  o<^0<;  I  ;  appelons  m^  le  point  de  coordonnées//, (9),  fn(^) 
et  qn  l'extrénuté  de  y«.  On  a,  en  remarquant  que  ).„  J>  X  ^  o  : 

arc  ninq„  =  ),„'—  s  =  l,i(i  —  0)  >  À(i  —  6). 

On  peut  prendre  n'  assez  grand  pour  que 

X(i  — e)>r„, 
et,  par  suite, 

Aie  ninÇa  >  r,,', 

quel  que  soit  n;  l'arc  in,„qa  est,  a  fortiori,  j)lus  grand  que  l'arc 
(unique)  de  y„  extérieur  à  D„,  ;  donc  le  point  //«„  est  intérieur 
à  D„,.  Ainsi  les  points 

sont  tous  intérieurs  à  un  domaine  D,,.,  n'  indépendant  de  n.  Leurs 
points  limites,  en  particulier  le  point 

sont  donc  intérieurs  à  D„-  ou  sur  son  contour  et,  par  conséquent, 
intérieurs  à  D.  Nous  avons  donc  obtenu  une  courbe  intérieure  à  D 
joignant  O  h  p  et  dont  la  longueur  est  au  plus  égale  à  /. 

C.  Q.   F.    D. 

On  doit  remarquer,  à  ce  sujet,  qu'un  domaine  tel  que  deux 
quelconques  de  ses  points  {)uissent  être  joints  par  une  ligne  inté- 
rieure dont  la  longueur  reste  bornée  peut  néanmoins  présenter 
sur  sa  frontière  des  points  inaccessibles;  c'est  ce  qu'on  verra  en 
considérant,  par  exemple,  un  domaine  dont  la  frontière  comprend 

la    courbe   j'rrïsin—  (o<^a7^i)    et,    bien    entendu.    le    segment 

( —  I ,  H-  i)  de  l'axe  des  y^  qui  est  la  limite  des  sinuosités  de  cette 
courbe;  les  |)()ints  de  ce  segment,  sauf  les  exirémités.  soûl  inacces- 
sibles, bien  que  le  minimum  de  longueur  des  lignes  intérieures  au 
domaine  joignant  un  p(»int  intérieur  O  à  un  point  également  inté- 
rieur et  infiniment  voisin  du  segment  ( —  i,  +i)  reste  borné. 
Inverseuient,  il  peut  y  avoir  sur  une  frontière  des  points  accès- 
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sibles  mais  seulement  par  des  chemins  de  longueur  infinie;  on  le 
verra  facilement  en  considérant  la  spirale  hyperbolique  oo)  =  i . 

Nous  pouvons  considérer,  en  particulier,  le  cas  où  les /„  sont 
formées  d'une  seule  courbe,  c'est-à-dire  où  les  domaines  D„  el  D 
sont  simplement  connexes  ;  f  est  alors  un  continu  ;  il  j  a  des  cas 
où  l'on  voit  aisément  que  c'est  une  courbe  de  Jordan  simple;  par 
exemple  quand /,  limite  des  courbes  /, ,  f.,,  ....  y„,  . . .  comprises 
chacune  à  l'intérieur  de  la  précédente  est  également  limite  dune 
suite  de  courbes  o,,  cp^,  es.,,  ...,  cp„,  ...  intérieures  chacune  à  la 
suivante,  et  intérieures  également  à  toutes  les  courbes  y"„;  si  les 
courbes/,,  et  cp„  jouissent  de  toutes  les  propriétés  énoncées  plus 
haut,  on  voit  que /partage  le  plan  en  deux  régions  el  que  tous  ses 
points  sont  accessibles  tant  de  l'intérieur  que  de  l'extérieur;  c'est 
alors  une  courbe  de  Jordan  sans  points  doubles,  comme  l'a 
démontré  M.  Schœnfliess. 

Appliquons  ceci  aux  domaines  que  l'on  rencontre  dans  l'étude 
de  la  convergence  des  itérées  d'une  fraction  rationnelle.  Soil  a  un 
point  racine  de  R(^)  =  ^  avec  |R'(a)  |  <^  i  ;  il  existe  un  domaine 
circulaire  de  centre  a  qui  contient  ses  conséquents  ;  appelons-le  Dq. 
Je  considère  le  domaine  antécédent  immédiat  de  Do  qui  con- 
tient Do,  soit  D_,  ce  domaine,  qui  est  le  transformé  de  D©  par 
une  branche  de  la  fonction  inverse  R_|(:;),  c'est-à-dire  par  une 
substitution  algébrique  ;  de  D._,  on  déduira  de  même  D_2, 
puis  D_3,  ....  On  sait  ou  l'on  démontre  immédiatement  que 

Do<  D-,<D_2<.... 

On  peut  d'ailleurs  supposer,  sans  nuire  à  la  généralité,  que  les 
domaines  D  _;,  contiennent  le  pt)inl  à  l'infini.  Ces  domaines  jouis- 
sent alors  des  propriétés  i°  et  2°.  On  peut  ensuite  joindre  chaque 
point  frontière  de  D_,  à  un  point  de  la  circonférence  initiale  par 
un  arc  de  courbe  analytique  dont  la  longueur  ne  dépasse  pas  une 
quantité  fixe  eo  ;  on  en  déduira,  en  effectuant  les  substitutions 
R../,(^),  des  courbes  joignant  chaque  point  de  la  frontière  de  D_„ 
à  un  point  de  la  frontière  de  D_(„_,),  en  restant  comprises  dans  la 
ou  les  régions  [D._„  —  D_(„_,)].  Si  l'on  a  dans  toutes  ces  régions, 
à  partir  d'une  certaine  valeur  de  /?,  l'inégalité 

|lV(-s)|>K>i, 
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on  en  déduira,  par  un  raisonnement  facile  employé  à  maintes 
reprises  dans  notre  Mémoire  cité,  que  les  quantités  jouant  le  rôle 
des  £„  de  l'énoncé  du  lemme  initial  décroissent  comme  les  termes 
d'une  progression  géométrique  convergente.  La  frontière  /  du 
domaine  D,  limite  de  D_„,  a  donc  tous  ses  points  accessibles  par 
des  chemins  de  longueur  finie.  La  condition  |R'(2)|  >  A"  >  i  est 
d'ailleurs  vérifiée  dans  des  cas  généraux,  c'est-à-dire  sans  qu'il  y 
ait  de  relations  particulières  entre  les  coefficients  [Bull.  Soc. 
math.  Fr.,  1919,  p.  258-259,  ^*  '92O)  P-  l"^'!-^)- 

Dans  le  cas  plus  particulier  où  les  points  critiques  de  la  fonc- 
tion R_,(5)  appartiennent  tous  à  l'un  ou  à  l'autre  des  domaines 
immédiats  D  et  D'  de  deux  points  doubles  attractifs  a  et  a',  on 
a  [loc.  cit..,  •9Ï9,  p-  26o-2()-)  une  division  du  plan  en  deux 
régions  séparées  par  une  courbe  de  Jordan.  Nous  avons  obtenu, 
dans  ce  cas,  une  représentation  de  la  courbe /par  une  expression 

de  la  forme 

z  =  a;  -h  iy  =  Fi{t)  -h  iFt{t)  =  V{t), 

la  fonction  F{t)  vérifiant  les  équations 

R[F{/)]  =  F{mt}        (m,  degiv  de  H), 

V(t^,)  =  F(t). 

La  méthode  précédente  ne  donne  pas  un  résultat  aussi  précis, 
mais  possède  l'avantage  (+e  s'appliquer  à  des  cas  où  la  frontière 
est  discontinue,  le  domaine  D  étant  alors  d'ordre  de  connexion 
infini. 

En  se  reportant  au  Mémoire  cité,  on  obtient,  en  définitive,  le 
résultat  suivant  :  soit  E'^  l'ensemble  dérivé  des  conséquents  des 
points  criticjues  de  la  fonction  R_|  (s);  si  E^  ne  renferme  que  des 
points  doubles  ou  périodiques  de  multiplicateur  <^  i  en  module 
(et  qui  sont  nécessairement  en  nombre  fini),  le  plan  complexe 
se  subdivise  en  régions  où  les  itérées  R„(r)  convergent  réguliè- 
rement ou  périodiquement  vers  les  affixes  de  ces  points  doubles 
ou  périodiques,  régions  dont  tous  les  points  fi-ontières  sont  acces- 
sibles et  même  par  des  courbes  de  longueur  finie  pourvu  que  les 
ensembles  frontières  soient  bornés.  Ces  régions  pciivenl  être  en 
nombre  infini,  mais  sont  les  antécédents  d'un  nombre  fini  d'entre 
elles    auxquelles    s'applique    la    démonstration    qui    précède,    le 
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résultat  étant  encore  exact  pour  les  régions  antécédentes  déduites 
de  celles-ci  par  des  transformations  algébriques  qui  n'ont  pas  de 
points  critiques  sur  les  frontières. 

C'est  là  une  circonstance  très  générale,  mais  il  j  aurait  lieu  de 
démontrer  que  c'est  bien  le  cas  le  plus  général  ;  voici  ce  que 
j'entends  par  là;  représentons  une  fraction  rationnelle  de  degré  m 
qui  possède  2 /;* -f- 1  coefficients  arbitraires  par  un  point  de 
l'espace  Ei,„^.2  ;  l'ensemble  des  points  pour  lesquels  on  n'est  pas 
dans  le  cas  précédent  est  un  ensemble  fermé  qui  n'est  dense  nulle 
part.  Je  ne  suis  pas  paivenu  jusqu'ici  à  démontrer  ce  théorème, 
que  je  considère  comme  devant  être  exact. 


SUR  LES  LOIS  DU  FROTTEMENT  DE  GLISSEMENT  ('); 
Par  m.   Et.    Delassus. 

\.  Nous  allons  nous  proposer  d'étudier  le  mouvement  de  début 
d'un  solide  S  placé  au  contact  d'un  solide  fixe  S  et  lancé  avec  les 
conditions  initiales  du  roulement. 

Pour  y  arriver  au  moyen  de  calculs  simples,  nous  commence- 
rons par  établir  une  propriété. 

Considérons  le  mouvement  î)\\.  que  prend  réellement  le  solide  S 
avec  frottement  de  glissement  et  le  mouvement  011 ,  qu'il  prendrait 
si  le  rouletnent  était  forcé.  Si,  rapportant  tout  à  des  axes  fixes, 
nous  désignons  par  q^,  ^2,  •  •  > ,  Çn  les  paramètres  de  définition 
de  S;  par  V,  V  les  deux  vitesses  de  la  molécule  de  contact;  par 
X,  Y,  Z,  X,,  Y,,  Z|  les  composantes  des  deux  réactions,  nous 
voyons  que  les  q^,  q'^  sont  les  mêmes  dans  les  deux  mouvements, 
que  les  composantes  de  la  vitesse  de  la  molécule  de  contact  étant 
de  la  forme  linéaire  et  homogène 


(')  Cet  yiticle  est   le  dt-veloppenient  d'une   Noie   présentée   à   rAeadéniie   des 
Sciences  dans  sa  séance  du  23  mai  19.21. 
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on  a,  à  l'instant  initial,  v 

d\r  d\", 

^  -df-    ^df^-^^P^^ 

crwy  dw'y  .  ^ 
-dF-^df-'^^P^^ 
dy.  d\",  ,  , 
-âr-~df=^'p^' 

les  p  désignant  les  variations  des  </""  quand  on  passe  de  ;)n.,  à  0\i 
et  qu'enfin  ces  formules  se  simplifient  par  le  fait  que  V'^.,  V  ,  V. 
sont  identiquement  nulles,  donc  aussi  leurs  dérivées. 
Quant  aux  p,  ils  sont  fournis  par  l'identité 

obtenue  par  soustraction  des  équations  de  d'Alemberl  initiales  des 
deux  mouvements  et  dans  laquelle  u,  v,  w  sont  les  composantes 
X  —  X| ,  Y  —  Y, ,  Z  —  Z,  de  la  différence  géométrique  R  —  R,  des 
deux  réactions. 

D'un  théorème  que  j'ai  démontré  (')  résulte  que  /(/>),  '^{p)', 
<!<(/>)  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même  forme  quadratique 
homogène,  définie  et  positive,  0(a,  v,  w),  qui  est  une  transformée 
de  la  force  vive  x,  de  sorte  que  nous  obtenons  finalement 


rfVc     de 

dYy                 de 

c/V- 

de 

dt         f)u  ' 

dt         ()v  ' 

dt 

dw 

52.  O  étant  à  l'instant  initial  le  point  de  contact  et  Oc  la  normale 
du  côté  libre,  nous  y  adjoindrons  deux  axes  O.r,  Oy  dans  le  plan 
tangent,  ce  qui  nous  constituera  le  trièdre  fixe  dont  nous  allons 
faire  usage. 

Nous  supposerons  que  le  point  R,  (X,,  \  , ,  Z,  )  ne  se  trouve  pas 
à  l'intérieur  du  cône  de  frottement  de  façon  que  le  roulement  soit 
impossible. 


(')  Delassus,  Mémoire  sur  la  théorie  des  liaisons  finies  unilatérales  (Ann. 
École  Normale,  '9'7)-  t^es  calculs  employés  ici  sonl  d'ailleurs  exactenienl  les 
mêmes  que  ceux  de  la  théorie  indi(|uée  des  liaisons  uiiilalérales  et  aussi  (picceux 
de  la  ihéorie  des  percussions. 


—  u  — 
Nous  supposerons  aussi  que  ce  point  est  au-dessus  du  plan 

sans  quoi,  dans  le  mouvement  libre  caractérisé  par 

X  =  Y  =  Z  =  o, 

on  aurait 

donc  \z  deviendrait  positive  et  il  y  aurait  échappement. 

Les  lois  du  frottement  et  le  contact  géométrique  nous  conduisent 
alors  à  admettre  qu'il  j  a  glissement  avec  une  réaction  dont  l'ex- 
trémité R(X,  Y,  Z)  se  trouve  sur  le  cône  de  frottement  et  satisfait 
aux  conditions 

|jË,x_x„  Y-Y,.Z-Z,)        ^(X-X.,  Y-Y„  Z-Z.) 
X =  ' Y =-^<o, 

de 

__.(X-X,,  Y -Y,,  Z-Z,)=o. 

Ce  point  R  est  donc  l'intersection  d'une  conique  avec  le  cône  de 
frottement  et  l'on  est  ramené  à  étudier  une  équation  du  quatrième 
degré  en  o-,  équation  dépendant  du  point  R,  et  dont  il  ne  faut 
prendre  que  les  racines  réelles  et  positives. 

Si  elle  n'a  qu'une  telle  racine  il  n'y  a  qu'elle  qui  peut  fournir  la 
solution;  mais,  si  elle  en  a  plusieurs,  la  question  se  pose  de  choisir 
parmi  elles  celle  qui  donne  la  yinitable  solution. 

3.  Au  lieu  de  laisser  le  point  R,  variable  dans  tout  l'espace  E 
extérieur  au  cône  de  frottemeni  et  au-dessus  de  P,  bornons-nous 
aux  points  R,  situés  dans  un  uième  p\nn  P,  parallèle  à  P  el  situé 
au-dessus;  Z,  sera  alors  une  fonction  linéaire  et  l'équation  du  qua- 
trième degré  en  o-  devenant 

«Ï>(X,,  Y,,  <j)  =  o 

pourra,   dans  l'espace    à    trois  dimensions,    s'interpréter   couime 
intersection  de  la  surface 
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ftvcc  la  |)arall(';le  à  O:;  issue  du  |)()int  tofX,  Y,)  du  plan  des  xy.  Ce 
point  (u  ne  pourra  se  déplacer  que  dans  une  région  A  extérieure 
à  une  certaine  conique  et  l'on  ne  devra  considérer  comme  accep- 
tables que  les  points  d'intersection  au-dessus  du  plan  des  xy. 
Supposons  alors  que  les  lijpotlièses  suivantes  soient  réalisées  : 
La  surface  <I>  possède  un  cylindre  circonscrit  parallèle  à  Oc, 
ayant  F^  pour  courbe  de  contact  et  coupant  la  surface  suivant  une 


autre  courbe  F,  rencontrée  par  toute  génératrice  du  cylindre  en 
deux  points  réels  ou  imaginaires.  Ces  deux  courbes  réelles  se 
coupent  en  un  point  simple  et  réel  A  d'altitude  positive  et  dont  la 
projection  a  se  trouve  dans  la  région  éi. 

Quant  au  second  point  d'intersection  de  F,  avec  la  généra- 
trice Aa,  il  est  supposé  être  au-dessous  du  plan  des  xy. 

Traçons  autour  du  point  a  un  cercle  de  rayon  suflisamment 
petit  que  la  projection  commune  r  de  F2  et  F,  décomposera  en 
d(;ux  petites  régions  cft,,  >»\a. 

l^our  tout  point  t.)  de  A,  l'écpiation  aura  une  et  une  seule  racine 
positive  variant  d'une  façon  continue  avec  oj.  Pour  tout  point  de 
la  région  .ft  :,  elle  aura  trois  racines  positives  variant  toutes  ti'ois 
d'une  façon  continue  avec  to. 

Sur  l'arc  aij.  l'équation  a,  comme  racines  positives,  une  racine 
double  et  une  racine  simple,  la  sinqjle  étant  la  plus  petite.  Sur 
l'arc  ay  c'est  l'inverse,  la  simple  est  la  plus  grande. 

Dans  ,'R,  nous  avons  une  solution  parfaitenu-nt  déterminée, 
tandis  que  dans  A^  nous  avons  indétermination,  l'our  arriver 
à  lever  cette  indétermination  en  un  point  (O3,  l'idée  l(»ute  naturel!*- 
et  logique  est,  puisque  l'on   a  une   représentation    uiatliématique 
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d'un  phénomène  physique  variant  d'une  façon  continue  avec  les 
conditions  qui  le  produisent,  que  l'on  doit  partir  d'un  point  m, 
à  solution  unique,  déplacer  w  d'une  façon  continue  de  lOt  en  o);,, 
suivre  par  continuité  la  racine  qui  donnait  la  'solution  en  to,  et 
obtenir  ainsi  une  racine  bien  déterminée  parmi  les  trois  que  l'on  a 
en  (JL):,,  racine  qui  donnera  la  véritable  solution  en  ce  point. 

Suivons  le  chemin  m,  u(o,,  ;  de  w,  à  [jl  l'unique  racine  positive  tr, 
variera  d'une  façon  continue;  quand  on  arrivera  en  ijl  il  apparaîtra 
une  racine  double  t'  supérieure  à  a  qui,  en  continuant  à  faire  mar- 
cher 10,  va  se  décomposer  en  deux  racines  simples  t^,,  a-;,  ;  ces  deux, 
racines  ne  viendront  ensuite  jamais  se  confondre  avec  o-,  puisque, 
de  [JL  à  tO;i,  on  ne  traverse  plus  la  ligne  y  des  racines  doubles,  et  il 
en  résulte  que  la  racine  a,  obtenue  par  continuité  en  co.,  est  cer- 
tainement la  plus  petite  des  trois  racines  en  ce  point. 

Suivons  maintenant  le  chemin  o^iViO;,  ;  le  même  raisonnement 
pourra  se  faire;  mais,  comme  la  racine  double  qui  apparaît 
quand  m  passe  en  v  est  ici  plus  petite  que  o-j,  on  voit  que  la  conti- 
nuité conduit  à  la  plus  grande  des  trois  racines  au  point  to,). 

Nous  arrivons  ainsi  à  une  singularité,  à  une  véritable  disconti- 
nuité incompatible  avec  la  représentation  d'un  phénomène  phy- 
sique continu. 

Cette  singularité,  qui  pourrait  se  produire  avec  des  équations 
d'ordre  quelconque  au  moins  égal  à  trois,  tient  à  l'existence  dans 
la  région  .A.  d'un  point  réel  a  donnant  une  racine  triple  acceptable, 
toutes  les  autres  racines  étant  inacceptables;  ce  point  a  réel,  et  qui 
n'est  pas  un  point  singulier  de  y,  force  cette  courbe  y  à  être  réelle 
au  voisinage  de  «,  de  sorte  que  l'on  se  trouve  bien  dans  les  condi- 
tions précédentes. 

4.  Il  est  essentiel  maintenant  de  montrer  rigoureusement  que 
cette  singularité  peut  se  présenter  effectivement  dans  la  théorie  du 
frottement  et,  pour  y  arriver,  il  est  nécessaire  d'établir  un  certain 
nombre  de  faits. 

Les  équations  du  paragraphe  2  sont  identiques  à  celles  des  per- 
cussions et  la  surface 

peut  se    définir   comme   lieu    du    point   «,   r,   iv  tel  que  la  per- 
cussion uvw  appliquée  au  point  de  contact  du  solide  S  entière- 
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ment  libre  et  au  repos  lui  communique  une  force  vive  égale 
à  l'unité.  Cette  surface  est  donc  un  ellipsoïde  qui,  en  grandeur  et 
orientation,  est  indépendant  du  choix  des  axes. 

Formons  un  solide  S  de  la  façon  suivante  :  S'  sera  unesurface 
rigide  de  masse  nulle  tangente  à  S  au  point  de  contact  considéré  O  ; 
par  exemple,  ce  sera  une  enveloppe  sphérique  rigide  et  sans  masse. 
A  son  intérieur  nous  prendrons  arbitrairement  un  point  G  et,  au 
moyen  de  tiges  sans  masses,  nous  attacherons  à  cette  enveloppe  S' 
un  solide  S",  formé  de  deux  tiges  homogènes  soudées  orthogonale- 
menl  en  leur  milieu,  de  façon  que  ce  milieu  soit  en  G  et  le  plan  du 
croisillon  perpendiculaire  à  OG. 

Le  solide  S' H-  S"  ainsi  formé  a  G  comme  centre  de  gravité  et  ses 
axes  principaux  d'inertie  sont  GO  et  les  directions  des  deux  tiges 
du  croisillon.  Ce  sont  ces  axes  GS^,  G^,  G  ri  que  nous  allons 
prendre  pour  traiter  le  problème  de  percussion  donnant  la  sur- 
face 0.  La  percussion  est  ici  appliquée  au  point  O  de  Gî^  et  l'on 

aura 

MV,.=      u,  MVy=v,  lVlV3=tv, 

de  sorte  qu'en  portant  dans 

■XI  =  M(  V'i-^  V2  + V?)  + A/>*-^  B<7î-4-C/-î, 
il  viendra 

,  /  I         /*  \         -  /  I         ^-  \        «'- 
>.6{u,  V,  IV )  =  u^ 


M         H  /  V  M         A  /         M 

Comme  M,  A,  B,  l  ont  été  choisis  arbitrairement,  les  trois  lon- 
gueurs d'axes  de  l'ellipsoïde  sont  arbitraires;  en  outre,  les  direc- 
tions de  ces  axes  sont  absolunient  arbitraires  puisque  ce  sont  les 
directions  G,  ^,  Tj,  J^,  de  sorte  que  linalement  : 

Les  axes  Oxyz  étant  précèdemmenl  définis  (§  3),  //  est  pos- 
sible de  construire  le  solide  S  au  contact  en  O  avec  S  de  façon 
c/uil  donne  une  fonction  ^{u-,  v,  w)  choisie  arbitrairement^ 
sauf  la  condition  d^ être  définie  et  positive. 

5.   Si  nous  posons 

e(  M,  i»,  tv )  =  A u2 -f-  B  t'*  -4-  G  i»'2  -I-  7.  D  f  w  -(-  ■>.  Fi  wu  -h  •>.  F  uv, 
Û(m,  V)       =  (AC  —  E^)M^-^-(RC  — Oî)f*-^'2(DE  — CF)M»', 

on  peut  démontrer  facilement  ou  vérifier  directement  que  la  pro- 
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iection  sur  le  plan  des  xy  de  la  conique  considérée  au  paragraphe  3 
a  pour  équation 

^(X-X„Y-Y.;        g(X-X.,Y-YO 

X = T- <'^' 

ce  qui  permet  de  reconnaître  en  elle  l'hyperbole  aux  pieds  des  nor- 
males menées  de  l'origine  O  à  l'ellipse 

transportée  par  translation  de  façon  à  avoir  son  centre  au  point 
to(Xj,  Y,).  Les  deux  points  O  et  lo  sont  forcément  sur  une  même 
branche  de  cette  hyperbole  équilatére  et  l'inégalité  auxiliaire 
exprime  que  le  point  X,  \  doit  se  trouver  sur  l'arc  Oio  de  celte 
branche. 

Quant  à  l'intersection  du  plan  parallèle  à  P  mené  par  R|  avec  le 
cône  de  frottement,  sa  projection  est  une  conique  ayant  l'origine 
pour  foyer, 

X^-+-Y2_/2[^(X-X,)+-^(Y-Y,)-Z,j  =o. 

Nous  avons  donc  à  voir  s'il  peut  arriver  effectivement  que  ces 
deux  coniques  soient  osculatrices  en  un  point  de  l'arc  Ooj  de  l'hy- 
perbole ou,  d'une  façon  plus  précise,  si  nous  pouvons  disposer  de 
A,  B,  C,  D,,E,  F,  soumis  à  la  seule  restriction  que  0  soit  définie 
et  positive,  et  de  Xi,  Y,,  Z,  soumis  à  la  seule  restriction  que  le 
point  R,  soit  au-dessus  de  P  et  extérieur  au  cône  de  frottement 
pour  que  le  fait  indiqué  se  produise. 

Nous  pouvons  d'ailleurs  simplifier  un  peu  en  remarquant  que  la 
conique  ù  est  le  contour  apparent  de  l'ellipsoïde  0  sur  le  plan 
des  xy]  elle  est  indépendante  du  choix  des  deux  axes  O.r,  Oy, 
qui  jusqu'à  présent  n'ont  pas  été  précisés,  de  sorte  que  nous  pour- 
rons prendre  pour  Ox  et  Oy  les  axes  de  ii,  ce  qui  nous  introduira 

la  simplification 

DE  —  CV  =  o 

et  nous  donnera  toujours  une  hyperbole  équilatére  à  asymptotes 
parallèles  aux  axes, 

6.  On  peut  se  proposer  de  chercher  une  conique  connaissant  Un 
foyer  F,  un  point  M  et  le  centre  de  courbure  C  en  ce  point.  C'est 
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une  question  de  géométrie  analytique  que  l'on  résoudra  facilement 
et  qui  donne  le  résultat  suivant  :  il  existe  toujours  une  et  une  seule 
conique  répondant  à  la  question  et  qui  est  une  ellipse  ou  une 
hyperbole  suivant  que  le  foyer  F  est  à  l'extérieur  ou  à  l'intérieur 
du  cercle  décrit  sur  MC  comme  diamètre. 

Soit  3C  iine  hyperbole  équilatère  dont  iii?  est  une  branche  ;  mar- 
quons sur  cette  branche  un  point  M,  et  soit  C  le  centre  de  cour- 
bure. Le  cercle  décrit  sur  \IG  comme  diamètre  est  tangent  en  M, 
et  ii'.>,  toul  au  moins  dans  sa  portion  au  voisinage  de  M,  est  exté- 
rieure à  ce  cercle;  nous  pourrons  donc,  toujours  sur  cette 
branche  iil»,  marquer  un  point  F  qui  sera  extérieur  au  cercle  et 
obtenir  une  ellipse  C  ayant  F  [)our  foyer,  passant  en  M  et  ayant  C 
comme  centre  de  courbure  en  ce  point.  Cette  ellipse  C  sera  donc 
osculatrice  à  iiî>  en  l\l. 

Le  point  F  partage  il!)  en  deux  demi-branches  il!)',  ti!)"  allant 
toutes  deux  à  l'infini.  Partant  de  F  qui  est  à  l'intérieur  de  l'el- 
lipse C  et  suivant  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  demi-branches,  on 
est  obligé  de  sortir  de  *L"  :  il  y  a  donc  des  points  d'intersection 
sur  II!)'  et  sur  il!)";  sur  il!)'  on  a  M  qui  est  racine  triple,  donc  sur  il!)" 
il  y  en  a  un  qui  est  racine  simple  et  l'on  a  ainsi  tous  les  points 
d'intersection,  il  n'y  en  a  pas  d'autres. 

La  branche  iiî-'  traverse  l'ellipse  en  l'unique  point  M,  l'arc  FM 
est  entièrement  à  l'intérieur  et  la  portion  au  delà  de  M  entière- 
ment à  l'extérieur;  c'est  sur  cette  dernière  portion  que  nous  mar- 
querons un  point  Q  et  nous  aurons  ainsi  constitué  une  figure 
composée  d'une  hyperbole  équilatère  V'  sur  une  même  branche  de 
laquelle  sont  marqués  deux  points  F  et  R,  puis  d'une  ellipse  C  de 
foyer  F,  le  point  Q  étant  extérieur  à  l'ellipse,  cette  figure  possé- 
dant la  propriété  que  si  l'on  cherche  les  points  d'intersection  de  3Z 
et  de  «1"  on  en  trouve  un  et  un  seul  sur  l'arc  VQ,  ce  point  donnant 
d'ailleurs  une  racine  triple. 

Prenons  la  figure  ainsi  tracée  et  déplaçons-la  de  façon  que  le 
point  F  vienne  à  l'origine  O  de  nos  axes,  les  asymptotes  de  3C 
devenant  parallèles  à  Ox,  Oy. 

Dans  cette  position,  les  deux  coniques  auront  pour  équations 

(  3C )  xy  -^-  '>.x  -¥-  [xy  =  <>, 

(C)  a:»-f->'»-(axH-p^-+- Y)*  =  o; 
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le  point  Q  prendra  des  coordonnées  a,  b  el  l'on  aura  les  égalités 

et  inégalités 

X(X  -+-  6)  >  o,         «6  -t-  Xa  +  |jl6  =  o. 

[ji([ji -H- a)  >  o,         a*+6*  —  (aa -f- (36 -<- y)*>  o, 

exprimant  que  Q  est  sur  3C,  à  l'extérieur  de  C  et  que  O  et  Q  sont 
sur  une  même  branche  de  3C. 

La  question  sera  complètement  résolue  si  nous  parvenons  à  iden- 
tifier cette  figure  avec  celle  du  paragraphe  précédent,  à  laquelle 
nous  conduit  le  problème  de  frottement.  L'identification  du  point  Q 
avec  le  point  o)  nous  donne 

X,=  «,         Y,  =  6. 

L'identification  des  deux  coniques  de  foyer  O  nous  donne 

/^=ea,  /^=£?,  /fEX,+  DY.-f-GZ,)=-Sï  (e=±l); 

comme  /  et  C  sont  essenliellemenl  positifs,  la  condition  que  le 
point  K,  soit  au-dessus  du  plan  P  nous  montre  que  —  ey  doit  être 
positif,  ce  qui  fixe  le  signe  de  e.  La  troisième  égalité,  où  X|,  Yi 
ont  des  valeurs  connues,  détermine  ainsi  Z,. 

Identifions  les  deux  hyperboles  équilatères.  Elles  ont  déjà  quatre 
points  communs  :  O,  w  et  les  points  à  l'infini  sur  Ox  et  0>',  de 
sorte   que   l'on  obtiendra    une    seule    condition,   facile   d'ailleurs 

à  former, 

AG  — E»  _  X-i-6 
BG  —  D"  ~      X     * 

Enfin  il  faut  tenir  compte  de  l'égalité 

DE  —  GF  =  o, 

qui  a  lieu  par  hypothès^e. 

Des  quatre  égalités  ainsi  obtenues  on  lire 

D  =  e-,  E  =  .-^,  F=_, 

A=  -y^ -1- j(X  +  6),         |{  = --^  -4- (tX, 

<T  étant  un  paramètre  que  nous  pouvons  choisir  arbitrairement. 
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La  fonction  2  0  formée  avec  ces  coefficients  est 

Q 

20(m,  p,  iv)  =  —  [aw  -I-  Pi^  -+-  £/tv]*-f-  7(>.  +  6)h2  +  aXp2; 

elle  contient  deux  indéterminées  C  et  t  et  il  suffit  de  voir  si  l'on 
peut  les  préciser  de  façon  que  H  soit  essentiellement  positive.  Il 
suffit  manifestement  de  donner  à  G  une  valeur  quelconque  posi- 
tive, puis  de  prendre  a-  satisfaisant  à 

ff(À  -4-  6)  >  o,         aX  >  o, 

ce  qui  se  réalise  en  prenant  pour  o-  une  quantité  quelconque  ayant 
le  signe  commun  de  \-\-  b  et  X,  expressions  qui  ont  bien  le  même 
signe  d'après  une  inégalité  écrite  au  début  et  provenant  de  ce  que 
O  et  Q  étaient  sur  une  même  branche  de  3C. 

G  et  a-  étant  ainsi  fixées,  il  nous  suffira  de  construire,  ce  qui  est 
toujours  possible  d'après  les  remarques  du  paragraphe  5,  le 
solide  S  donnant  la  fonction  0  que  nous  venons  de  former,  puis 
à  lui  imprimer  une  rotation  initiale  et  à  lui  appliquer  des  forces  de 
telle  façon  que  la  réaction  initiale  du  roulement  forcé  soit  celle 
dont  les  composantes  X,,  Y,,  Z|  ont  été  déterminées. 

7.  La  singularité  que  nous  venons  d'étudier  résulte  uniquement 
de  la  notion  de  continuité  du  phénomène,  de  sorte  qu'aucune  con- 
sidération auxiliaire  uc  [)eut  la  supprimer  et  qu'elle  infirme  com- 
plètenient  la  loi  ordinaire  du  frottement  même  à  titre  d'approxi- 
mation grossière. 

Nous  avons  vu  qu'avec  une  enveloppe  extérieure  donnée  à 
l'avance  on  pouvait  construire  le  solide  S  fournissant  une  fonc- 
tion 0  également  donnée  à  l'avance.  Si  donc  nous  prenons  comme 
surface  extérieure  celle  d'une  toupie  ordinaire,  le  contact  se  faisant 
par  une  pointe,  c'est-à-dire  par  un  élément  sphérique  de  rayon 
extrêmement  petit,  les  frottements  de  roulement  et  de  pivotement 
seront  physiquement  négligeables,  et  cependant  la  singularité 
j)()urra  se  présenter.  Elle  ne  tient  donc  pas  à  ce  que  l'on  néglige 
les  frottements  de  roulement  et  de  pivotement. 

Imaginons  une  loi  plus  compliquée  pour  l'intensité  de  la  force 
de  frottement  de  glissement,  par  exemple 

F  =  A-(-BN, 
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A  et  B  étant  deux  coefficients,  dont  le  premier  est  essentiellement 
positif,  pouvant  dépendre  de  la  vitesse  de  glissement  Y,  de  la 
vitesse  de  roulement  p  et  de  la  vitesse  de  pivotement  tz.  Si  nous 
nous  assujettissons  à  partir  du   repos,  nous  n'aurons  à  appliquer 

que  la  loi 

F  =  Ao+BoN        (Ao>o) 

obtenuje  en  faisant  V,  p  et  tc  nuls  dans  A  et  B,  et  l'on  verra  encore 
que  les  calculs  du  paragraphe  précédent  s'appliquent,  de  sorte  que 
la  singularité  pourra  encore  se  présenter  effectivement. 

Essayons  de  modifier  la  loi  de  direction  de  la  force  de  frotte- 
ment. Quelle  que  soit  cette  modification,  il  semble  bien  que,  dans 
le  cas  de  la  toupie,  cette  loi  se  réduira  forcément  à  la  loi  ordinaire 
et  la  singularité  ne  sera  pas  supprimée. 

Tout  cela  montre  que  la  loi  du  frottement  de  glissement  pour 
devenir  acceptable,  c'est-à-dire  ne  pas  conduire  à  des  absurdités, 
doit  être  complètement  modifiée,  mais  non  dans  le  sens  de  la 
recherche  d'une  nouvelle  loi  de  grandeur  et  de  direction  pour  la 
force  de  frottement  en  essayant  de  la  faire  dépendre  de  di\erses 
choses  dont  ne  tenait  pas  compte  la  loi  ordinaire.  En  réalité,  c'est 
à  la    notion    même  de   force  de  frottemeni   (ju'il   faut  s'attaquer. 

8.  Il  me  reste,  pour  terminer  cet  article,  à  faire  remarquer  que, 
si  la  singularité  étudiée  ici  n'a  jamais  été  rencontrée  en  étudiant 
des  problèmes  de  départ  avec  conditions  initiales  de  roulement, 
c'est  que  de  tels  problèmes  dans  l'espace  conduisent  à  des  calculs 
effectifs  très  compliqués  qui  incitent  à  se  limiter  aux  cas  les  plus 
simples.  Généralement,  on  se  borne  à  étudier  le  cas  de 'la  sphère 
homogène.  Plus  généralement,  on  pourrait  étudier  le  cas  du  solide 
dont  le  centra  de  gravité  se  trouve  au  départ  sur  la  nt)rmale  de 
contact,  celle-ci  étant  en  même  temps  axe  de  révolution  de  l'ellip- 
soïde central  d'inertie. 

Le  fait  remarquable  est  que,  dans  tous  ces  cas  simples,  la  singu- 
larité ne  peut  jamais  se  présentei-.  Cela  tient  à  ce  que  la  qua- 
drique  B  est  alors  de  révolution  autour  de  O  z  et  le  plan  P  confondu 
avec  O xy;  les  coniques  Q  et  *!!  sont  des  cercles;  l'hyperbole  3C  se 
décompose  en  deux  droites  dont  l'une  est  la  droite  de  rinfTni, 
l'autre  étant  Oco  dont  il  faut  prendre  l'intersection  avec  le  cercle  C 
de  centre  O. 
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On  obtient  toujours  ainsi  deux  points  réels  :  l'un  entre  O  et  to 
qui  convient,  l'autre  extérieur  à  Oto  qui  ne  convient  jamais,  de 
sorte  que  la  solution  est  toujours  obtenue  d'une  façon  unique  et 
que  la  singularité  étudiée  dans  cet  article  ne  se  présente  jamais. 

L'étude  du  cas  général  au  moyen  de  calculs  convenables  pouvait 
seule  la  mettre  en  évidence. 


SUR  LES  FONCTIONS  ENTIÈRES  VÉRIFIANT  UNE  CLASSE 
D'ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES; 

Par   m.   g.  Valiron. 


Dans  un  Mémoire  des  yicta  mathematica  ('),  M.  Wiman  a 
énoncé  quelques  propriétés  des  fonctions  entières  vérifiant  une 
équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  rationnels.  M.  AViman 
tirait  ces  propriétés  des  relations  très  précises  qu'il  a  obtenues 
entre  les  valeurs  d'une  fonction  entière  et  de  ses  dérivées  succes- 
sives dans  le  voisinage  des  points  où  la  fonction  atteint  son  maxi- 
mum ;  mais,  comme  je  l'ai  indiqué  (2),  le  raisonnement  de 
M.  Wiman  est  incomplet  et  ne  peut  conduire  qu'à  cette  conclu- 
sion :    une  fonction  d'ordre    inférieur   à   -  ne    peut   vérifier  une 

équation  difTérentielle  d'ordre/?  (■^)-  Je  vais  montrer  qu'en  utilisant 
les  résultats  que  j'ai  obtenus  comme  compléments  à  ceux  de 
M.  Wiman  ('),  on  peut  démontrer  rigoureusement  la  propriété 
suivante  : 

1.  Toute  fonction  enlière  f{z)  vérifiant  une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  (V ordre  p  à  coefficients  rationnels  est  d'ordre 

fini  rationnel  l  au  moins  égal  a  -.  à  croissance  parfaitement 

(')  Tome  XLl,   1916. 

(')  Comptes  rendus,  t    1G7,  191'*^,  p.  990. 

(^)  Un  résultat  analogue  est  iil)ienu  par  M.  Polya  pour  les  équations  algébriques 
du  premier  ordre  (Acta  malhematica.  t.  XLII,  1920). 
(*)  Annales  de  l'École  \orniale.  1920. 

LI.  3 
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régulière^  le  molule  maximum  M(/)  de  f\z)  pour  |  ;  |  =  ;•  étant 
donné  par  une  égalité  de  la  forme 

logM(/')  =Ar'-h  h(r)r'\ 

k  et  l'  étant  des  nombres  fixes,  l'  inférieur  à  I,  et  \h{r)\  étant 
borné.  Les  arguments  des  points  z  en  lesquels  |/(z)  |  =  M(r) 
ont  au  plus  Ip  valeurs  limites  équidistantes  les  unes  des 
autres  {à  2tz  près),  à  condition  d'exclure  certains  intervalles 
exceptionnels  de  valeurs  de  r. 

Pour  simplifier,  je  dirai  qu'une  fonction  entière  vérifiant  de 
telles  conditions  est  du  type  exponentiel  étoile. 

Cette  propriété  est  encore  vraie  pour  les  fonctions  entières 
vérifiant  une  équation  différentielle  algébrique  du  premier  ordre 
et  pour  celles  vérifiant  une  classe  étetidue  d'équations  dilleren- 
tielles  algébriques  en  z,  /, y',  •  •  .,  j'/'^  et  d'ordre  p  quelconque. 

D'une  façon  plus  générale,  si  une  équation  de  celte  classe  admet 

une  solution  de  la  forme 

zV-¥{z), 

F(s)  étant  hoiomorphe  autour  du  point  à  l'infini  et  étant  par  suite 
la  somme  d'une  fonction  entière  f{z)  et  d'une  fonction  régulière 
et  nulle  à  l'infini,  la  fonction  f{z)  est  encore  du  type  exponentiel 
étoile. 

1.  Je  rappellerai  les  résultats  suivants  donnés  explicitement 
dans  mon  Mémoire  cité,  ou  se  déduisant  de  suite  des  considéra- 
tions des  n"'  8  et  9  dudil  Mémoire  : 

Si  l'on  désigne  par  y  (2)  une  fonction  entière,  par  n{r)  on  ri  le 
rang  du  terme  de  module  maximum  de  son  développement  de 
ïajlor  pour  1 2  |  :^ /■  [/i(/)  est  une  fonction  non  décroissante 
et  non  bornée],  et  si  l'on  exclut  de  l'intervalle  o,  oc  une  suite 
^^intervalles  exceptionnels  ouverts  R^,  K^,  qui  sont  tels  que 

(I)  R,  -  R,  <  R, /M  R,  )-P         (îi<i) 

et  que  la  série 

Y  ^'^  —  ^< 


i 
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converge;  pour  toutes  les  valeurs  restantes,  que  j'appelle  valeurs 
ordinaires  et  qui  forment  une  suite  dinteivalles  fermés  infiniment 
grands  dans  leur  ensemble  par  rapport  aux  intervalles  exception- 
nels, on  a  les  propriétés  suivantes  : 

A.  Le  maximum  du  module,  M(/-),  de/(ô)  pour  |  c  |  =  r  est 
donné  par  l'expression 

(j.)         logM(r»=    r     'l!^dx-^h(r)\o-n{r)         [\h(r)\<K]     ('; 

et  l'on  a 

(3j  logM(/-)  >/»(/•)«, 

a  étant   un  nombre  fixe  compris  entre  o  et  i .  On  sait  d'ailleurs 

que,  quel  que  soit  /•, 

(4)  lim  — 2 .  = -f- ce. 

i=»      log/- 

B.  z   étant  une   des    valeurs  pour   lesquelles   | /Ys)  |  =  M(r), 
el/^j^{z)  la  dérivée  d'ordre  /  dey(^)  en  ce  point,  on  a 


\n(r)\Jr         h(z) 


h(z)\  <Kl 


Y  étant  un  nombre  fixe  compris  entre  o  et  -j  aussi  voisin  de  -  que 
l'on  V3ut,  et  le  même  quel  que  soily  compris  entre  i  et  P. 

•2.   Considérons  une  équation  différentielle  linéaire  d'ordre  /;  à 
coefficients  rationnels,  c'est-à-dire  de  la  forme 

(6)  \\  i  z)y'i>^^  P,,-,(  z)yf-^i-\-...^  Po(3  i^-h  P.  |(2)  =  o, 

les  Py(^)  étant  des  polynômes,  et  sup|)Osons  qu'une  fonction 
entière  vérifie  cette  équation.  Donnons  à  /•  une  valeur  ordinaire 
et  prenons  3  =:  /e'?,  œ  étant  tel  que  ]/(-)  |  =  IV1(/).  Si  nous  dési- 
gnons par  ajZ"^}  le  terme  de  plus  haut  degré  de  \*j[z).,  l'équa- 
tion (G)  s'écrit  en  divisant  les  deux  membres  par  y  et  en  tenant 
compte  des  égalités  (4)  et  (5), 


<  :; 


"^  aj  nJ  z>"rJ [  i  -t-  ey  (  ^  )  ]  =  0 


(  '  )  Je  désignerai  uniformément  par  K  loule  constaute  Unie. 
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avec 

(8)  ey(5)=^  +  ^iiî2  [\h(z)\<K,\h,(z)\<K]. 

Considérons  l'équation  algébrique 

p 

(9)  ^lj\Jz'"rJ  =  o, 

0 

dont  nous  supposons  les  coefficients  \j  bornés  en  module,  Aj  étant 
d'ailleurs  identiquement  nul  si  aj  est  nul  et  égal  à  «y  -+-  fj  si  «/ ^  o. 
Pour  les  grandes  valeurs  de  z,  la  fonction  X(2)  définie  par  cette 
équation  possède/?  branches  distinctes  ou  non  données  par/)  expres- 
sions de  la  forme 

/  étant  un  nombre  rationnel  dont  les  valeurs  positives  sont  au 

moins  égales  à  -,  y\{z)  tendant  vers  zéro  avec  /y  et  7)  et  A'  étant 

une  fonction  algébrique  de  certains  des  nombres  tj.  Lorsque  les 
Ij  tendent  vers  zéro,  les  diverses  valeurs  k'  ont  des  limites  non 
nulles  ce  qui  montre  déjà  que  n(r)  est  de  la  forme  /i(r)H,  l  étant 
naturellement  positif  puisque  11  n'est  pas  borné,  et  h{r)  restant 
compris  entre  deux  nombres  positifs  fixes,  Zj{z)  est  donc  de 
la  forme 

et  nous  avons 

t  -  ^'^^^^ 

Si  nous  désignons  par  k,  la  valeur  de  A-' lorsque  les  Xy  sont  égaux 
aux  ay,  nous  obtenons  donc 

(10)  n(r)  =  kiz'  +  hiz)z'-^'        [j/i(z)|<K]. 

L'ensemble  des  deux  nombres  Â, ,  /  est  susceptible  de  p  valeurs 
au  plus  qui  s'obtiennent  par  la  méthode  de  Puiseux  sur  laquelle 
je  dois  insister  un  peu  à  cause  de  la  suite.  Etant  donnée  l'équa- 


(')  Les  fonctioas  hir)  ne  sont  pas  nécessairement  les  mêmes  dans  les  diverses 
formules,  ce  sont  des  fonction»  quelconques  bornées. 
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lion 

P 
"^^OjXJ  z'"rJ  =  o, 

0 

nous  construisons  un  polygone  de  Newton  au  moyen  des  points  By, 
By  ayant  [)Our  abscisse  y  et  pour  ordonnée  nij  —  /;  ce  polygone 
ayant  pour  sommets  certains  points  By  et  laissant  les  autres 
au-dessous  de  ses  côtés  ou  sur  ses  côtés;  = —  j  est  la  pente  négaliK'e 
de  l'un  des  côtés  et  /■ ,  est  racine  de  l'équation  en  \  obtenue  en 
égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  de  l'équation  correspondant 
aux  points  By  situés  sur  le  côte  de  pente  —  j  et  en  rempla- 
çant z  par  I . 

Revenons  à  l'équation  (lo),  elle'donne,  /•  étant  valeur  ordinaire, 

le  couple  des  nombres  A,  (/•),/(/)  étant  susceptible,  pour  chaque /•, 
des/?  valeurs  dont  il  est  question  ci-dessus.  Mais /i(/-)  est  croissant 
et  discontinu;  tant  que  /•  parcourt  un  intervalle  ordinaire,  si  kt{r) 
ou  /(/•)  ne  garde  pas  la  même  valeur,  ils  ne  peuvent  que  croître; 
d'autre  part,  si  R,,  R'^  sont  les  extrémités  d'un  intervalle  excep- 
tionnel, nous  aurons,  d'après  l'égalité  (i), 

rtfR,)  =  A,(R,  )R^.««.'[i  +  £(R,)l, 

/i(Ri)  =  A-,(R:,)R''"''[i  +  £(H,;jj, 

ce  qui  montre  encore  que  /(R',?)  est  au  moins  égal  à  /(R,)  et  que 
dans  le  cas  de  l'égalité 

a-,(r:,)_-'/.-,(r,). 

La  fonction  /(/)  est  donc  croissante  quel  que  soit  /•  et  ses  valeurs 
possibles  étant  en  nombre  fini,  c'est  une  constante  à  partir  d'une 
valeur  de  /•;  donc  aussi  k^{r).  Les  nombres  /,  et  /  figurant 
dans  l'équation  (lo)  sont  donc  bien  déterminés  pour  /\>  R.  Si 
l'équation  donnant  At  n'a  pas  plusieurs  racines  de  même  module, 
/.,  est   le  module  de  l'une  de  ces  racines;  dans  le  cas  contraire 


(')  £{/•)  désigne  une  fonction  quelconque  tcndanl  vers  zéro  avec  -• 
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/. ,  peut  être,  suivant  la  valeur  de  /",  égal  à  Tune  ou  à  l'autre  des 
racines  appartenant  à  un  groupe  de  racines  de  même  module. 
Or  n  est  réel,  donc  pour  chaque  valeur  ordinaire  /les  arguments  cp 
pour  lesquels  on  obtient  le  point  :;  de  module  maximum  sont  tels 
que  l'argument  réduit  de 

A-,  e''<p/ 

est  de  l'ordre  de  /-"^  ;  si  <p,  est  l'argument  réduit  de  /r,,  cp  est 
com|)ris  dans  l'un  des  intervalles 

Si  /f,  est  unique,  nous  avons  ainsi  pour  l'ensemble  des  valeurs 
ordinaires,  /  directions  dans  le  voisinage  desquelles  se  produit  le 
maximum  de  \J\z)  j,  s'il  existe  ^valeurs  A",  de  même  module  (q^p), 
nous  avons  gl  directions  possibles. 

En  prenant  le  module  du  second  membre  de  l'égalité  (lo),  nous 
avons,  quel  que  soit  /•  valeur  ordinaire, 

n(r)^\/:,\r'+h(r)r''         (/'</), 

et  en  s'appuyant  de  nouveau  sur  l'égalité  (i)  relative  à  la  densité 
des  valeurs  ordinaires,  nous  voyons  que  cette  égalité  est  valable 
quel  que  soit  /■>R.  En  portant  alors  cette  valeur  dans  l'égalité  (3), 
nous  obtenons 

(11)  l()g\I(r)  =  A/-/ -+-//(/•;/•/'  /a  =  1^ 

\h(f)\  étant  borné,  ce  qui  achève  de  démontrer  la  proposition  I. 

3.   D'une  façon  plus  générale  considérons  une  équation  difle- 
rentielle  linéaire  homogène  de  la  Corme 

(1-21  Q/.  (  a  )7''"-+-Q/,-,f^)y'-"  +  ...+  Q„(  2)^^  =  0, 

dont  les  coelTuients  admettent  le  point  à  l'infini  comme  pôle;  elle 
admettra  au  moins  une  solution  de  la  forme 

(i3)  ,i;{z)  =  z\>-Viz), 

F{z)  étant  holomorphc  à  rexléricur  d'un  cercle -^>  R  cl  ayant  en 
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géniral  un  point  essentiel  isolé  à  l'infini.  Si  l'on  pose  alors 

F{z)  =  G(z)^/(z), 

f{z)  étant  une  fonction  entière  et  G(«)  une  fonction  régulière  et 
nulle  à  l'infini,  on  voit  sans  peine  que,  pour  les  /•  ordinaires 
pour  f{z)  et  pour  les  z  tels  que  \f{z)  \   soit  égal  à  son    maxi- 

'mum  M(/'),  on  a  encore  les  relations 

g^j'>{z)  _   \n{r)'\J\  h(z\        hii^)l 


=  ["¥]' 


giz)  L     «     J    (  ni  r      \ 

La  méthode  précédente  s'applique  donc  sans  modifications,  la 
Jonction  entière  f{z)  est  encore  ici  du  type  exponentiel  étoile. 

On  peut,  dans  certains  cas,  préciser  ce  résultat. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'équation  (12)  soit  de  rang  i  au 
sens  de  Poincaré,  c'est-à-dire  que  le  degré  q  de  ^p{z)  soit  au 
moins  égal  à  celui  des  autres  fonctions  Qj{z),  et  en  désignant 
par  Cj  le  coefficient  de  z^  dans  Qy,  posons 

(ili)  %{k)  =  Cpki>->r-  r/,   ,X7'-i-+-...-t-  Co  =  o. 

Les  seules  valeurs  possibles  pour  /  sont  inférieures  ou  égales  à  i  et 
tous  les  /  sont  égaux  à  i  si  Cq  7^  o;  pour  /=z  i  les  valeurs  possibles 
de  k  sont  les  racines  kj  de  l'équation  (i4)-  Si  l'on  efl'ectue  la  trans- 
formation 

y  =  e"-y,, 

on  obtient  une  équation  de  la  même  forme  (;n  ),,  la  transformée 
de  l'équation  (i4)  étant 

(i5)  0(A--f-a)  =  o. 

Si  a  est  dillerent  des  non)bres  kj.  les  racines  de  l'équation  (ij) 
sont  différentes  de  zéro,  on  peut,  en  outre,  choisir  a  pour  que  les 
racines  distinctes  aient  des  modules  différents;  alors  l'égalité  (11) 
a  lieu  pour  l=i  dans  le  voisinage  d'une  direction  unique  dont 
l'aigument  est  l'argument  changé  de  signe  de  l'une  des  racines  de 
l'équation  (lij)  en  k.  Faisons  décrire  à  a  un  contour  fermé  entou- 
rant les  racines  dr  l'équation  (i/{),  l'arginnenl  de  cha(jue  quan- 
tité kj — a  passe  par  toute  valeur;  les  modules  de  ces  quantités 
sont  d'ailleurs  tous  différents,  sauf  |)oiii'  un  nombre  fini  de  points 
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du  contour;  et  en  prenant  deux  contours  difTérents,  on  volt  que 
toute  valeur  peut  être  atteinte. 

11  résulte  de  là,  qu'étant  donnée  une  direction  d'argument  es 
quelconque,  il  existe  une  ligne  dans  le  voisinage  de  cette  direction 
sur  laquelle 

y  yi  "J  ,.6 

et  d'une  façon  générale 

kj  étant  l'une  des  racines  de  l'équation  (i4)  et  les  égalités  ayant 
lieu,  sauf  dans  certains  intervalles  exceptionnels.  En  ces  mêmes 
points,  on  a 

iog\yt\  =  {/cj-a)z-^hiz)r^         (8<i), 
d'où 

log  !_/  ]  =  partie  réelle  de  (Jij-z)  -+-  h( r)r^. 

Mais  les  intervalles  exceptionnels  semblent  ici  très  gênants  et, 
même  dans  ce  cas  particulier  simple,  il  ne  paraît  pas  que  l'on 
puisse  tirer  de  considérations  de  cette  espèce  des  résultats  relatifs 
aux  arguments  des  zéros  de  la  fonction  entière y( s). 

4.  Considérons  maintenant  une  équation  du  premier  ordre  algé- 
brique en  z,  )',  y',  qu'il  sera  commode  d'écrire  tout  d'abord  sous 
la  forme 

fp  étant  un  polynôme  de  degré  m  en  y.  Soit 

le  coefficient  de  y'"  dans  <i>.  Si  l'on  suppose  que  l'équation  (i6)  a 
une  solution  entière  en  z  ou  plus  généralement  de  la  forme  (i3), 
et  si  l'on  donne  à  z  une  valeur  de  module  /•  ordinaire  pour  laquelle 
le  module  maximum  est  atteint,  l'équation  (i6)  s'écrit,  après  mise 
en  facteur  de  y'", 


,{^,^)Mrf")-' 


—  Ai  — 


y  étant  un  polynôme   p.ir  rapporl  aux  trois  variables  indiquées. 
Or,  d'après  les  propositions  A,  B,  toute  expression  de  la  forme 


y'  \  y  / 


ni'r'i 


est  inférieure  à  r~*^,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  positif  K, 
pourvu  que  r  soit  assez  grand.  Le  module  de  y  est  donc  intérieur 
à  K/~'*,  et  l'équation  diflerentielle  prend  encore  la  forme 

-«/,,,/['  -+-  E/'.v'  z)]ni'z'/  =  () 
avec 

I  S/'.?'- -2;  I  <  — ^   H — ' 

n  est  déterminé  par  une  équation  algébrique  dont  les  coefficients 
sont  connus  de  façon  approchée.  Rien  n'est  changé  aux  raisonne- 
ments du  n"  2,  nous  avons 

n  =  /-jr'-f-  /((r)/-5, 

—  j  étant  la  pente  d'un  des  côtés  de  |)ente  négative  du  polygone 
de  Newton  construit  comme  il  a  été  indiqué  plus  haut  et  A",  étant 
donné  par  l'équation  correspondante;  /  est  au  moins  égal  à  p« 
D'où  ce  résultat  : 

II.  Toute  fonction  entière  ou  fonction  de  la  forme  (i3)  véri- 
fiant une  équation  différentielle  du  premier  ordre^  algébrique 
par  rapport  à  3,  y,  y\  est  du  type  exponentiel  étoile. 

Ce  résultat  reste  évidemment  valable  lorsque  l'équation  est  seule- 
ment algébrique  en  y  et  y' ^  les  coefficients  étant  des  fonctions 
admettant  le  point  à  l'infini  pour  pôle. 

5.  Ces  considérations  ne  peuvent  évidemment  pas  s'étendre  à 
toutes  les  équations  algébriques.  La  méthode  n'a  en  eflet  réussi 

que  parce  que,  lorsqu'on  remplaçait  dans  l'équation^'/'^  pary  (  -  j  > 

aucune  réduction  ne  pouvait  s^opérer.  Or  il  n'en  sera  pas 
toujours  ainsi  dans  les  équations  non  linéaires  d'ordre  supérieur 
au  premier;    une  réduction  aura  lieu,   par  exemple,  si   les  seuls 
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termes  en  y^  —  proviennent  de  1  expression 

Il  est  clair  que,  si  de  telles  réductions  ne  s'opèrent  pas  dans  les 
termes  de  plus  haut  poids,  rien  n'est  changé  au  raisonnement 
précédent,  la  conclusion  du  n"  4  reste  valable  pour  toute  équa- 
tion jouissant  de  celte  propriété  :  lorsqu'on  remplace  yp^ 
par  y(-)  )  et  que  l'on  effectue  les  réductions  dans  les  termes 
de  plus  haut  degré  en  y,  aucun  coefficient  ne  s'annule  par  suite  de 
ces  réductions. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin;  la  question  revient  en  effet  à  la 
suivante  : 

Etant  donnée  une  équation  algébrique 

(17)  SÀ^^f/X/'z'/ =  o, 

dont  \es  coefficients  variables  )y^  ont  pour  limites  des  nombres  a^^ 
dont  certains  sont  nuls,  dans  quelles  conditions  peut-on  assurer 
que  les  premiers  termes  des  développements  de  Xen  fonction  de  z 
auront  pour  limites  les  premiers  termes  de  ces  développements 
dans  l'équation  limite 

(18)  Srt/,,,,X/'Z7=  o. 

Or  c'est  ce  qui  a  manifestement  lieu  lorsque  les  polygones  de 
Newton  relatifs  à  ces  deux  équations  sont  les  mêmes,  tout  au 
moins  dans  leur  partie  où  la  pente  des  côtés  est  négative,  et 
conduisent  à  des  équations  correspondantes  pour  déterminer  les 
coefficients  des  premiers  termes;  c'est-à-dire  lorsque  les  points  B^,,^ 
correspondant  aux  coefficients  de  l'équation  (i^)  dont  la  valeur 
limite  est  zéro  sont  à  gauche  des  côtés  de  pente  négative  du  poly- 
gone relatif  à  (18). 

Ce  résultat  est  obtenu  en  supposant  que  certains  des  )y  ,^  s'éva- 
nouissent, mais  sans  rien  supposer  sur  hi  façon  dont  ils  tendent 

vers  zéro.    En  réalité,  il   résulte  des  équations  (5)  que,  lorsque 

v'     V*  y'  ''^ 

dans  un  polynôme  homogène  de  degré  q  en  — ,  —1  •••>  - — i  le 

coefficient  de  (  — )    dispaïaît,  le  uiodule  île  ce  polynôme  est  infé- 

rieur  a  >  y   nouviinl   elie  aussi  voisin  de  -  (lue  I  on  veut.   Il 

r'/         '     '  ;•.    ' 
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s'ensuit  que.  si  l'on  construit  le  polygone  de  Newton  à  l'aide  des 
points  B„,.  correspondant  aux  termes  du  polynôme  réduit  (i8),  et 

si  les  points  B      ,      de  coordonnées/; >  q^  correspondant  aux 

termes  évanouissants  de  degré  p.  q  du  polynôme  (17),  se  placent 
à  gauche  des  côtés  de  pente  négative  de  ce  polygone,  le  premier 
terme  des  divers  développements  de  X(2)  sera  encore  donné  par 
la  considération  de  l'équation  (18);  d'où  ce  résultat  : 

III.  Soil  une  équation  dijfêrentielle  dont  le  premier  membre 
est  un  polynôme  par  rapport  à  y  et  à  ses  P  premières  dérivées, 
les  coefficients  étant  des  fonctions  de  z  admettant  le  point  à 
l'infini  pour  pôle  et  jouissant  de  la  propriété  suivante  :  rem- 
plaçons y'-P^  par  y\i\  et  chaque  coefficient  par  son  terme  di' 
plus  haut  degré  et  considérons  avant  toute  réduction  le  terme 
de  plus  haut  degré  en  y  dans  le  polynôme  en  j',  X,  z  ainsi 
obtenu,  c'est  un  polynôme  R(X,  z').  Effectuons  les  réductions 
dans  le  polynôme  R(X,  s)  et  construisons  le  polygone  de 
Newton  donnant  l'ordre  de  X  en  fonction  de  z  {pour  les 
grandes  valeurs  de  z),  X(5)  étant  définie  par  le  polynôme 
ainsi    réduit;   plaçons    dans    le    plan    de    ce    polygone    les 

points  B      ,      Ip  —  7'  7)  correspondant  aux  termes  de  R(X,  z) 

qui  se  sont  évanouis  dans  les  réductions.  Nous  supposons  que 
ces  points  se  placent  à  gauche  du  polygone. 

Dans  ces  conditions,  toute  solution  de  la  forme  (  1  .'>  )  de  l'équa- 
tion différentielle  est  du  type  exponentiel  étoile. 

En  utilisant  d'une  façon  plus  complète  les  résultats  de  mon 
Mémoire  cité,  on  voit  (|ue  l'on  [)eut  remplacer  dans  la  construc- 
tion précédente  les  points  B      ,      par  des  points  B„_,  „  de  coor- 

données  p  —  1 ,  q;  c'est  ce  qui  résulte  aussi  des  propriétés,  conve- 
nablement complétées,  de  —  et  de  ses  déri\ées  démontrées  par 
M.  Boutroux  dans  sa  Thèse. 

0.  Remarquons  que  la  méthode  précédente,  qui  montre  que 
toutes  l(!s  solutions  entières  d'une  équation  d«'  la  classe  définie 
dans  la  proposition  IH  sont  à  croissance  régulière,  donne  en  même 


temps  des  conditions  nécessaires  pour  qu'une  solution  de  la 
forme  (i3)  existe,  on  pourra  dans  certains  cas  montrer  l'impossi- 
bilité de  l'existence  d'une  telle  solution.  Considérons,  par  exemple, 
l'équation  différentielle  suivante  rencontrée  par  M.  Chazj  dans  sa 
Thèse  (  '  )  : 

y'"  =z  y'^y"  —  (}^  -h  ijy^"^ y''^         (X  positif  et  entier), 

il  résulte  de  ce  cjui  précède  qu'aucune  solution  de  cette  équation 
ne  peut  être  de  la  forme  (i3);  c'est  d'ailleurs  bien  évident  si  l'on 
écrit  l'équation  sous  la  forme 


K-<-"(f)"]=fjJ^ 


le  second  membre  tend  vers  zéro  et  le  premier  croît  indéfinimenl 
pour  les  valeurs  donnant  les  égalités  (5)  ;  donc,  d'après  M.  Chazy, 
aucune  solution  ne  peut  être  uniforme  autour  du  point  à  l'infini. 
La  méthode  employée  ne  peut  être  adaptée  pour  donner  des 
résultats  dans  le  cas  laissé  de  côté  où  les  réductions  font  dispa- 
raître les  termes  importants  ;  si  l'on  considère  par  exemple 
l'expression 

\y)  ^r  "(7)  ' 

elle  ne  se  comporte  plus  d'une  manière  déterminée  dans  le  voisi- 
nage des  valeurs  z  où  y  atteint  son  maximum;  c'est  ainsi  qu'elle 

est     nulle     pour    j  =  e"=,     égale    à pour     r  =  sins,     et 

à  — [1  -\-  t{z)]  ^  pour  y  =  c\\\/z  ;    la    considération   de    telles 

valeurs  ne  peut  plus  rien  apprendre  sur  la  fonction  considérée  et 
c'est  à  l'étude  générale  dans  tout  le  plan  qu'il  faut  avoir  recours. 
Cela  devait  d'ailleurs  être  prévu,  car  il  est  manifeste  que  la  trans- 
formation M«'''"  efTecluée  sur  une  équation  appartenant  à  la  classe 
définie  dans  l'énoncé  11!  conduit  à  une  équation  n'appartenant 
plus  à  celle  classe  et  admettant  une  solution  entière  d'ordre  infini, 

il  n'est  donc  pas  possible  que  les  dérivées  successives  de  —  soient 


(')  Actn  mathematica,  t.  XXXIV. 
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des  expressions  rationnelles  simples  en  n  et  2  dans  le  voisinage 
des  points  envisagés  dans  la  méthode. 

Je  remarquerai  encore  qu'il  est  manifeste  que  la  méthode  ne 
peut  rien  donner,  en  général,  dans  le  cas  des  équations  linéaires 
dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  entières,  car  le  module  de 
telles  fonctions  ne  restera  pas,  en  général,  comparable  à  lui-même 
sur  un  cercle  |  5  |  =  r;  cependant  il  est  un  cas  où  l'on  peut  encore 
obtenir  ce  résultat,  c'est  celui  où  les  coefficients  sont  des  fonctions 

d'ordre  inféi^ieur  à  -  dont  les  zéros  sont  très  réguliers,  ce  qui  est 

le  cas  pour  les  fonctions  obtenues  à  partir  de  la  fonction  exponen- 
tielle. Dans  ce  cas,  le  module  de  la  fonction  est  comparable  à  son 
maximum,  sauf  dans  le  voisinage  des  zéros  ;  on  pourra  encore 
obtenir  l'ordre  de  la  fonction  par  une  méthode  directe  immédiate. 
Soit,  par  exemple,  l'équation 


/,  (z)  étant  dordre  p  <  -j  f^i^)  d'ordre  û'<  p  et  les  zéros  étant 

très  réguliers;  soit  M(r)  le  maximum  du  module  de  f\{z),  )-  sera 
une  fonction  entière  d'ordre  infini  dont  le  maximum  du  module 

sera  de  la  forme 

e«i''*         (cos7:p  <  8  <  1). 

On  pourra  prendre  pour/,  (j)   et  ^(i)  les  fonctions  Ea(s)  de 
M.  Lindelof  ou  des  fonctions  analogues. 


SUR  LES  CYCLES  LIMITES  : 
Par  m.   h.   Dulac. 

INTRODUCTION. 

1.   ExposK  DE  LA  QUESTION.  —  Nous  appcHd'ons  caractéristique 
une  courbe  réelle  définie  par  une  équation  diflérenlielle 

X I  ^ ,  y  )  dy  -1-  \  {X,  y)  dx  =  <» . 
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Nous  supposerons  provisoirement,  afin  de  simplifier  les  énoncés, 
que  X  et  Y  sont  des  polynômes  en  x  et  y.  Une  caractéristique 
fermée  sera  un  cycle. 

L'étude  des  courbes  définies  par  cette  équation  diftérentielle 
permet,  d'après  les  travaux  de  Poincaré  et  de  M.  Bendixson  ('), 
de  donner  les  énoncés  suivants  : 

A.  Les  coordonnées  d'un  point  d'un  arc  de  courbe  S  étant 
exprimées  en  fonction  d'un  paramètre,  soient  Mq  et  M  deux  points 
voisins,  situés  sur  S,  définis  par  les  \alcurs  ^o  et  t  du  paramètre. 
Supposons  que  de  Mq  et  M  partent  deux  caractéristiques  voisines 
Co  et  C|  qui,  suivies  toutes  les  deux  dans  le  même  sens,  ^ont 
couper  de  nouveau  S  en  M'„  et  M'  de  paramètres  d^  el  t! .  Si  l'arc 
MflMg  de  Co  ne  contient/  aucun  point  singulier  de  l'équation 
différentielle  et  si  C^  /t'est  pas  tangent  à  S  en  M'^,  on  a 

t'=  h(l), 

la  fonction  h(l)  étant  une  Jonction  holomorphe  dans  le  voisi- 
nage de  i  =  tf).  La  loi  de  conséquence  qui  lie  les  positions  de  M 
et  de  M'  est  holomorphe. 

B.  Si  un  cycle  V  ne  passe  ni  par  un  col,  ni  par  un  point  sin- 
gulier multiple  [point  d'intersection  multiple  des  courbes 
X(a;,  j^)  =  o,  Y(.r,y)  =  o],  il  est  possible  de  déterminer  de 
part  et  d'autre  de  V  deux  régions  annulaires  adjacentes  à  F, 
V une  1  intérieure  à  T,  l'autre  E  extérieure.,  telles  que  pour 
chacune  d'elles  on  soit  dans  l'un  des  deux  cas  suivants  : 

i"  Aucune  des  caractéristiques  passant  à  l'intérieur  de  la 
région  n'est  un  cycle; 

2°  Toutes  les  caractéristiques  passant  à  V intérieur  de  la 
région  sont  des  cycles. 

Le  cas  qui  se  présente  poui-  la  région  I   se  présente  éi;aleuient 


(')  Poincaré,  Journal  de  Mathématiqiie.t,  années  iSï^i  et  i8S:);  Bendixson, 
Acta  matheinatica,  t.  \.\IV.  Ce  sonl  les  seuls  Iravaux  que  je  connaisse  sur  et* 
sujet  el  c'est  à  eux  que  je  renverrai  en  citant  les  noms  de  Poincaré  el  de 
M.  Bendixson. 
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pour  la  région  E.  Si  le  cas  i°  se  présente,  F  est  dit  un  cycle 
limite. 

C.  S^ il  n'y  a  aucun  cycle  passant  par  un  col  ou  un  point 
singulier  multiple,  les  cycles  limites  sont  en  nombre  fini. 

Si  une  caractéristique  C  aboutit  à  un  nœud,  ou  aboutit  à  un 
point  sin<^iilier  multiple,  en  traversant  une  région  dont  toutes  les 
caractéristiques  aboutissent  à  ce  même  point  singulier,  on  sait 
qu'il  n'y  a  pas  lieu  de  prolonger  G  au  delà  de  ce  point.  11  n'en  est 
plus  de  même  si  ce  point  est  un  col,  ou  s'il  j  a  des  caractéristiques 
aussi  voisines  que  l'on  veut  de  C  et  n'aboutissant  pas  au  point  sin- 
gulier. La  caraclérislique  C  admet  alors  un  ou  deux  prolonge- 
ments. Nous  désignerons  [)ar  C„  l'ensemble  de  C  et  de  l'un  de  ses 
prolongements. 

L'étude  des  caractéristiques  dans  le  voisinage  d'un  col  ou  d'un 
point  singulier  multiple  m'a  permis  de  généraliser  de  la  manière 
suivante  les  énoncés  A,  B  et  C  : 

A'.  Si  rare  M^M'^  de  Co  passe  par  un  seul  col,  la  loi  de  cor- 
respondance entre  les  points  M  et  M' considérés  dans  l'énoncé  A 
se  met,  en  prenant  t^^  o,  sous  la  forme 

t'-t',  =  t^-f(t); 

A  est  un  nombre  positif  iourm  immédiatement  par  l'équation  dif- 
férentielle, ta  fonction  f{()  définie  pour  t  voisin  de  zéro  n'est 
pas  nulle  pour  l  =  o.  Elle  se  présente,  si  A  n'est  pas  rationnel, 
sous  la  forme  d'une  série  dont  les  termes  sont  des  polynômes 
en  t^,  les  coefficients  de  ces  polynômes  étant  des  séries  entières 
en  t. 

Bien  que  /  ne  puisse  être  considérée,  en  général,  comme  une 
série  entière  en  t  et  t^ ,  cette  fonction  jouit  de  la  propriété  suivante 
qui  permet  de  l'euiployer  commodéuicnt  dans  les  déuionstrations. 
Quel  que  soit  le  nombre  positif  5,  on  peut  éciirc 

/( < )  =  Pi(  <,  i'' ) -+•  ^  Ri  I.  O. 

Pi  étant  un  polynôme  en  /  et  <^  et  Ri(<)  tendant  vers  zéro  avec  t. 

Si  X  est  rationnel,  ou  si  l'arc  MuiM„  contient  plusieurs  cols  ou 

des  points  singuliers  multiples,  la  loi  de  correspondance  entre  M 


et  M'  est  plus  compliquée,   mais  jouit  d'une  propriété  analogue 
à  celle  que  nous  venons  d'énoncer. 

B'.  Soit  Fo  un  cycle  passant  par  un  ou  plusieurs  points  singu- 
liers. En  un  point  quelconque  M,,  sur  F^  menons  une  droite,  par 
exemple  la  normale  en  M„  à  Fo.  On  peut  déterminer  sur  cette 
droite,  de  part  et  d^autre  de  Mo,  deux  points  M,  et  Ma  tels  que^ 
pour  chacun  des  segments  MqM,  et  Mo  Ma,  on  soit  dans  Vun 
des  deux  cas  suivants  : 

1°  Aucune  des  caractéristiques  rencontrant  le  segment  n'est 
un  cycle; 

2"  Toutes  les  caractéristiques  rencontrant  le  segment  sont 
des  cycles. 

11  est  possible  que  l'un  des  cas  qui  se  présente  pour  l'un  des 
segments  ne  se  présente  pas  pour  l'autre. 

C.   Les  cycles  limites  sont  en  nombre  fini. 

Les  démonstrations  données  supposent  seulement  que  les  carac- 
téristiques que  nous  considérons  sont  situées  dans  une  région  telle 
que,  dans  le  voisinage  de  tout  point  de  cette  région,  X(jr,  j^) 
et  Y(ic,  y)  soient  des  fonctions  holomorphes  de  x  eX- y. 

Dans  l'Introduction,  après  avoir  rappelé  quelques  résultats  dont 
je  ferai  usage,  j'établis  quelques  lemmes  que  j'utiliserai  dans  la 
suite. 

Dans  la  première  Partie,  j'établis  une  forme  de  l'intégrale  géné- 
rale de  l'équation  différentielle,  valable  dans  le  champ  réel,  pour 
le  voisinage  d'un  col. 

Je  me  sers  de  cette  intégrale  pour  étudier  la  forme  de  la  loi  de 
correspondance  qui  lie  les  points  d'intersection  M  et  M'  de  deux 
arcs  S  et  S'  avec  une  caractéristique  C  voisine  d'un  arc  caracté- 
ristique Co  passant  par  un  col.  Je  démontre  le  théorème  B'  pour 
un  cycle  F„  passant  par  un  ou  plusieurs  cols. 

Dans  la  deuxième  Partie,  je  considère  un  point  singulier,  que 
]diY>^e\\e  point  exceptionnel.1  dans  le  voisinage  duquel  l'équation 
différentielle  peut,  en  choisissant  convenablement  les  axes,  se 
mettre  sous  la  forme 

[  a?  -H  X.2  i  .r.  Y)]  dy  -t-  Y2 (^ x,  y)dx  =  o, 


—  49  — 

Xo  et  Y2  étanl  des  séries  entières  en  x  et  y  dont  tous  les  termes 
sont  au  moins  du  second  degré.  Je  traite,  pour  le  cas  de  points 
exceptionnels,  les  problèmes  traités  dans  la  première  Partie  pour 
le  cas  de  cols. 

Dans  la  troisième  Partie,  je  considère  un  point  singulier  abso- 
lument quelconque,  et  à  l'aide  des  résultats  précédents  j'étudie  la 
forme  de  la  loi  de  correspondance  qui  lie  les  points  d'intersection 
M  et  M'  de  deux  arcs  S  et  S'  avec  une  caractéristique  C,  voisine 
d'une  caractéristique  Co  passant  par  un  point  exceptionnel.  J'éta- 
blis le  théorème  B'  pour  un  cj  cle  passant  par  un  nombre  quel- 
conque de  points  singuliers. 

Dans  la  quatrième  Partie,  avant  de  démontrer^  que  les  cycles 
limites  sont  en  nombre  (ini,  je  considère  le  cas  d'un  point  singu- 
lier [centre)  auquel  aucune  caractéristique  n'aboutit  avec  une 
tangente  déterminée.  Je  montre  que  les  caractéristiques  voisines 
de  ce  point  sont  ou  l)ien  toutes  des  spirales,  ou  bien  toutes  des 
cycles  entourant  le  point.  Considérant  plus  particulièrement  le  cas 
où  X  et  Y  sont  des  polynômes,  je  montre  comment  la  loi  de  cor- 
respondance peut  s'étendre  à  des  caractéristiques  présentant  des 
branches  infinies. 

Je  couipte  développer  dans  un  autre  travail  les  résultats  que  j'ai 
obtenus  sur  les  principales  circonstances  qui  peuvent  se  présenter 
dans  la  disposition  des  caractéristiques  ainsi  que  sur  le  nombre  et 
la  j)osition  approximative  des  cycles  limites. 

!2.  Loi  l)K  COKIiESl'OAOANCE  DAJVS  LE  VOISINAGE  u'cN  ARC  DE  CAHAC- 
TKItlSTIQUE   NE   PASSANT    PAR    AUCUN    POINT   SINGULIER.  CoilsidérOnS 

une  équation  différentielle  écrite  sous  la  forme 

dx  dy  , 

\Kx,y)        \{x,y) 

X  et  Y  étant  deux  fonctions  holomorphes  de  x  et  y  dans  le  voisi- 
nage de  n'importe  quelles  valeurs  de  x  et  y  correspondant  aux 
coordonnées  d'un  point  d'un  arc  Moî^^u  de  caractéristique  C«  que 
nous  allons  considérer.  Soient  S  et  S'  deux  arcs  de  courbe  passant 
respectivement  par  M©  et  M'^.  Faisons  les  hypothèses  suivantes  : 

i"  Dans  le  \oisinage  de   Mo,  de  coordonnées  J^o- J'o»  les  coor- 

LI.  4 
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données  d'un  point  M  de  l'arc  S  sont  des  fonctions  holomorphes 
d'un  paramètre  t  que  l'on  peut  supposer  nul  pour  \e  point  M„  ; 

■2°  Dans  le  voisinage  de  M„  de  coordonnées  x\^ y'^,  les  coor- 
données d'un  point  M'  de  l'arc  S'  sont  des  fonctions  holomorphes 
d'un  paramètre  t\  que  l'on  peut  supposer  nul  pour  le  point  iM„  ; 

3°  La  caractéristique  C^  de  l'équation  (i)  n'est  pas  tangente 
en  Mp  à  la  courbe  S'  ; 

4°  Si  l'on  parcourt  l'arc  MoM',,  de  Co,  on  ne  passe  par  aucun 
point  singulier  de  l'équation  (i). 

Nous  allons  montrer  que  si  Von  considère  une  caractéris- 
tique C  passant  par  un  point  M  de  paramètre  f,  situé  sur  S  et 
voisin  de  M,,,  celte  caractéristique  rencontre  S'  en  un  point  M' 
de  paramètre  t'  et  nous  ai'ons  la  relation 

(•2)  i'—h{t),         /lit)  =  cit  -h  Cit^^.  .., 

'h{t)  étant  u/te  fonction  de  t  holomorplie  et  nulle  pour  t  =  o. 

Lorsqu'on  va  de  Mo  en  M'„  en  suivant  Co,  le  paramètre  :;  qui 
figure  dans  l'équation  (i)  reste  fini,  puisqu'on  ne  passe  par  aucun 
point  singulier  :  ;  varie  de  ^o  à  z'^.  On  peut  supposer  s'„  =  o.  Si 
l'on  considère  une  caractéristique  C  partant,  pour  z  =  Zq,  du 
point  M,  voisin  de  Mo  sur  S,  ayant  pour  coordonnées  Xt  et  r,,  et 
fourni  par  la  valeur  t  du  paramètre,  les  coordonnées  d'un  point 
:r,  y  de  cette  caractéristl(|ue  seront,  d'après  un  théorème  de 
Poincaré,  des  .fonctions  holomorphes  de  z  et  de/,  dans  le  voisinage 
de  /  =  o  et  de  z=^z'^=^o.  En  elTet,  x  et  y  sont  des  fonctions 
holomorphes  de  jî,  et  j,  pour  x,  voisin  de  x^^  et  j,  voisin  de  jo- 
Ce  seront  donc  des  fonctions  holomorphes  de  t.  Ce  sont  des  fonc- 
tions holomorphes  de  z  d'après  l'équation  (i).  Nous  avons 


(3) 


X  =  x'o-h  az  -\-  at  -\-. .  . , 


en  n'écrivant  que  les  termes  de  moindre  degré  en  z  et  /. 

Les  coordonnées  d'un  point  M'  d(>  l'arc  S'  s'expriment  dans  le 
voisinage  de  M',  sous  la  forme 


(4) 


a;  =  rr'o  +  a' /'-+-... , 


-si- 
en n'écrivant  que  les  termes  de   moindre  degré  et  désignant  par 
a',  6',  comme  par  a,  6,  a,  ^,  dès  constantes.  Cherchons  l'intersec- 
tion de  G  représentée  par  (3)  avec  S'   représentée  par  (4)-   On 

aura 

az  -+-  y.t  -h  .  .  .=  a'  i'  -h ,  . ., 

6  z -h  p  / -+- .  .  .  =  6' ^' -t- .  .  . . 

La  quantité  ab' — ba'  n'est  pas  nuU^,  car  la  caractéristique  Co, 
obtenue  pour  /  =  o,  n'est  pas  tangente  à  S'  au  |)oint  M'^.  On  peut 
donc,  pour  t,  z  et  t'  voisins  de  zéro,  tirer  z  et  /'  en  fonction  de  t. 
Ces  fonctions  sont  holomôrphes  et  nulles  pour  t  =  o. 

Il  en  résulte  d'abord  que,  pour  M  voisin  de  Mo,  la  caracléris- 
lique  C  coupera  S'  en  un  point  M'  et  ensuite  que  la  valeur  du 
paramètre  t'  correspondant  au  point  M'  sera  bien  de  la  forme  (2). 

Remarque  I. —  Nous  supposons  implicitement  que  les  dérivées 
de  :r  et  j'  exprimées  en  fonction  de  /',  pour  un  point  de  l'arc  S',  ne 
sont  pas  nulles  toutes  les  deux  pour  t'  ==  o.  Cela  est  toujours  pos- 
sible si  M'y  est  un  point  ordinaire  de  S'. 

Bemarque  II.  —  Si  Mo  est  un  point  ordinaire  de  l'arc  S  et  si  la 
caractéristique  Co  n'est  pas  tangente  en  Mq  à  S,  le  paramètre  l  du 
point  M  pourra  être  considéré  comme  une  fonction  holomorphe 
de  t'  dans  le  voisinage  de  t'  =  o.  Il  en  r.ésulte  que,  dans  la  for- 
mule (2),  la  constante  C|  n'est  pas  nulle. 

Lorsque  les  conditions  que  nous  venons  d'énoncer  plus  haut 
seront  vérifiées,  nous  dirons,  pour  abréger,  qu'il  y  a  une  corres- 
pondance kolomorphe  entre  les  points  M  et  M',  où  une  caracté- 
ristique C  rencontre  respectivement  les  courbes  S  et  S'. 

Nous  avons  ainsi  obtenu  une  généralisation  de  la  loi  de  consé- 
quence obtenue  par  Poincaré  (année  1881,  p.  20'^)  pour  doux 
points  de  rencontre  consécutifs  d'une  caractéristique  avec  une 
courbe  S. 

Cette  loi  de  correspondance  nous  donnerait  facilement  la  démon- 
stration des  théorèmes  B  et  C.  Pour  généraliser  ces  énoncés  B 
et  C,  nous  chercherons  comment  doit  être  modifiée  la  loi  de  cor- 
respondance lorsque  l'arc  MyM„  de  C©  traverse  un  point  singulier. 
Il  est  nécessaire  pour  cela  de  préciser  d'abord  quels  sont  les  divers 
types  de  points  singuliers,  comment  on  prolongera  une  caractéris- 
tique au  delà  d'un  point  singulier,  et  tpicls  sont  les  (cycles  qu'il  y 
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a  lieu  de  considérer.  C'est  ce  que  je  ferai  dans  les  trois  paragraphes 
suivants,  en  exposant  la  question  d'après  les  travaux  de  Poincaré 
et  de  M.  Bendixson.  Il  ne  faut  voir  dans  cet  exposé  qu'un  rappel 
de  résultats  connus,  que  j'ai  groupés  de  la  manière  qui  m'a  paru  la 
plus  simple.  J'ai  introduit  quelques  dénominations  nouvelles  pour 
la  commodité  du  langage. 

• 

3.  SÉPARVTRir.Ks.  —  Lorsqu'il  sera  question  dans  la  suite  d'un 
arc  de  caractéristique  aboutissant  à  un  point  P,  il  s'agira  d'un 
arc  limité  au  point  P.  Une  caractéristique  prolongée  au  delà  du 
point  P  sera  composée  de  deux  arcs  aboutissant  à  P. 

Soit  C  un  arc  de  caractéristique  aboutissant  à  un  point  singu- 
lier P  avec  une  tangente  déterminée.  Menons  la  normale  en  un 
point  M  de  C,  considérons  les  caractéristiques  \oisines  de  C  et 
suivons-les  dans  le  sens  qui  va  de  M  vers  1^.  On  sait  que  l'on  peut 
déterminer  sur  la  normale  en  M,  de  part  et  d'autre  de  M.  deux 
points  Af|  et  M^  tels  que  l'on  soit  dans  l'un  des  trois  cas  sui- 
vants : 

i"  Toutes  les  caractéristiques  traversant  M,  AL  aboutissent  à  P; 

2"  Aucune  caractéristique,  autre  que  C,  traversant  M,  M._,, 
n'aboutit  à  1*; 

3°  Les  caractéristiques  traversant  l'un  des  segments  MM, 
ou  MMo  aboutissent  à  P,  les  caractéristiques  traversant  l'autre 
segment  n'ai)outissent  pas  à  P. 

Dans  le  preuiier  cas,  nous  dirons  que  C  est  intérieur  à  une 
région  nodale  relative  à  P. 

Dans  les  cas  2°  et  3  ',  nous  dirons  que  C  est  une  séparatrice 
relative  au  point  singulier  P(').  D'une  façon  moins  précise, 
nous  dirons  que  C  est  une  séparatrice  lorsque,  sur  l'un  des  côtés 
au  moins  de  C,  il  n'existe  pas  de  caractéristiques  voisines  de  C 
aboutissant  à  P. 

(Considérons  un  cercle  de  centre  P  et  de  rayon  assez  |)etit  j)(>ur 


(')  Ces  séparatrices  sont  identiques  «aux  caractéristiques  aboutissant  à  l^ 
d'une  manière  telle  qu'elles  aient  fies  prolongements  »  considérées  par  M.  Ben- 
dixson (p.  25)  dans  un  cas  plus  général  que  celui  que  nous  envisageons,  en  sup- 
posant X  et  Y  lioloiiiorphes  au  \oi^inage  de  I^. 
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ne  contenir  à  son  intérieur  aucun  point  singulier  autre  que  P. 
Nous  pouvons  supposer  que  M  se  trouve  à  l'intersection  de  C  et  du 
cercle.  Supposons  que  le  point  M,  soit  à  droite  pour  un  observa- 
teur placé  en  M  et  regardant  dans  le  sens  que  l'on  suit  sur  C  pour 
aboutir  en  V.  Si  les  caractéristiques  rencontrant  MM,  n'abou- 
tissent pas  à  P,  nous  dirons  que  les  caractéristiques  situées  à  droite 
de  C  n'aboutissent  pas  à  P.  Dans  ce  cas,  il  existe  un  arc  de  carac- 
léristicjue  C  aboutissant  à  P  tel  que,  à  Tinlérieur  du  secteur  situé 
à  droite  de  C,  limité  par  C,  C  et  le  cercle,  il  n'existe  aucune 
caractéristique  V  aboutissant  au  point  P.  Si.  parlant  d'un  point  de 
ce  secteur,  on  suit  une  caractéristique  T  toujours  dans  le  même 
sens  de  manière  à  se  rapprocher  d'abord  de  P,  on  s'en  éloigne 
ensuite  et  l'on  sort  du  secteur.  Nous  dirons  que  ce  secteur  cons- 
titue un  secteur  répulsij  ou  une  région  répulsive  relative  à  P.  Les 
caractéristiques  situées  dans  cette  région  répulsive  présentent  une 
disposition  analogue  à  celle  de  branches  d'hyperboles  asymptotes 
à  deux  droites  jouant  le  rôle  de  C  et  de  G'.  On  convient  de  consi- 
dérer C  couime  le  prolongement  à  droite  de  G  au  delà  du 
point  P. 

Si  les  caractéristiques  rencontrant  MMj  n'aboutissent  pas  à  P,  il 
existe  un  arc  G'  de  caractéristique  aboutissant  à  P,  qui  est  le  pro- 
longement à  gauche  de  G  au  delà  de  P  et  qui  liuiite  avec  G  une 
seconfle  région  répulsive  relative  à  1*. 

.  Sauf  dans  le  cas  dont  nous  parlerons  plus  tard  d'un  point  semi- 
singulier  (n°  5),  G'  et  G"  sont  deux  arcs  distincts. 

Si  une  caractéristique  G  n'est  pas  une  séparatrice,  elle  est 
intérieure  à  une  région  dont  toutes  les  caractéristiques  aboutissent 
à  P  {/rgion  nodale  ou  région  attractive  relative  à  P).  On  con- 
vient de  ne  pas  prolonger  cette  caracléristique  au  delà  de  P.  Pour 
définir  le  prolongement  d'une  pareille  caractéristique,  il  faudrait 
une  convention.  On  ne  voit  ni  l'utilité,  ni  même  la  possibilité  de 
faire  une  convention  générale  de  ce  genre. 

Remarque  I.  —  La  convention,  faite  pour  prolonger  une  sépa- 
ratrice G  au  delà  de  P,  revient  à  dire  que  le  prolongement  à  droite 
G'  est  choisi  de  telle  façon  que  les  caractéristiques  situées  à  droite 
de  G  et  voisines  de  G  restent  voisines  du  prolongement  G'.  Par 
conséquent,  si  G',  prolongement  à  droite  de  G,  aboutit  à  un  nou- 
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veau  point  singulier  P| ,  on  doit  considérer  le  prolongement  à  droite 
de  C  ail  delà  de  P,.  Si  l'on  a  commencé  à  prolonger  C  à  droite, 
on  doit  faire  tous  les  prolongements  successifs  à  droite.  Si  les 
caractéristiques  voisines  de  C  et  situées  à  sa  droite  aboutissent  à  un 
point  singulier  P',  après  être  passées  dans  le  voisinage  de  divers 
points  singuliers,  on  doit  arrêter  en  P'  le  prolongement  de  C.  Il 
résulte  également  de  ce  qui  précède  que,  si  G  peut  admettre  deux 
prolongements,  C  ne  peut  admettre  plus  de  deux  prolongements, 
quel  que  soit  le  nombre  de  points  singuliers  traversés. 

Remarque  II.  —  Une  séparatrice  limite  deux  régions  dont  les 
caractéristiques  ont  en  général  une  allure  toute  différente.  Les 
séparatrices  sont  les  seules  caractéristiques  C  telles  que  des  carac- 
téristiques voisines  de  C  et  situées  de  part  et  d'autre  de  C  ne 
restent  pas  voisines. 

A.  Cycles.  —  Nous  réserverons  dans  la  suite  le  nom  de  cycle 
à  une  caractéristique  fermée  ne  passant  par  aucun  point  sin- 
gulier. 

Un  cycle  limite  est  un  cycle  C  tel  que  les  caractéristiques  \HDi- 
sines  de  C  soient  des  spirales  s'approchant  indéfiniment  de  C  si  on 
les  suit  dans  un  sens  convenable.  On  sait  que  si  les  caractéris- 
tiques voisines  de  C  et  situées  de  l'un  des  côtés  de  C  sont  des  spi- 
rales se  rapj)rochant  indéfiniment  de  C,  il  en  est  de  même  des 
caractéristiques  situées  de  l'autre  côté  de  G  et  voisines  de  G. 

Si  les  caractéristiques  voisines  d'un  cycle  G  ne  Sont  pas  des  spi- 
rales ce  sont  des  cycles,  et  G  sera  dit  un  cycle  ordinaire. 

S'il  existe  une  courbe  fermée  G  composée  d'arcs  de  séparatrices 
reliant  entre  eux  divers  points  singuliers,  et  si  l'une  au  moins  des 
régions  limitées  par  G  ne  contient  aucune  caractéristique  aboutis- 
sant à  l'un  des  points  singuliers  situés  sur  G,  nous  dirons  que  G  est 
un  cycle  singulier. 

Un  cycle  singulier  parcouru  à  |)arlir  d'un  point  régulier  est 
composé  d'une  séparatrice  et  de  ses  [)rolongements,  faits  ou 
toujours  à  droite,  ou  toujours  à  gaucbe.  Le  cycle  singulier  peut  ne 
passer  que  par  un  seul  point  singulier. 

il  ne  nous  sera  pas  utile  de  considérer  les  autres  courbes  fermées 
composées  d'arcs  de  caractéristique. 
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5.  Diverses  espkces  de  points  singuliers.  —  Nous  pouvons 
classer  les  points  singuliers  de  deux  façons  différentes,  selon  que 
nous  considérons  la  disposition  des  caractéristiques  dans  le  voisi- 
nage des  points  singuliers,  ou  que  nous  considérons  la  forme  de 
l'équation  diflférentielle  dans  le  voisinage  du  point  singulier. 

Les  deux  points  de  vue  sont  bien  distincts  :  des  équations  de 
formes  différentes  peuvent  fournir  des  caractéristiques  ayant  la 
même  disposition  dans  le  voisinage  du  point  singulier  considéré. 
Le  premier  point  de  vue  intervient  seul  dans  les  questions  qui 
peuvent  se  résoudre  avec  la  seule  notion  de  continuité  des  carac- 
téristiques. 11  sera  nécessaire  de  nous  placer  au  second  point  de 
vue  pour  l'étude  de  la  loi  de  correspondance  lorsqu'une  caracté- 
ristique passe  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  sans  y 
aboutir. 

Examinons  dans  ce  paragraphe  les  points  singuliers  au  point  de 
vue  de  la  disposition  des  caractéristiques. 

Toute  caractéristique  qui  aboutit  à  un  point  singulier  P,  ou  bien 
aboutit  au  point  1'  avec  une  tangente  déterminée,  ou  bien  est  une 
spirale  (jui  s'enroule  autour  de  P,  en  s'en  rapprochant  indéfini- 
ment. Celui  de  ces  cas  qui  se  présente  pour  une  caractéristique  se 
présente  également  pour  toutes  les  caractéristiques  qui  abou- 
tissent à  1^.  Ce  résultat  rappelé,  nous  pourrons  distinguer  les  cas 
suivants  : 

i"  Aucune  caractéristique  n'aboutit  au  point  V.  Le  point  V  sera 
dit  un  centre  (  '  ). 

i>.°  Des  caractéristiques  aboutissent  au  poini  P  et  aucune  d'elles 
n'y  aboutit  avec  une  tangente  déterminée.  Le  point  est  un  foyer. 
On  peut  (n"  5^),  de  P  comme  centre,  décrire  un  cercle  tel  que 
toutes  les  caractéristiques  passant  à  l'intérieur  du  cercle  soient 
des  spirales  aboutissant  à  l\  Il  n'y  a  pas  de  séparatrices  relatives 
à   P. 

3"  Des  arcs  de  caractéristiques  aboulisscnl  à  P  avec  une  tan- 
gente déterminée  et  ce  sont  tous  des  séparatrices  relatives  à  I*.  Le 


(')  Cet  énoncé  constitue  une  définilion  du  moi  centre.  M.  l?cn(li\son  ^p.  jO)  a 
donné  une  définition  des  centres  légcremenl  diiïérenle  de  celle  donnée  par  Poincaré 
(année  i885,  p.  179).  Je  montrerai  (n»52)  que,  dans  le  cas  où  X  et  Y  sont  liolo- 
morplies  dans  le  voisinage  de  P,  les  trois  délinilions  sont  équivalentes. 
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point  est  un  col.  Les  arcs  de  caractéristiques  aboutissant  à  un  col 
sont  en  nombre  fini  et  pair.  Chacun  de  ces  arcs  admet  deux  pro- 
longements. Toute  région  limitée  par  deux  arcs  de  caractéristiques 
voisins  aboutissant  à  P  est  une  région  répulsive. 

4°  Des  arcs  de  caractéristiques  aboutissent  à  P,  chacun  avec  une 
tangente  déterminée,  et  aucun  d'eux  n'est  une  sé[>avatrice.  Le 
point  est  un  nœud.  On  peut,  de  l*  comn)e  centre,  décrire  un 
cercle  tel  que  toute  caractéristique  passant  à  l'extérieur  du  cercle 
aboutisse  au  point  P  avec  une  tangente  déterminée. 

5"  Des  arcs  de  caractéristiques  aboutissent  à  P  avec  une  tangente 
déterminée  et  certains  d'entre  eux,  mais  non  tous,  sont  des  sépa- 
ratrices. Nous  dirons  que  P  est  un  point  mixte.  11  y  a  un  nombre 
jini  de  séparatrices  aboutissant  à  P,  chacune  d'elles  admet  un  ou 
deux  prolongements.  Décrivons,  de  P  comme  centre,  un  cercle  ne 
contenant  à  son  intérieur  aucun  point  singulier  autre  que  P.  On 
peut  démontrer  que  l'on  peut  prendre  le  rajon  de  ce  cercle  assez 
petit  pour  qu'il  ne  coupe  chaque  séparatrice  qu'en  un  point.  Appe- 
lons séparatrices  voisines  celles  dont  les  points  d'intersection  N 
et  N'  avec  le  cercle  déterminent  un  arc  NN'  qui  n'est  coupé  par 
aucune  autre  séparatrice  relative  à  P.  Deux  caractéristiques  voi- 
sines qui  sont  le  prolongement  l'une  de  l'autre  limitent  un  secteur 
répulsif.  Deux  caractéristiques  voisines  qui  ne  sont  pas  le  prolon- 
gement l'une  de  l'autre  limitent  un  secteur  attractif  ou  nodal. 

L'exemple  le  plus  simple  de  point  mixte  est  fourni  par  l'équa- 
tion 

X-  dy  -f-  y  dx  =  o, 

dont  l'intégrale  générale  estj)'  =  Ce'.  La  région  pour  laquelle  on 
a  a:  <  o  est  une  région  nodale.  Les  deux  régions  limitées  par 
a^=ro,  y=:o,  et  pour  lesquelles  on  a  ic^o,  sont  des  régions 
répulsives.  La  partie  positive  de  Ox  est  une  séparatrice  ayant  pour 
prolongements  les  deux  portions  de  Oy.  Nous  pourrons  désigner 
d'une  façon  générale,  sous  le  nom  de  points  à  région  répulsive, 
les  cols  et  les  points  mixtes. 

Remarque  I.  —  De  tout  ce  qui  précède  il  résulte  que,  pour 
généraliser  la  loi  de  correspondance  et  l'étendre  aux  caractéris- 
tiques voisines  d'une  caractéristique  Co  traversant  un  point  singu- 
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liei",  nous  n'avons  à  (•on>idérer  que  les  caracLéristiques  Co  passant 
par  des  points  à  région  répulsive  et  limitant  pour  chacun  de  ces 
points  une  région  répulsive.    ■ 

Pour  généraliser  l'énoncé  B  relatif  à  un  c_)cle,  nous  n'aurons 
pas  à  considérer  d'autres  courbes  fermées  que  les  cycles  sin- 
guliers. 

HenuirqKc  II.  —  Il  est  utile  de  signaler  parmi  les  points  singu- 
liers ceux  auxquels  n'aboutissent  que  deux  arcs  de  caracléris- 
tiques.  Ces  arcs  tangents  en  ce  point  singulier  P  à  la  même  droite 
présentent  en  général  la  disposition  des  deux  arcs  d'une  caracté- 
ristique aboutissant  à  un  point  régulier.  Nous  appellerons  pour 
cette  raison  ces  points  points  semi-singuliers  ('). 

I^es  deux  arcs  de  caractéristique  qui  aboutissent  à  un  point 
semi-singulier,  que  l'on  peut  supjioser  en  x  =  o,y  =  o,  repré- 
sentent une  ïoncùoïi  y  =^  f  [x)  qui  peut  être  holomorphe,  ou  algé- 
broïde  pour  x=:o,  ou  n'être  ni  holomorphe  ni  algébroïde.  Si  l'on 
considère  l'équation 

[/'^-h  ar2(a"î-u.^2  jj  dy  _|_  xy{\  -r  x^  —  y^)  dx  =  o, 

qui  en  polaires  admet  l'intégrale  générale 

pîLogsin^O  -r  Gp^=  I, 

les  deux  arcs  de  caractéristiques  passant  pai-  a?  =  o,  j)'  =  o  sont  les 
deux  portions  de  y  =  o. 

Pour  l'équation 

>  y  dy  —  3  r^  dx  =  o, 

dont  l'intégrale  générale  est  y-  —  t'  =  C,  les  deux  arcs  de  carac- 
téristique aboutissant  à  a'  =  o,  y  ^  o  sont  donnés  par 

y^  =  x^. 
Pour  l'équation 

(5  )     [(  x^  H-^*  )--H  iy^-h  -u:^  y  -i-  iy^]  dy  4-  2  .r  [  j'  -t-  x^ -\-  y']  dx  =  o, 
il  n'y  a  que    deux   arcs    de  caractéristique    aboutissant  au  point 


(')  M.  Beiidikson  u  clt;j;i  fail  r<Mniiri|ijer  (p.  -îH)  qu'un  tel  point  «  peul  être  assi- 
mile à  un  point  régulier  ».  On  peul  montrer  que,  au  point  de  vue  de  la^loi  de 
correspondance,  ils  jouent  un  rôle  analogue  à  celui  des  points  réguliers. 
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x^o,  ^' =z  o.  Chacun  fie  ces  arcs  est  osculateur  à  l'une  des 
branches  de  la  parabole  y-\-j:-  =  o.  Ils  ne  peuvent  représenter 
une  fonction  j'  =y(:r)  lioloniorphe  ou  algébroïde  pour  x  =  o.  En 
efifet,  l'équation  (5)  se  déduit  par  le  changement  de  variable 

de  l'équation 

u^  dy  -i-  [  y  -^  u  )  du  =  o, 

équation  qui  admet  comme  seules  caractéristiques  passant  par 
M  =  o,  y  =  o  les  caractéristiques  u  =  o  el  y  =  <s{u)j  où  o{u) 
n'est  ni  holomorphe  ni  algébroïde  pour  ;<  =  o. 

6.  DlVERSFS  FOKMES  DES  ÉQUATIONS  D  IFFI^RENTIFLLI  S  DANS  LK  VOI- 
SINAGE d'un  point  singulier.  —  Plaçons-nous  maintenant  au 
second  point  de  vue  signalé.  Supposons  que  le  point  singulier 
soit  X  =  o,  j^  =  o,  et  considérons  l'équation  difTérentielle  (i)  au 
voisinage  du  point  P(a7  =  o,  y  =  o). 

i"  Si  le  point  P  est  un  point  simple  des  courbes 

X(r,  7)  =  o,  \(x.y)  =  o, 

et  si  ces  courbes  ne  sont  {)as  tangentes  en  ce  point,  P  est  un  point 
sinffulier  ordinaire.  Si  on  laisse  de  côté  le  cas  d'un  centre  ou 
d'un  foyer,  un  choix  convenable  d'axes  permet  de  mettre  l'équa- 
tion sous  la  forme 

(6)  {x  -i- .  .  .)  dy  -^  (ly  ^  0.x  -\- . .  .)  dx  =  o, 

en  n'écrivant  que  les  termes  du  premier  degré.  A  et  a  sont  des 
constantes,  A  n'est  jamais  nid.  On  a  un  col  ou  un  nu-ud  suivant 
que  ).  est  positif  ou  négatif. 

2"   Si  P  est  point  multiple  de  l'une  au  nu)ins  des  courbes 

ou  si  ces  deux  courbes  sont  langentes  en  P,  nous  dirons  (jue  nous 
avons  un  point  singulier  multiple. 

Parmi  les  points  singuliers  multiples,  il  y  aura  lieu  de  consi- 
dérer à  part  le  cas  où,  par  un  changement  d'axes,  l'équation  j)eul 
se  mettre  sous  la  forme 

(7)  \^(x,y)dy -^\y-h\.i{x,y)]dx, 


ï 
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Xï  et  Ya  étant  des  polynômes  ou  des  séries  entières  en  x  et  y 
dont  tous  les  termes  sont  de  degré  siij)érieur  à  i . 

Nous  dirons  que  dans  ce  cas  le  point  singulier  est  U7i  point 
ejcceplionncl. 

On  peut  déterminer  des  séries  entières  (^■>{x^  y)  et  Ra(^,  y) 
ne  contenant  que  des  termes  de  degré  supérieur  au  premier  et 
telles  que,  j)ar  le  changement  de  variables 

u^x  +  Çl-iix,  y),         V  =y  ^?^^{x,y), 

les  équations  (6)  et  (7)  prennent  la  forme 

(  8  )  M"  ♦  '  t/t^  -f-  (  )v  ('  H-  a  M'  -f- . .  .  )  rf«  =  o. 

Nous  dirons  que  cette  équation  est  une  équation  de  forme 
simple.  Si  l'on  a  /*=  o,  nous  sommes  dans  le  cas  d'un  pt)int  sin- 
gulier ordinaire  (col  ou  nœud).  Si  n  n'est  pas  nul,  nous  avons 
un  point  exceptionnel,  qui  sera  un  col,  un  nœud  ou  un  point 
mixte,  suivant  le  signe  de  \  et  la  parité  de  n. 

Nous  dirons  que  nous  avons  un  point  singulier  élémentaire 
lorsque,  en  transportant  l'origine  en  ce  point  et  choisissant  les 
axes,  l'équalion  did'érentielle  peul.se  mettre  sous  la  forme  (()) 
ou  (^).  Un  point  singulier  qui  ne  sera  pas  un  point  élémentaire 
sera  appelé  un  point  complexe.  Cette  distinction  en  points  élé- 
mentaires el  points  complexes  nous  sera  beaucoup  plus  utile  que 
la  distinction  en  points  singuliers  ordinaires  et  points  singuliers 
multiples. 

7.  Fonctions  dominaîvtks.  —  Nous  rencontrerons  à  plusieurs 
reprises  dans  la  suite  des  fonctions  f{x.  y)  qui,  jxmr  leur  emploi 
dans  nos  démonstiations,  devront  vérifier  certaines  conditions. 
l*our  exprimer  que  ces  conditions  sont  satisfaites  j'emploierai, 
à  défaut  d'expression  meilleure,  la  locution  suivante. 

Etant  donnés  i\n  nond)re  positif),  el  une  fonction  y(x,  j^)»  je 
dirai  que  celte  fonction  satisfait  aux  conditions  )>  —  F  >>  o,  si  les 
conditions  suivantes  sont  vérifiées  : 

1"  On  peut  écrire 

/(^,  7)=/o(.r)+r/,(j^)  +  ...-Hj"/«(^)  +  ---, 
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les  fonctions /y,  /i ,  . .  •,./«,  •  •  •  étant  des  fonctions  continues  de  x 
pour 

O  ^  J7  ^  I. 

2"  Il  existe  des  nombres  positifs  F/ tels  que,  pour  o^x^i,  on 

ait,  quel  que  soit  /, 

1/(^)||F,. 

3"'  La  série  entière  en  y 

est  convergente  pour  )  ==:  i . 

4"  On  a 

).~F(i)>o. 

Il  résulte  de  ces  hypothèses  quey(.r,  ^'),  considéi-ée  comme 
série  entière  en  j^,  est  absolument  convergente  pour  |  }' |  _  i . 

Les  constantes  F/  sont  des  fonctions  dominantes  des  coeflicients 
fi{x)  de  cette  série  en  y.  La  fonction  F()-)  est  une  domi- 
nante de  f{x.,  y)  pour  o^a^f  i  et  o  f  x=  '  •  Enfin,  pour  ces  valeurs 
de  X  et  de  y^  on  a 

Si  ^{x,  y)  est  une  fonction  holomorphe  et  nulle  pour  .r:=o, 
j^  =  o,  et  si  l'on  fait  un  changement  de  variables  x^=ax,,  y=  h)-^, 
où  rt  et  6  sont  constants,  on  obtient 

g{axi,  byi)=f{xi,y,). 

Montrons  que  l'on  peut  choisir  a  et  ^  de  manière  que  /{Xt^y^) 
vérifie  les  conditions  \  —  F  >>  o. 

Puisque  g^{x^  y)  est  holouiorphe  pour  x  et  ]'  voisins  de  zéro,  il 
existe  des  nombres  e  et  ?)  tels  que  g'{x^  y)  soit  représenté  par  une 
série  entière  en  x  ely,  absolument  convergente  pour  .r  =  £,  )'=r,. 
Si  nous  faisons  le  changement  de  variables  x  =  eit,  y  =  r^i',  nous 

aurons 

ff(tu,  r^f)  =  y(m,  v). 

La  série  y  (m,  <')  est  absoluuicnt  convergente  pour  m  =  1 ,  f  =  1 . 
On  peut  écrire 
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Soil  r(//,  v)  la  série  entière  en  a  et  ^'  que  l'on  déduit  de  y  (m,»'), 
en  remplaçant  tous  les  coeflicients  des  ternies  en  m  et  t^  par  leurs 
valeurs  absolues.  Nous  pouvons  écrire 

T( u,  v)  =  ro(u)-h  vryiii)  -H. .  .-I-  v'> r,., (m)  4- 

i'our  o  ^  a  i.  I  et  of  i'_  1  on  a,  quel  que  soit  /«, 

lT«(«)||r„(tt)sr„(i),       lyiu,  v)\<r(u,v). 

La  fonction  v(/^,  t)  étant  nulle  pour  h=^o,  i'=:_o,  on  peut 
écrire 

r  (  M,    P  )  ^  M  A  (  «  )  -+-  l'  B  (  M,    t^  ) 

avec 

A(Mj  =  i'o("),       \i{u,  v)~ri(u)-^  vi\(u)-h..  .-H  V"  'r„(u)-i- 

Désignons  par  —  un  nombre  supérieur  à  A(i)  et  à  B(i ,  i).  Nous 

pouvons  toujours  supposer  que  le  nombre  /•  introduit  ici  n'est  pas 
supérieur  à  i .  Nous  avons 

(9)  X-I7/-,  /•)>o. 

Si  nous  faisons  un  dernier  changement  de  variables 

u  =  rxx.  V  =  ryi, 

nous  avons 

^{^,  y)  =  l(u^  ^)  =  lifJ-'i,  ryi)=/(xi,  yi), 

et  la  fonction  y"(j7,,  ),)  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

'"    /(^i.  71)  =  '{oir.ri)  ->r-,y^^l{rXl)+..  .+  r''^',' Y„(/-a:,)  -H.  .  ., 

ou  encore,  en  posant 

fni-r,)  =  r'^-tnirxi), 
on  a 

/(^i.  JKi)  =/o(^i) -l-JKi/i(./-i) +  ...  +  JÏ/«(-^l) -+■•••' 

lesy/(\r,)  étant  des  fonctions  continues  pour  o^Xjf  i. 

2"  On  a 

|/„(ar,)|  =  |/-"Y„(r.r,)|</-"r„(/-); 

doniN  en  posant 
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on  a 

|/«(^,)|<F„, 

quel  que  soit  /i,  pour  x^  variant  de  o  à  i. 
3°  Si  l'on  prend 

F(r,)  =  Fo  +  j',F,  +  ...-hj"F„-+-..., 
F(j,)  =  ro(r)  -4-  rytTiir)  +.  .  .-f-  r"y{Vn{f  ), 

cette  série  est  convergente  pour  y,  =^  i,  puisque 

H(.)  =  r(r,  '•). 
4''  De  F(i)  =  r(/',  ;■)  et  de  (9)  on  conclut  que  l'on  a 

X-F(i)>o. 

La  fonction /( a:,,  r,)  satisfait  bien  aux  quatre  conditions 

X  _  F  >  o. 

Bernai  que  I.  —  Si  la  fonction 

/(•^,  r  )  =/o  ('^  )  +  7/1  (.■•^)  +  •  •  •  +  j"/«(  ^)  +  •  •  • 

est  holomorphe  pour  \oc\^\  et  |j'|li,  nous  conviendrons  de 
prendre  toujours,  pour  nombre  F„  dominant  dey„,  la  somme  des 
valeurs  absolues  des  termes  de  la  série  ./«(i).  Cette  convention 
entraîne,  comme  conséquences  des  conditions  À  —  F  >  o,  les  pro- 
priétés suivantes  : 

i"  Quel  que  soit  ti  on  a,  pour  |  .r  |  <;  i , 

'k—fn{.r)>o. 

2°  [a— /„(a?)]"'  et   [a— /(-P,  j)]~'   ^^^^  ^^^  fonctions   holo- 
morphes  de  x  et  y  pour  |  jî  |  <  i  et  |  j  |  <  i . 

3"  Si  l'on  ordonne /(ar,  y)  suivant  les  puissances  de  x^ 

On  a,  (pi(îl  que  soit  n ,  pour  |  ^'  ]  1. 1 , 

>^  —  ?/i(r)>o- 

Remarque  II.  —    Pai-  analogie  avec    la    convention  faite   plus 
haut,  si  nous  avons  un  noinbrc  positif  À  (>l  une  série  entière  /(r) 
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absolument  convergente  pour  a?  =  i ,  nous  dirons  que  la  fonction 
f{x)  vérifie  la  condition  X  —  F' >■  o,  si  la  somme  des  valeurs  abso- 
lues des  termes  de  la  série /(i)  est  inférieure  à  A. 

Remarque  IH. —  Conformément  à  une  dénomination  employée 
{voir  GounsAT,  Cours  d'Analyse^  t.  III,  p.  3),  nous  avons  dit 
que  F(:r)  est  dominante  pour  une  fonction  f{x)^  dans  l'inter- 
valle (o,  i),  lorsque  F(.r)  est  positif  et  que  l'on  a 

Nous  aurons  parfois,  étant  donnée  une  fonction  f{x)  positive  ou 
négative,  à  considérer  une  fonction  ¥ {x)  positive  ou  négative, 
mais  telle  que  l'on  ait 

F(^)>/(x)         pour         o^ar^i. 

Nous  dirons  qu'en  remplaçant /(x)  par  F(:r),  nous  augmentons  la 
fonction /(^).  Nous  augmenterons  en  particulier  une  fonction  en 
la  remplaçant  par  une  dominante. 

8.   Lkmmk  I.  —  Ué</ualion  différentielle 

dv 
(lo)  x\\  —  xg(x)\-£^  —{r^\)y  =  x^^^h{x\ 

OÙ  A  et  r  sont  des  constantes  positives^  s  un  entier,  g{x)  et  h{x) 
des  séries  entières  en  x  à  coe[ficients  positifs,  convergentes 
pour  ,r  =  I ,  admet  pour  solution  une  série  entière 

y  =.  a^H-i  x^^  1  -1- .  . .  +  a,j  37"  -I- .  .  . , 

qui  est  convergente  pour  ./•  =  i ,  et  dont  tous  les  coefficients  sont 
positifs  si  Von  a 

^  — /?(')>«>     sX  — r>o. 

En  considérant  l'équation  sans  second  membre,  nous  avons 

'^y  (r  -h\)  dx      _  '■  ^-  ^ 


y         x\\—xg{x)]  X.r 


dx  -t-  u'{x)  dx, 


u  (x)  désignant  la  dérivée  par  rapport  à  x  d'une  série  u{x)  entière 
en  X.  Cette  série  u  est  convergente  pour  x  =:  i,  d'après  les  hjpo- 
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thèses  faites  sur  g{x).   On   a   donc,   pour   solution   générale   de 
l'équation  (lo), 

y  =^  {jX       '•  e"  -h  X      f.  e"   I   X  >■  e-"  n( x )  dx. 

L'expression  sous  le  signe    /    se  met  sous  la  forme 

S  -  r~-  ^~~  \  .<  +  n  - 1  -  r 

Co.r  '-4-0137       '•  -H.  .  .-+-  C;îX  '■-(-..., 

qui,  après  intégration,  devient 

ar       '-H ; : X  -  j     . 


s\  —  /■  sA-hÂ  —  /•  '  "       A'  À  ■+  «  X  —  /• 

D'après  l'hjpothèse,  5  A  —  /•  >>  o,  aucun  des  dénominateurs  ne 
peut  être  nul.  Cette  série  est,  comme  les  précédentes,  convergente 
pour  x  =  } .  En  faisant  C  =  o,  nous  avons  une  solution  particulière 
de  l'équation  (lo)  donnée  par 

.                   .   /        C„                         CiX                                           c„x"  \ 

y  =  \e"  X<+'  (   -^r-^-^ h   ^^ ^ -r-...-+-   -T ^ • 

On  a  bien,  pour  j^,  une  série  entière  en  a:  convergente  pourx=i . 
Dans  le  cas  où  l'on  aurait  i' =  q).,  q  étant  un  entier,  toutes  les 
solutions  de  l'équation  (lo)  seraient  des  séries  entiéi'es;  mais  nous 
ne  considérons  pas  ces  séries  qui  auraient  un  terme  en  a?'/+',  c'est- 
à-dire  de  degré  inférieur  à  5  +  i . 

Pour  montrer  que  tous  les  coefficients  de  la  série  entière  j'  qui 
fournit  la  solution  j)articulière  considérée  sont  positifs,  posons 

y        =  «,<+!  x"-^^  -h .  .  .  -H  a„  ar"  -H . . . , 

h(x)  =  hi-^  hiX  -h.  .  .-\-  h„x"-{-.  .  ., 

et  calculons  directement  les  coeflicients  a„,  en  nous  servant  de 
l'équation  (lo).  En  remplaçant  y  par  la  série  et  égalant  dans  les 
deux  membres  les  coeflicients  de  x"y  on  a 

(ni  —  r  —  X)a„  =  a,j_,  ^'i  4-  <0(-2  A'-2  -(-•••  -^  «.-m  é^n-s-i  -+-  /'«  • 

Le  coeflicienl  nA  —  /• — A  est  toujours  positif,  puisque  pour 
n  =  s  -\-  i ,  (pii  est  la  [)lus  petite  valeur  à  attribuer  à  /i,  ce  coef- 
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(icient  est  égal  à  s  /.  —  r,  c'est-à-dire  positif.  On  voit  donc  succes- 
sivement que  rt^+i,  (is^2i  •  •  ■■)  ^n  sont  positifs. 

Remarque.  —  La  première  partie  du  raisonnement  s'applique 

à  l'équation 

dy 

^[i  —  ■^S'(^)]  j^  —  [v  -+-  xf{x)^y  =  h{x), 

où  y,  g  et  h  sont  des  séries  entières  à  coefficients  quelconques 
convergentes  pour  x  ^=  y .  Si  la  série  g{x)  vérifie  la  condition 

I  —  G  >  o  {voir  n"  7,  remarque  II),  V équation  considérée 
admet  pour  solution  une  série  entière  convergente  pour  x  =^  \ . 

On  peut  écrire 

^  -h  X  f{  X)  V 

x[i  —  xg(x)]  X 

u  étant  la  dérivée  d'une  série  entière  conxergente  pour  x  =  i .  La 
solution  générale  de  l'équation  est  donnée  |)ar 


r  lu  x)e-"  dx 
La  quantité  sous  le  signe   /   peut  s'écrire 


Cl  r 


Si  V  n'est  pas  un  entier  positif,  nous  obtenons  pour  j', 
en  raisonnant  comme  ci-dessus,  une  série  entière  convergente 
pour  X  =  \. 

Si  V  est  un  entier,  il  y  a  deux  cas  à  distinguer  :  i"  Cv  n'est  pas 
nul.  Aucune  solution  de  l'équation  n'est  une  série  entière,  car  l'in- 
tégration introduit  dans  y  l'expression  a;''e"Log.r;  2"  Cv  est  nul. 
Quel  que  soit  C,  on  obtient  pour  j'  une  série  entière  convergente 
pour  X  =  1. 

9.    Lkmme  II.  —  Considérons  l'équation  diflerentielle 

ilv 

(II)  a-"+'^  H-^(r)^-+-/(.r)  =  o, 

où  n  est  un  entier  positif  ou  nul,  g{-r)  cl  /  \  r)  sont  des  foniMions 
continues   pour  (»5j7_i.  Cette  équation  admet  une  solution  j^(x) 

LI.  5 
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<îl  une  seule  se  rédulsanl  à  y  =  o  pour  x  =  \ .  Nous  allons  consi- 
dérer cette  solution  pour  x  variant  dans  l'intervalle  (o,  i).  Etablis- 
sons les  propriétés  suivantes  : 

1°  La  solution  y{x)  considérée  est  positive  dans  V inter\'alle 
(o,  i)  .u'/(  x)  est  positif  dans  cet  intervalle. 
En  effet,  si  l'on  pose 

on  a 


y(x)  =  e"^^^         i^-— ^! ■ 


2°  Si  l'on  augmente  g{x)  [voir  n"  7,  remarque  III)  sans, 
changer  f[x)^  la  solution  y(x),  nu/le  pour  .r  =  i ,  augmente. 
Soit  G(.r)  ^  g{x).  Considérons  la  fonction  Y  (x)  nulle  pour.r  =  i 
et  vérifiant  l'équation 

(1-2)  •^"■^'-7 hG(x)\  -^  f{j')  =  0. 

dx 
En  retranchant  (i  i)  de  (i  2  ),  on  a 

•^■"^'  '^^^dx'^^  +  G  (^)  Y  -  ^(^)  ^  =  o, 

Y — y  se  réduit  à  zéro  pour  ^  =:  i .  On  a 

\Ç,(^x)-g{x)\y>o. 

On  a  donc,  d'après  i", 

Y-j>o. 

3°  ^Sf  To/i  augmente  f{x)  sans  changer  g{^)^  la  solution 
y{^)  augmente.  Cela  résulte  immédiatement  de  la  formule 
donnée  dans  i°  et  fournissant  )'(ic). 

4"  'Si  l'on  considère  la  solution  y  =  'f(^)  de  l'équation  (i  i), 
qui  prend  pour  x  =  i  une  valeur  positive  y  =  6,  on  a,  toujours 
dans  l'intervalle  (o,  i), 

(fix)>y{x). 
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En  effet,  les  calculs  d'intégration  indiqués  dans  i"  donnent 

o(x)  =j(t)  -+-  6  e"  •^■. 

5°  I'.  résulte  des  propriétés  précédentes  que,  si  l'on  augmente 
les  fonctions  g'{a-)  et  /{■^)  dans  l'intervalle  (o,  i)  et  si  l'on  rem- 
place la  valeur  initiale  y  (i)  =  b  par  une  valeur  plus  grande,  on 
augmente,  dans  l'intervalle  (o,  i),  la  solution  )' considérée  prenant 
pour  X  =  I  la  valeur  j'  =  0. 

10.  Fonctions  sEMi-nÉGULikiiEs.  -^  Nous  rencontrerons  à  plu- 
sieurs reprises,  dans  la  suite,  des  fonctions /(x)  qui  peuvent,  quel 
que  soit  le  nombre  entier  t,  se  mettre  sous  la  forme 

où  Rç  tend  vers  zéro  en  même  temps  que  x  ;  V^i^)  est  une  somme 
d'un  nombre yt/if  de  termes.  Nous  dirons  qu'une  telle  fonction /(x) 
est  semi-régulière  pour  x  ^=  o. 

Nous  préciserons  dans  chaque  cas  la  nature  des  termes  qui 
figurent  dans  les  polynômes  P^.  Dans  certains  cas,  ce  sont  des 
puissances  entières  de  x,  dans  d'autres  cas  des  puissances  entières 
de  x  et  d'expressions  telles  (jue  x",  x"  Logj?,  A/  étant  des  cons- 
tantes positives  et  i  pi'enant  un  certain  nombre  de  valeurs. 

Nous  choisirons  pour  P^  un  polynôme  tel  que,  si  p{x)  est  l'un 
(juelconque  de  ses  termes,  le  quotient  p{x):  x'^  on  bien  devienne 
infini  ou  bien  tende  vers  une  limite  finie  lorsque  x  tend  vers  zéro. 
Ce  choix  n'a  rien  d'obligatoire;  ce  qui  nous  sera  utile,  est  la  pro- 
priété de  n'avoir  dans  I*,  (ju'un  nombre  fini  de  termes. 

Il  est  évident  que  la  somme  ou  le  produit  de  fonctions  semi- 
régulières  est  une  fonction  semi-régulière.  Les  fonctions  semi- 
régulières  que  nous  rencontrerons  seront  en  général  nulles 
pour  x^o.  Nous  pourrons,  d'après  la  définition  des  fonctions 
semi-régulières,  parler  du  terme  de  degré  infinitésimal  minimum 
pour  une  telle  fonction.  Pour  les  fonctions  que  nous  rencontre- 
rons, ce  terme  de  degré  minimum  sera  de  la  forme  c.,?'',  f  et  v  étanl 
des  constantes.  Il  n'y  aura  de  termes  en  Loga:  que  dans  les  termes 
d'ordre  plus  élevé. 

Nous  allons  démontrer  la  propriété  suivante  : 

Si  f{u)    est    une  Jonction    semi-régulière    pour   u  =  o    et 
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si  u=g(x)  est  une  fonction  semi-régulière  et  nulle  pour  x  =  o, 
la  Jonction  h[x)  =f[g{x)\  est  semi-régulière  pour  x  =  o. 

Soient  un  entier  t  que  nous  fixons  arbitrairement,  et  /•  et  s  des 
entiers  que  nous  déterminerons  ultérieurement.  On  a 

f(u)=  Priii)-^  wR,.(m)  =  aa«[i-t-  A(t<j]  -I-  wRr(u)^ 
u  =^  ^(x)  =  Ps{u)  -i-  u-^R,,{u)  —  bx'?[i->rli{a:)]  -+- ar-' R^(a:); 

au^  et  bx'i^  désignent  respectivement  les  termes  de  moindre  degré 
dej\u)  et  de  g{x).  A(m)  et  ^{x)  sont  des  polynômes  nuls,  l'un 
pour  u  =  (),  l'autre  pour  x  ^=  o. 

i"  On  peut  écrire 

V  tendant  vers  zéro  avec  x.  Si  l'on  remplace  u  par  celle  expression 
dans  w'  R,  (/^),  et  si  l'on  suppose  que  l'on  ait  pris  /•  tel  que  l'on 
ait  (j/-  >>  T,  on  aura 

«'•R,.(  a)  =  x'^S{x), 

S(^)  tendant  vers  zéi'O  avec  x.  L'expression  w'  R,  (m)  ne  fournira 
que  des  termes  de  h{x)  d'ordre  supérieur  à  a. 

2°  Montrons  que  P/(m)  ne  fournira,  pour  la  fonction  /i{x), 
qu'un  nombre  fini  de  termes  dont  le  degré,  infinitésimal  par  rap- 
port à  X,  ne  dépasse  pas  s-. 

Désignons  dans  la  suite  par  La,  pour  abréger,  le  logarithme 
de  u. 

Soit  mu''{Luy  un  terme  deP,(a).  L'exposant  v'  est  zéro  ou 
un  entier  posilif.  Nous  pouvons  écrire 

u  =  è,/-P(i-+-B)(i  +  .r-'-P3), 

z  tendant  vers  zéro  avec  x.  On  a 

m  «v  (  I,  „  )v'  =  m  ^varP^  (  1  +  B  )^  (  I  -4-  x"'?  z  y 

x[Lb-\-  ^Lx  -h  L(i-i-[i)+  1.(1  +.r'-flc.i|'''. 

Développons  (i  +  B)''  et  {\  -}-  x-'~^zY  par  la  série  du  binôme, 
efïecluons  le  déveloj)pemenl  de  la  puissance  v'  (entière)  qui  (igure 
dans   l'expression   précédente.    Considérons   les    termes  qui  con- 
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tiennent  z.  Ceux  de  ces  termes  où  x  figurera  avec  l'ordre  le  plus 
faible  seront  de  la  forme 

La  valeur  minimum  de  l'exposant  v  est  égale  à  a.  Par  consé- 
quent, si  l'on  prend  s  tel  que  l'on  ait  a^ —  [3  -|-  5  >  t,  l'ensemble 
des  termes  contenant  z  sera  de  la  forme  x'^S{x). 

Il  en  résulte  que  x'^Rsi^)  ne  fournira  que  des  termes  de  h{x) 
dont  le  degré  dépassera  «y. 

Pour  avoir  les  termes  de  A(.2;)  fournis  par  un  terme  w?w"'(La)^ 
de  P^(m),  il  suffit  de  considérer  l'expression 

m6v.rpv(i  +  By'[Lb+  pLx- -^  L(n-  B)]v'. 

Celte  expression  ne  fournira  qu'un  nombre  fini  de  termes  dont  le 
degré  ne  dépasse  pas  t. 

En  raisonnant  de  même  pour  les  divers  termes  de  P,(m),  on  voit 
que  l'on  aura 

h{x)=f\y(x)]  =  P^(x)-i-.z'^r.^(x), 

P<;(a?)  ne  contenant  qu'un  nombre  fini  de  termes.  La  fonction /i (j:) 
sera  semi-régulière  pour  x  ^  o. 


PREMIERE  PARTIE. 

CYCLES    PASSANT    DANS   LE    VOISINAGE    DE   COLS. 

11.  Makche  suivik.  —  Nous  établirons  d'abord  des  formes 
simples  que  l'on  peut  donner  à  l'équation  difierentielle,  au  moyen 
de  cliangemenls  de  variables  valables  dans  le  voisinage  d'un  col. 
Ces  formes  simples  faciliteront  la  démonstration  de  fexislence 
d'une  forme  d'intégrale  générale  de  l'écpiation  difierentielle,  forme 
valable  dans  le  champ  réel,  pour  le  voisinage  d'un  col.  ainsi  (jue 
l'établissement  des  propriétés  de  cette  intégrale. 

A  l'aide  de  celle-ci,  nous  obtiendrons  la  forme  de  la  loi  de  cor- 
respondance pour  une  caractéristique  voisine  d'une  caractéristique 
passant  par  un  col.  Nous  entendons  par  là  que,  étant  donné  sur  une 
caiactéristique  Co  un  arc  MqMq,  contenant  un  seul  col,  et  consi- 
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déranl  des  arcs  de  courbes  S  el  S'  coupant  C^  respectiveiuent  en 
Alo  el  My,  nous  obtiendrons  la  relalion  qui  existe  entre  les  para- 
mètres qui  définissent  la  position  des  points  JNl  et  M'  où  une  carac- 
téristique C,  voisine  de  Cq,  coupe  les  arcs  S  et  S'.  A  l'aide  de  la 
loi  de  correspondance  trouvée  nous  étudierons  les  caractéristiques 
voisines  d'un  cycle  singulier  passant  par  un  ou  plusieurs  cols. 

12.  Simplification  de  l'équation  différentielle  dans  le  voisi- 
NAr.E  n'uw  COL.  -^  Nous  allons  montrer  que  l'on  peut,  au  moyen 
de  changements  de  variables,  faire  disparaître  dans  une  équation 

(i3)  X(x,  y)dj-hY(x,  y)cix  =  o 

certains  groupes  de  termes  des  séries  entières  X  et  Y. 

On  sait  tout  d'abord  que,  si  l'on  prend  pour  axes  x  =  o  et  r  =  o 
les  deux  caractéristiques  qui  passent  par  le  col,  l'équation  (i3) 
prend  la  forme 

(i4)  xdj-hy[l-h  a{x,  y)\dx  =  o, 

X  es.1  une  constante  positive;  a(x,  y)  est  une  série  entière  en  x 
et  y^  nulle  pour  jc  =  o,  y  =  o.  Nous  pourrons  toujours,  sans 
changer  la  forme  de  cette  équation,  remplacer  x  par  ex  el  y 
par  c,y  de  manière  que  a{x^  y)  vérifie  les  conditions  A  —  A>>  o 
{voirn°7). 

Montrons  que  si  A  n'est  pas  un  nombre  rationnel  et  si  l'on 
désigne  par  ;•  et  s  deux  entiers  positifs  quelconques  et  par  l{x,  y) 
et  b( X,  y)  deux  séries  entières  en  x  et  j' nulles  pour  a;  =  o,  y  =  o, 
on  peut  trouver  un  changement  de  variable 

p=j[h-/(j:,  jk)], 

tel  que  l'équation  (i4)  prenne  la  forme 

(14')  X  fiv  -\-  iflX  -\-  x''v''b{x,  i>)]  dx  =  o. 

En  désignant  par  cp,,  (Ço,  cp,,  ..,,  des  fonctions  de  x  seul, 
cherchons  à  déterminer  une  fonction  de  la  foruie 

<f  ^y<Oi{x)  -\-y^<fi(x)  -h.  . . 


\ 
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vérifiant  l'équation  aux  dérivées  partielles 

(i5)  :v<f'^  —  f[l-^a(x,j^)\<f'y+lf  =  o. 

On  peut  mettre  <7(a7,  y)  sous  la  forme 

a(  .r,  y)  =  x'j'  {x)  -\-  ya^ix)  -^  y^  a=i{x)  -^ . , .  ; 

a'  est  la  dérivée  d'une  série  entière  a(^)  nulle  pour  a:  =  o; 
«,,  ao,  ...  sont  des  séries  entières  convergentes  comme  nous 
l'avons  dit  pour  |  a7 1  ^  i .  On  a 

a7(j>',  (ar)  ->r  xi! {x)'î>x'^x )  ~  d, 

d'où  '.p,  =e^^-'^,  en  supposant  que  Çi  soit  égal  à  i  pour  37  =  f).  <pj  est 
une  série  entière  en  j?,  convergente  pour  |ic|<;i.  Nous  allons 
voir  qu'il  en  est  de  même  pour  cp^,  .  .  .,  'f/,,  ....  Si  la  propriété 
est  vraie  pour  cp,,  cp^,  .  .  . ,  'fra_i,  il  en  sera  de  même  pour  cp„.  En 
ertet,  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de^"  dans  (i5),  on  a 

(i())     .rç,',  —  [(n  —  i)X  -4-  n.ra'Jcp,j  =  —  aits„_i—  rt,(f>,j_2— .  . .—  «„_içpt. 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  série  entière  en  x^ 
convergente  pour  |a7|^i;  l'équation  (iG)  admettra  donc  (n"  8, 
remarque)  une  solution  o,,  qui  sera  une  série  entière  convergente 
pour  I  a;  I  £  1 . 

Déterminons  successivement  les  termes  es,,  cs^,  ...  '^s  et  posons 

f  =  y's^^{x)  ^  y'^^-iix )  +\  .  .-^ y^ r^,{x). 

Si  dans  (i  5)  nous  remplaçons  cp  par^*,  les  termes  en  j)',j>'^,  ...,  JK'^ 
disparaissent  dans  le  premier  membre  de  (i5)  et  il  reste,  en  dési- 
gnant par  T,  (ar,  ))  une  série  entière, 

(•7)  '>-f^xf[^  —  y\\^a{x,y\\f'y  =  y'^^-r,(x,y). 

Si  l'on  pose  cp  z^f-\-  -J/,  la  fonction  -^  vérifie  l'équation 

i8)  X'h[,  —  y[l  +  a(j:-,  7)]4/;.+  À4/+7-«+'r,(ar,j)=  o. 

En  ordonnant  suivant  les  puissances  de  .r,  on  .i 

a{x,y)  =  p  (7)-f-a:p,(^)H-:r»Pî(j)-H..., 
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Cherchons  une-solulion  de  (18)  de  la  forme 

^oj  'II'  ^21  •  •  •  étant  des  fonctions  de  )'  seul  dont  nous  désignerons 
les  dérivées  par  'V,,,  -1/',,  ....  On  a 

j[X^-  |3(  r)](}^'o  — X<}/o  +  j»+'tio(7)  =  o. 

La  série  ^(y)  vérifie  (n"  7,  remarque  III;  la  condition  A  —  B>o. 
11  en  résulte  que  celte  équation  différentielle  en  <\io  admet  (n"  8, 
remarque)  pour  solutions  une  infinité  de  séries  entières  en  y, 
l'une  d'elles  n'admet  pas  de  terme  du  premier  degré  en  y.  C'est 
cette  série  que  nous  prendrons  pour  fonction  <L^,  Elle  contient  y*+' 
en  facteur  et  sera  convergente  pour  j' =  i .  Nous  allons  montrer 
que  de  même  <|i,,  ^|/25  •••  sont  des  séries  entières  en  j-,  conver- 
gentes pour  )'  =;  1  et  contenant  r'"'"'  en  facteur.  Si  nous  supposons 
la  démonstration  fa;te  pour  '];o,  '}i,  ••-,  '\'n-{,  nous  aurons  en 
égalant  à  zéro  le  coefficient  de  x",  dans  (18), 

v[X  +  p{y)]yn -(«-+-  X  i-l"  =  7-'+'r,„  +  jp, 4/'„_,  + . . .  + j' p„ J/'o- 

Nous  pourrons  désigner  le  second  membre  de  cette  relation 
par  y^'^^^n{y)i  l'n  étant  une  série  entière  en  y  convergente 
pour  j=  I.  Nous  aurons  bien  (n°  8,  remarque)  pour  solution  '\>„ 
de  cette  équation  une  série  entière  en  ^  convergente  poury  =  1. 
On  voit  immédiatement  qu'elle  contient  j>-^+'  en  facteur.  Déter- 
minons les  séries  'j^,,,  -},,  .  .  . ,  <I^,_,  et  posons 

gix,y)  =  ^Q{y)  ^  oci^iiy)  -^  .  .  .-^  x>-'^,.-\{y)- 

Si  l'on  rem])lace  'h  par  g  dans  le  premier  membre  de  (18)  les 
termes  en  .r,  a?-,  .  .  .,  x''~^  disparaissent  en  même  temps  que  les 
termes  ne  contenant  pas  x  et  nous  avons 

(19)     xg'^-y[l  +  a{x,  y)]g'y^  Ig  +j-^-+i-»)(a7,  y)  =  x'y'+Ui{x, y). 
Si  nous  ajoutons  les  équations  (17)  et  (19),  en  posant  • 

K(x,y)^f-hg, 
nous  avons 

^^'x-yV^  -^  «(^.  y)]^-+-  ^^K  =  x'y^+^hix,  y). 


I 
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Celle  fonclion  K  vérifie  donc  l'équalion 

(20)  xv^'j.  —  y\\  -H  a(x,  /)J?y+  X?  =  x''y^+*  h(x,  y). 

Faisons  le  changemenl  de  variable 

(21;  v  =  K{x,y). 

La  fonclion  R  est  de  la  forme  K=j)'[i  -(-  /(a?,  r)]  où  l(x^  y) 
osl  une  série  (filière,  nulle  pour  a?  =  o,  j)'  =  o,  on  peut  donc  tirer 
de  la  relation  (21)  r  en  fonclion  de  t'  et  de  x.  Faisons  dans  l'équa- 
lion (i4)  le  changement  de  variable  (21).  On  a 

X  di'  =  X  K'f.  dx  H-  X  K'y  dy  =  [ ar  K'j.  —  y{\  -f-  a  )  K ', ]  dx. 

Si  nous  désignons  par  \  {x^  v)  ce  que  devient  le  coefficient 
de  dx^  lorsque  y  est  remplacé  en  fonction  de  v  et  de  .r,  on  obtient 

l'équation 

X  dv  -^  \(x,  v)  dx  —  o. 

Si  d'autre  part  on  désigne  par  F(;r,  v)  ce  que  devient  une 
fonction  'f  (x,  y),  lorsqu'on  fait  le  changement  de  variable  (21)  et 
qu'on  effectue  ce  même  changement  pour  l'équation  (ao),  cette 
équation  devient 

xY'^—[y{l  +  a)K;  — ;rK'a,]F'^-f-XF  =  x'y^+^  hi  x,  y), 
•2-Fx— V(j-,  v)¥'^-^\V  =  x>v''+^b{x,  v). 

Cette  équation  admet  la  solution  F  :^  c.  On  a  donc 

V(:r,  r)  =  Xi'  —  x'y^-^^b{x,  v). 

Le  changement  de  variable  (21)  met  bien  l'équation  (i4)  "^ous  la 
forme  (i4')- 

Remarque  I.  —  Le  changemenl  de  variable  (21)  n'est  valable 
que  si  v  est  assez  petit  pour  que  l'on  ne  puisse  avoir  K'^  =  o,  mais 
en  remplaçant  v  j)ar  rc,  et  prenant  c  assez  petit,  on  peut  supposer 
que  le  changemenl  de  variable  est  valal)le  pour  |x|^r,  |  »' |  =  i  et 
(jue  ^(r,  v)  vérifie  les  conditions  X —  H  >■  o  (n"  7). 

Remarque  II.  —  Nous  mettons  en  particulier  l'équation  (i4) 

sous  la  forme 

X  dv  -h  f  [ X  —  vi>(x,  t' ) J  dx  =  o. 
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On  peur  obtenir  celte  forme  d'équation  par  un  cliangoment  por- 
tant sur  X  seul  au  lieu  (I(î  porter  sur  >'.  L'équation  (i4)  s'écrit  en 
effet 

y  X  '  X  ' 

avec  les  notations  déjà  employées.  Prenons  une  variable  u  définie 

par 

K  -{-  xoL  (x)    ,  A  du  — ^—         _, 

dx  =  j  X  e    '■      —Lu. 

X  n. 

En  prenant  la  constante  C  assez  petite  et  substituant  à  x  la 
variable  m,  on  obtiendra  l'équation 

u  dy  -+-^k[X  — yb(u,  y)\  du  =  o, 
b[u^  y)  étant  une  série  convergente  pour  |m|Si,  |y|<i. 

13.  Cis  ou  \  EST  KATiojNxXEL.  —  Si  l'on  a  a  =  y>  ;  ^,  les  entiers 
p  el  q  étant  premiers  entre  eux,  les  raisonnements  précédents  ne 
peuvent  être  appliqués  quels  que  soient  /■  et  s.  Supposons  pour 
simplifier  que  l'équation  ait  d'abord  été  mise  sous  la  forme  (n"  12, 

remarque  II) 

X  dy  -+- y ( X  -<-  a)  dx 
avec 

a  =yai{x) -hy^ciiix) -h.  .  ., 

rti,  «21  •  •  •  étant  des  séries  entières  en  x. 

Si  nous  cherchons,  comme   précédemment,   à  déterminer   une 

fonction 

tp  =  jcp,(x)  -h  y^fi(x)  H-.  .  .-^y"v3„(x)  -4- .  .  . 

vérifiant  l'équation 

(-22)  x<f'j. — y{\-\- a) 'f'y-h  lo  =  O, 

nous  aurons  es,  =  i  et  nous  déterminerons  sans  difficulté  (po, 
©3,  ...,  csy,  séries  entières  en  x;  mais  nous  serons  en  généfal 
arrêtés  par  une  im[)Ossibilité,  si  nous  voulons  obtenir  cp^^,  sous 
forme  d'une  série  entière.  Nous  aurons  en  effet,  en  désignant 
par  ay(,r)  une  série  entière  déjà  connue, 

oi,,{x)  dx 


/a   ( x' 


à 
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Si  'y-qix)  fonlienl  un  terme  CfXP,  l'expression  de  o^^,  con- 
tiendra un  Ijrni/;  c,  xP  lûX  et  C5y_^,  ne  pourra  être  une  série  entière. 
Nous  éviterons  cette  impossibilité  en  considérant,  au  lieu  de 
l'équalion  (a?),  l'équation 

.rcp'r  —  _y(l  -+-a)(f'y-h  Xç  =  CixP-f'/-^^. 

Nous  aurons  les  mêmes  expressions  (ju'au  n"  12  jiour  les  »/,  si 
l'on  a  /  <;  7  +  I ,  mais  on  aura 

'fy+i  sera  donc  une  série  entière  où  le  coefficient  de  xP  pourra 
être  pris  arbitrairement.  On  verrait  de  même  que  l'on  pourra 
éviter  les  impossibilités  qui  peuvent  se  présenter  dans  la  déter- 
mination des  termes  '>52y+M  '^:iy+M  '^/«v-t-i  ^n  considérant  au  lieu  de 
l'équalion  (22)  une  équation  de  la  forme 

(•23)     X o'j.  —  y {\ -ir  a)Vf'y -^  Xo  —  (f(c,.xf'o'/-\-CiX'^P(s'^'/-t-.  .  .  +  c,„a?""/o""/j, 

Cl,  Co,  . .  , ,  c„,  étant  des  constantes  qui  peuvent  être  nulles. 

Nous  conviendrons,  pour  fixer  les  idées,  de  prendre  égal  à  zéro 
le  coefficient  du  terme  en  x'"  qui  reste  arbitraire  dans  'Siq^, 
pour  f  =  I,  2,  .  .  .,  m. 

Si  nous  supposons  que  l'on  prenne  /n  tel  que  l'on  ait 

rnq  -i-  I S  s  <;  I  /?i  -H  I  )  ^ 

et  si  nous  raisonnons  comme  au  n"  1:2,  nous  voyons  que,  si  l'on 
désigne  par  Tj  une  série  entière  en  x  et  y  convenablement  choisie, 
on  peut  déterminer  une  fonction 

qui  vérifie  une  équation  de  la  forme 

;  =  //! 

(M)  X  f[,  —y  (  X  -^  «  )/;  -^  If  =  y^-  ^'  ri  +  2  '''f"'^'  ""'''■ 

1  —  1 

Si  l'on  pose  ce  =f-\-'l  et  que  l'on  remplace  'j  par  cette  expres- 
sion dans  l'équation  (23),  on  est  conduit  à  considérer  une  fonc- 
tion 'l(x,  y)  vérifiant  l'équation 

I  -  m 

x'}f\.-y('k^a)<\>l-^  X'I^  -\-y'+*rt  -f- V  c,f''/^ix/p=\rix'i'(/-^  i}/)'y*-«. 
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Cherchons  à  déterminer  une  solution  de  la  forme 

^0?  'In  'la?  •••  étant  des  fonctions  de  y  seul.  On  voit  que  si  l'on 
pose  a(o,  y)  =  '^{y),  '|'«(j^)  est  déterminé  par  une  équation  de 
la  forme 

On  voit  immédiatement  que,  pour  /  =  o  :  i"  yiiv)  est  une  série 
entière  en  >-;  2°  '|/(j')  est  une  série  entière  en  j'  contenant  j''+'  en 
facteur.  Il  en  résulte  que  si  la  première  propriété  est  vraie  pour 
tr=o,  I,  2,  ...,  n  —  I,  elle  est  également  vraie  pour  i=zn.  Nous 
en  concluons  que  y,,  {y)  est  une  série  entière.  Examinons  si  -Iiq, 
|,.  .. .,  '|„..|  étant  des  séries  entières  en  y^  contenant  j'^+'  en  fac- 
teur, il  en  sera  de  même  de  -i^,,.  L'équation  qui  vérifie  <!/„  se  met 
sous  la  forme 

j^'  4'«  -    y  +  n-  J  ^•'  {}■  )\  'K  =  r-"+'  f\n  {y  ), 

o.' {y)  étant  la  dérivée  d'une  série  entière  enj>^.  La  fonction  v],,  est 
également  une  série  entière.  On  a  donc 

n       .  7!  n 

i^„  =  Cj''-      e'*' -\- y'-      e'^  I  y  ' "^niy)  e  '"■  dy. 

On  obtiendra  pour  '|„  une  série  entière,  en  prenant  C  =  o,  si 
l'intégration  n'introduit  pas  de  terme  en  L,x.  Un  pareil  terme  ne 
s'introduira  que  si  les  deux  conditions  suivantes  sont  vérifiées  : 


I    T- 


Y  =  — ^  est  un  entier.  Ceci  exige  que  l'on  ait  n  =  X/?,  k  étant 

un  entier.  2"  Le  développement  en  série  de  r  '  i\„[y)  e~'*-  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  y  contient  un  terme  constant. 
Ceci  exige  que  l'on  ait  5  —  y  ^o,  d'où  /?  ^  —  •  Puisque  nous  avons 

d'autre  part  s^inq-\-  i  ^  nous  aurons  n^  nip  -}-  —  •  Il  résulte  des 
deux  conditions  trouvées  que  l'on  a  />  ^(m  4-  1  )/>• 
Si  nous  prenons  un  entier  /•  tel  que  l'on  ait 

r^(m  -t-  \)p, 
(|>oj  '}i?    •••,  'Iz-i    seront  des  séries  entières.  On  peut,  en  faisant 
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C  ^  o  dans  l'expression  de  -L,,,  supposer  que  ces  séries  contiennent 
toutes  j'^+'  en  facteur.  On  le  voit  immédiatement  en  intégrant  la 
série  qui  représente  la  quantité  sous  le  signe   /  .  Posons 

on  aura 

(25)       xgj,—y{\-^a)g'y-\-\g-^y^+^r^ 

-+-  S  c/'^+J  x^i'  —"Lciif-^-  g  )"'  *  '  ^'''  =  x'y-'-^-  ^  k(x,  y), 

h^x,  y)  étant  une  série  entière  en  x  ely. 

Si  nous  ajoutons  les  équations  (24)  et  (aS),  nous  voyons  que 
K(x,  y)  ^f-\-g  est  solution  de  l'équation 

xr^'j.  —  y{\  +  a ) cp^, -1- Xcp  =  'Lci<if''l+^ x'i'-^  x'y''-^^ h( X,  y). 

Il  en  résulte,  en  raisonnant  comme  au  n°  12,  que  si  l'on  subs- 
titue ù  j'  la  variable  v  définie  par 

0=  K{x,y), 
l'équation  (i4)  devient 

X  dv  +-  4'[À  —  LciX'fv'i —  x'p''  b(x,  v)]  dx  =  o. 

Dans  la  somme  2  le  nombre  /  prend  les  valeurs  i,  2,  . . .,  m. 
La  série  ^(j?,  t^)  peut  être  supposée  convergente  pour  |  .r  |  ^  i , 
I  i^  I  ^  1 ,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  (n"  12,  remarque  I). 

1  i.  FoKMK  DE  l'iNTF.OUALE  GÉîVÉRALE  DE  I.'ÉQUATIOA  DIFFÉREN- 
TIELLE DANS  LE  VOISINAGE  DUN  COL.  — Nous  écHrons  l'équatiou  (  1 4) 
sous  la  forme 

(  V.6  )  X  dy  -\-  y\}^  —  ^'{'^i  y)\  dx  =  u  ; 

en  désignant  [)ar  a^,  «^+1,  . . .  des  séries  entières  en  x,  nous  avons 

a  =  as(x))"'  -r-  rt.î+i  ( X  jj''^'  -f- 

Le  cas  que  nous  considérons  babituellement  sera  celui  où  l'on 
a  /•  =  o,  5  =  1;  mais  il  nous  sera  utile  de  déterminer  la  foi  me  de 
l'intégrale  générale  pour  /•  et  5  quelconques.  Nous  supposons  que 
la  fonction  a{x,  y)  vérifie  les  conditions  )>  —  A  >•  o  (n**  7)  et  que, 
par  suite,  il  existe  des  nombres  fixes  A,  tels  c[ue  pour  x  variant  de 
o  à  H-  I  on  ait  |  a,(  j:)  |  ^  A». 
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Cherchons   î\   déterminer    une    intégrale    générale    de    l'équa- 
tion (26)  de  la  forme 

fi^,r)^yfi(^)+y'^Ai^)-^---=  const. 

La  fonctiony  vérifie  la  relation 

•-^/.'i-  —  '^ff'y  =  -  y^''a{x,  y)fy. 

Achevons  de    déterminer   cette    fonction  f  en   supposant   que 
f{x^  i)  se  réduit  ky.  On  a 

d'oùy,  =:  .a:',  puisque,  pour  x  =  1 ,  on  ay ,  ^  i .  On  a  ensuite 


"'f-'-ldx. 


On  voit  que  l'on  peut  déterminer  successivement  y's?  j\i  ••••  ^^ 
que  toutes  ces  fonctions  restent  finies,  lorsque  x  varie  de  o  à  i. 
On  obtient  pour  /i  >>  i  des  dominantes  V„  des  fonctions  /„,  en 
considérant  des  fonctions  F,,  |)Osilives  ou  nulles  pour  j?  i=  i  et 
vérifiant  les  équations 

X F;,  —  n \  F„  =  —  x>\Kn-\  F,  -h  A„_.  F. -4- ...  -f-  A^  F„_., ). 

Nous  n'avons  pour  le  montrer  qu'à  nous  servir  successivement 
pour  //  =  2,  3,  ...  de  l'expression  (28)  des  fonctions y„. 

Cherchons  les  conditions  de  convergence  et  la  forme  de  la  fonc- 
tion 

F=j^F,(.r)+72Fi(a')4-.... 

Cette  fonction  F  vérifie  la  relation 

Distinguons  uiainleuant  les  deux  cas  dont  nou^  avons  parlé  : 

i"  On  a  .S"  =  I ,  r  ^=  o.  La  fonction  F  fournit  l'intégrale  générale 
de  l'équation 

(•29)  xdy-]-y{X  —  Ps^xy  —  kiy'-—...)dx  =  o. 
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On  peul  poser 

a'  étant  la  dérivée  d'une  série  entière  a(,)'),  que  l'on  supposera 
sans  terme  constant.  Cette  série  y-{y)  ^  ses  coefficients  tous  positifs, 
elle  est  convergente  pour  |j^|  ■<  '5  puisque  le  dénominateur  dans 
le  premier  membre  de  (3o)  n'est  pas  nul  pour  |^|5'-  L'équa- 
tion (29)  admettra  donc  pour' intégrale  générale 

F{x,  y)  ^ y x^- e^'-y''  =  const. 

Les  termes  du  développement  de  cette  fonction  F  suivant  les 
puissances  dey  remplissent  bien  les  conditions  voulues  pour  être 
les  dominantes  des  termes  correspondants  du  développement  de  _/". 
On  suppose  dans  tout  ce  qui  précède  que  û:  est  réel  etvarie  de  o 
à  I . 

La  série  F  étant  convergente  pour  |  v  |  =  i,  la  série/,  considérée 
comme  série  en  y,  série  convergente  pour  |j)'|<Ci  et  x  variant 
de  o  à  I .  On  peut  écrire 

/  =  yx'\i  ^  y^'  i{x)  -^  y^  i'ii  x)  ^ .  .  .], 

en  désignant  par  i  -+-  yG t  -{-  j-  G2  +  •  •  •  le  développement  de  e^^^^K 
On  a 

Un(^)|<G„. 

La  série  \-\-yg,(x)-\-y-^.2{x')-\~...  sera  donc  convergente 
dans  les  mêmes  conditions  que  la  série /et  nous  pouvons  énoncer 
le  théorème  suivant  : 

Si  a{x,  y)  vérifie  les  conditions  A  —  A  >  o,  Véquation  diffé- 
rentielle 

(3i)  X  dy  ^  y[\ — ya{x,y)^dx^o 

admet  pour  \y\'^\  et  x  réel  variant  de  o  à  \  une  interpole 
générale  de  la  forme 

>-.r^[i  -^  y  g  i(  X  )  y^-  g2{x)  -1^ .  ..]  =  coiisl., 

g^,  g.2-,  •••  étant  des  fonctions  de  x  seul,  qui  restent  finies 
lorsque  x  varie  de  o  à  i . 
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2°  /■  et  s  sont  quelconques.  Nous  avons 

F,  =  ^>,        F,=  Fs  =  ...=.  F,  =  o. 
Posons 

F(x,  y)  =  j'xi  +  x''^-'^'Vv{x,  y), 

K{x,  y)  ~y^+^Ks+,{x)  +  y^+^Ks^^{x)  -^ .  .  .. 

K^^,,  Kç_,_2,  . . .  sont  des  fonctions  de  x  seul  qui  se  réduisent  à  zéro 
pour  j7  =  I .  La  fonction  K  vérifie  l'équation 

{r  -h  \)K  +  xK'^-  KyK'y==  -  y  \{y)  -  yx'-  k{y)K'y. 

Les  fonctions  K„  étant  fournies  par  des  égalités  de  même  forme 
que  les  équations  (2'^),  fournissant  les  fonctions /„,  nous  obtien- 
drons des  fonctions  G„  dominantes  des  K„,  pour  x  compris  entre  o 
et  I ,  en  considérant  des  fonctions  G„(.z')  positives  ou  nulles,  pour 
X  ^=  \ ,  telles  que  la  fonction 

G(.r,  y)  ^7^+-'  Gs^i{.x)  ^y^^-\Gs^i{x)  +  . . . 

vérifie  l'équation 

(32)  {r-^l)G-^xG'^~\yG'y=-yk{y)-y\iy)0'y. 

En  effet,  nous  avons  remplacé  x''  par  1  dans  l'équation  que 
vérifie  K;  nous  aurons  donc,  d'après  le  lemme  du  n**  9,  augmenté 
les  fonctions  G„. 

Si  nous  cherchons,  pour  l'équation  (32),  une  solution  G  ne 
dépendant  pas  de  r,  cette  solution  vérifie  l'équation 

y[\  -  AO  )J  ^  _  (r  +  >.)  G  =yK{y). 

Celte  équation  est  une  équation  de  la  forme  étudiée  au  n"  8.  On 
peut  supposer  que  /•  et  s  sont  tels  que  l'on  ait  s\  >>  /•.  Cette  équa- 
tion admet  alors  une  solution 

.    G{y)  =  Cs+iy'+'  +  c,+2>---+2 -h... 

convergente  pour  v  =  1  et  ajant  tous  ses  coefficients  c,  positifs. 
Ces  coefficients  étant  des  dominantes  des  fonctions  K/,  Fj,  //, 
toutes  les  séries  que  nous  avons  introduites  seront  convergentes  pour 
y  I  <C  '  cl  X  réel  couipris  entre  o  et  1 .  Les  fondions  f.,,  J\^  ...,  fx 
sont  identiquement  nulles,  puiscju'elles  admettent  pour  dominantes 
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^2,   Fs,    ..,  Fç,  qui  sont  nulles.  On  volt  également  qu'il  en  est 
ainsi  d'après  les  formules  (28). 
On  peut  donc  écrire 

f^jx^[i  -t-  x'y^ff,+i(x)  -+- x'y^+^ffs+ii^)-- .], 

F  =_/,r>[i  -+-  x'y'Ks^iix)^  x>y.-<+iKs+i-h.  .  .],' 

|^„(t)|  <  Kn(:r)  <  c„, 

et  l'on  peut  énoncer  le  théorème  suivant  : 
Une  équation  différentielle  de  la  forme 

(33)  X  dy  -t- J^[X  4-  x'y^ a{x^  y )\  dx  ~  o, 

OÙ  ai^x^  y)  satisfait  aux  conditions  K  —  A  >»  o,  admet  une  inté- 
grale générale  de  la  forme 

'  yx'[\  ~  x'y^  frsi->^)-^  x'-y^+^f^s+xix)  -1-.  .  .J  =  const. 

La  série  entre  crochets  est  convergente  pour  \y\  <  1  et  x  réel 
variant  de  o  à  i.  Lorsque  /  varie  de  o  à  i,  y  compris  o,  les 
quantités  gnix),  qui  sont  des  fonctions  de  x  seul,  restent 
finies. 

15.  Etude  d'une  é<^)UAtion  particulièiœ  dans  ik  cas  ou  )«  est 
RAT]0A>iEL.   —  Pour  étudier  l'intégrale  générale  de  l'équation  (3a) 

dans  le  cas  où  A  =  -  est  rationnel,  nous  étudierons  d'abord  le  cas 

•       •  ^- 

particulier  de  l'équation 

( 3 i  )  X  dy  -hy\-  x"'i>y""i c ( ./;/' yi  ,1    dx  =  o, 

c{xi>y'l)  =  r„-f-  c\xi'y'i-^  (■■'ar'/' j»''-r-.  .  .  ; 

m  est  un  entier,  en  général  égal  à  i;  Cq,  C|,  c-y  sont  des  constantes. 
Il  nous  suffirait  de  considérer  le  cas  où  c  est  un  poljnome  enx'' yt, 
mais  rien  n'est  changé  aux  raisonnements,  si  c  est  une  série 
entière.  Nous  supposons  que  la  condition  A  —  C>>  o  est  satisfaite, 
c'est-  à-dire  que  l'on  a  -  —  |  c©  |  C(  !  —  |  —  ...  >  o. 

Nous  savons  (n°  li)  que  cette  équalion  admel  une  intégrale 
générale  de  la  forme 

y^'i  .> ,  y  )  ^yx1{\^  ygxix)  -^  y^giix)  -f  .  .  .J  =  cnnsl. 
Ll.  6 


—  8-2  — 

Nous  allons  chercher  la  forme  analytique  des  fonctions  /,'„(x). 
Posons 

L'équation  (34)  devient  ^ 

du  -+-  «""/+!  c{uf  )  dl  =  o. 

L'intégrale  générale  de  cette  équation  sera  donnée  par  une  rela- 
tion de  la  forme 

/(m,  <)  =  w  -I-  t/ii  II)  -+-  (^J\{u)  -4-.  .  .  =  const., 

la  fonction  y(w,  t)  vérifiant  l'équation 

fi=u""/+U:(u'r)f„. 

On  sait,  en  effet,  d'après  les  théorèmes  généraux  d'existence, 
que  cette  équation  admet  une  solution  /{«,  t)  se  réduisant  à  a 
pour  t  =  o.  Cette  solution  est  représentée  par  une  série  entière 
en  u  et  ^,  convergente  pour  a  et  t  voisins  de  zéro.  On  a 

in-hi ;/„+,  ( «  )  =  a"'?+i  c( i^'/  )//, ( u). 

En  faisant  n  =  o,  on  voit  que  /,  contient  u""/^*  en  facteur.  On 
voit  ensuite,  par  le  raisonnement  habituel  de  récurrence,  que  /„ 
contient  u'""^^^  en  facteur.  f{u^  t)  sera  donc  de  la  forme 

/=«[!+  <;<""/ R,  (  U'l)-+-  ^2  u2""/R2  (?<'/)-(-.  .  .-f-  ^"i/"""/R„(m'/)-(-..  .], 

Ri,  Ro,  ...,  R//,  ...  étani,  suivant  que  ft  est  un  polynôme  ou  une  série, 
des  polynômes  ou  des  séries  en  nf.  On  peut  ordonner /suivant  les 
puissances  de  u.  On  aura 

P,,  P2,  ...,  P„,  ...  étant  des  polynômes  en  /,  de  degré  au  plus 
égal  à  l'indice  et  contenant  tous  t  en  facteur. 

/_' 
Si  dans  y  on  remplace  u  par  yx'l  et  t  par  — Lj?,  l'intégrale / 

devient    identi(|ue    à   l'iulégralc   ^^    puisque    toutes    les    deux  se 
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réduisent  à  y  pour  x  =  i .  Nous  avons  donc 

/: 

g^ix,  y)  =yx^[\  -^  xi'yiVi{Lx)-\-  x'^py^iP^{\,x)  -+-... 

Vi,  étant  un  poljnoine  en  L^  de  degré  au  plus  égal  à  n. 

16.   Forme  de  l  intégrale  dans  le  cas  ou  X  est  ratiowkel.   — 
Considérons  l'équation 

(35)  X  dy  -H  j cixi'y'i)  —  .ij''y''a{  x,  y )    dx  =  o, 

où  l'on  a 

c{xi'y'l)  =  Cixi'y'/  )  -+■  c.îX'^i'y-i  -^  .  .  .-+-  c„iX"^' i'y'"'l, 
a(x,  y)  =  a.,.+,(jr)  -^^«,+2(37) -+-. .  .  ; 

C),  Cj,  . . .,  c,„  sont  des  constantes;  a.s^.|,  «,+21  •••  des  fonctions  de  x 
seul.  Nous  supposons  /•  ^  n^' Pi  s  >  m  q.  Nous  posons 

Q=|'V|,         A/>  la/Ca?)!,         A(^)  =  A,+, -<-jA.ç+î-H..., 

A,  est  un  nombre  positif  supérieur  à  |  aiix)  \  pour  j?  réel  et  variant 
de  o  à  I.  Nous  supposons  enfin  que  la  fonction  c(jr^/^) -f-a(a^,  jk) 

satisfait  aux  conditions  -  —  C  —  A  >  o. 

L'intégrale  générale  de  l'équation  (35)  est,  comme  nous  l'avons 
vu  (n"  14),  de  la  forme 

f{-^yy}^y^''\^—yf{^)  +rVî<-î- ,»  +  •••]  =  c()usi., 

f  véridanl  l'équation 

^f'x—y    ^   -  cixi'qi)  —  x>-y'a(x,  y)  \/y  =  o. 
Nous  connaissons  (n"  lo^  une  fonction  g(x,  y) 

g{x,  r)  =  ^^y(-^.  y)^yb  +ygi(^)  -^y^gti^)^--  •] 

qui  vérifie  l'équation 

^  g':  —  .r  f  >>  —  f  (  .r/'jv  )  ]  ^  ;  :^  o ,        '•  =  -^  • 
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Posons 

La  fonction  cp  vérifie  l'équation 

(  X  4-  r)  <p  -+-  rr  cp;^.—  Xj  cp^  =  —  (c  H-  x'-y''a)y  ^'y  —  y'+^  a^y. 

On  peut  obtenir  la  fonction  s  sous  la  forme 

CD, ,  Oo,  'f  35  •  •  •  étant  des  fonctions  de  x  seul,  nulles  pour^r  =  i .  Les 
fonctions  '^„  sont  fournies  par  des  équations  de  la  forme 

où  •]>„  est  une  fonction  linéaire  d'une  part  des  fonctions  o,  et  ^,, 
d'autre  part  des  fonctions  ai  pour  lesquelles  on  a  i<in.  Nous 
obtiendrons  donc  des  dominantes  4>„  des  fonctions  o„  en  rempla- 
çant les  a,-,  i;i,  ainsi  que  les  constantes  c/,  par  des  dominantes. 
Nous  sommes  ainsi  amenés  à  considérer  une  fonction 

^^.y)  =>'('  +  Gjj-H  G27»-+-. . .), 

oCi  les  constantes  G/  sont  des  dominantes  de  gi{x)  pour  x  variant 
de  o  à  I.  Nous  avons  démontré  (n"  14)  l'existence  de  cette  fonc- 
tion G.  Nous  considérons  la  fonction 

*  =  y  ^i{x)-^y^^i{x)  ■-+-..., 

<!>,,  <I>2,  •  •  •  étant  des  fonctions  de  x  nulles  ou  positives  pourx=  i 
et  *t>  vérifiant  l'équation 

(  X  -4-  /•  )  4»  +  r  *;,. — \y  *;  =  —  (  G  -H  j' A  1  y  *!>;. — j'+i  .vg;.. 

Cette  équation  est  de  la  même  forme  que  l'équation  (-^2).  Les 
raisonnements  faits  pour  l'équation  (32)  s'appliquent. 

La  série  représentant  la  fonction  o  sera  donc  convergente  pour 
Ij'l  <^  I  et  X  réel  variant  de  o  à  i .  Nous  pouvons  remarquer  que 
pour  /*  <^  5  H-  I  les  fondions  ^„  sont  nulles,  comme  les  fonctions 
Fa,  F3,  ...,  F,  du  n"  I  i.  Les  fonctions  cp,,  (pj,  'f3,  ••.,  ®.t  sont  par 
conséquent  nulles. 

Nous  arrivons  donc  a  une  conclusion  analogue  à  celle  du  n"  14, 


qui,   rapprochée  de   ce  que  nous  savons  (n"  io)  sur  la  forme  de 
g{x,  y),  nous  donne  l'énoncé  suivant  : 

IJ  équation 

(35)  X  dy  -\-    —  —  c{xP  yi  )  —  x'y^  a{x,  y)\dx=:-  o, 

OÙ    c    est    un    polynôme   de    degré    m    par   rapport   à   l^ ex- 
pression xPyf^  où  l'on  a  r'^m'p,    s';>m'q,    où   la  fonction 

c{xi'y'i)  -+-x''y''a{x,  )  )  satisfait  aux  conditions  -  —  C  —  A>o, 

admet  une  intégrale  générale  de  la  forme 

IL         •*• 
x'ly[i-\-  xi'y'l?i(Lx)  -+-..  .-\- x"^'Py'"''iï*  ,„{\.x)  +  x'y^h(x,  y]  =  const., 

dans  laquelle  P,,  Po,  P,„'  sont  des  polynômes  en  hx  de  degré  au 
plus  égal  à  V indice.  h(x,  y)  se  /présente  sous  la  forme 

h{^,y)  =  Ihi^:)  -h  y  lh(x  )  -^-  y'-  lit(x)  -<-...; 

/t„,  /*,,  h,,  ...  sont  des  fonctions  de  x  seul  et  cette  série  h  est 
convergente  pour  \y\<ii  et  x  réel  varient  de  o  à  i . 

17.  Forme  de  l'intégrale  générale  pour  X  irrationnel.  —  Les 
diverses  formes  que  nous  pouvons  donner  à  l'équation  (i4)  vont 
nous  permettre  de  déterminer  les  propriétés  du  développement 
fournissant  l'intégrale  générale  de  l'équation,  ainsi  que  la  forme 
des  différents  termes  de  ce  développement. 

Nous  avons  vu  que  l'équation 

(36)  X  dy  -h  y[\  -h  ya(r,  y  )]  fix  =  o 
admet  l'intégrale  générale 

(37)  ■  /^x>^{i-^y/i{x) -hy^fi(.r)-h  ...]  =  con%l.. 

f  se   réduisant  à  y   pour  .t  =  \.   Si  l'on  fait  le  changement  de 
variable  convenablement  choisi  (n"  12) 

r  =y\\-r-  Hx,y)], 

cette  équation  (36)  devient  l'équation 

x  di>  -h  \>[\  -h  x''i>^ b(x,  V}]  dx  =  o 
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qui  adiiiel  pour  intégrale  générale 

G(x,  y)  ^  x^v[i-{-  xi'v'' g(x,  v)\  =  const. 

Si  dans  G  nous  remplaçons  «^  par  j'[i -f- Z(.r,  j')],  nous  obtenons 
une  fonction  K(  J7,  )')  qui,  égalée  à  une  constante,  fournil  l'intégrale 
générale  de  (3(3).  Soit 

y  -+-  s^îJ^  -+-  «37'  +  •  •  • 

ce  que  devient  cette  intégrale  pour  x=.\.  I^a  fonction  '>2(jr,  y) 
définie  par  la  relation 

tp  -f-  a, (f 2 _^_  «3  C&3  -+- .  .  .  =  K{x,  y) 

sera  de  la  forme 

(38)  Vf{x,  y)~K{x,  y)  -^  '^JiK'^ix,  y)  -^^^K^ix,  y)^..., 

les  quantités  a/  et  [i/  étant  des  constantes.  D'après  la  façon  dont  o 
vient  d'être  définie,  cette  fonction  fournira  une  intégrale  de  (36)  se 
réduisant  à  y  pour  a?  =  1 .  La  fonction  ©  (.2;,  y)  sera  donc  identique 
à/.  Nous  tirons  de  là  les  conséquences  suivantes  : 

I  "  Les  termes  de  /'  contenant  y  à  une  puissance  inférieure  à  5  H-  i 
s'obtiendront  en  considérant,  dans  G,  le  seul  terme  x'i',  et  en  rem- 
plaçant, dans  (38),  K(x,  r)  par  yx^[i  +  'E{x^  j)),  l'expres- 
sion 

E(a7,  y)=yei{x)-^y^ei{x)-\-...-^ys^xe,-\{x) 

désignant  l'ensemble  des  termes  de  /(j?,  y)  qui  ne  contiennent 
pas  }-*  en  facteur;  e,,  e^i  •  ..,  es  \  sont  des  séries  entières  en  x. 
Nous  n'avons  déplus  à  considérer  dans  (38)  que  les  termes  ne  conte- 
nant pas  K^^'  en  facteur.  Les  termes  de  /  contenant  j'  à  une  puis- 
sance inférieure  à  s  -\-  1  sont  identiques  aux  termes  correspondants 

de 

yx^ (  1  -H  E )  -f-  [ii^* x^'>-  C I  -H  K  )'-+-...  -f-  [3 ,-7*"  a^^-' (  i  -f-  E  y. 

II  en  résulte  que,  pour  n  <<  s,  le  coefficient  /„  sera  un  polynôme 
en  .r^-,  de  degré  au  plus  égal  à  n.  F^es  coefficients  de  ce  polynôme 
seront  des  séries  entières  en  x.  Le  nombre  s  pouvant  être  pris 
aussi  grand  que  l'on  veut,  cette  propriété  est  vraie  quel  que  soit  n. 
Les  Jofictions  J i{x)  sont  des  polynômes  en  x^  de  degré  au  plus 
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f'galà  i\  (es  coefficients  de  ces  polynômes  sont  des  séries  entières 
en  X. 

2"  Cherchons  les  termes  de  f  où  x  figure  avec  un  exposant  ne 
dépassant  pas  un  nombre  t.  Supposons  que  nous  ayons  pris  /" 
et  s  tels  que  l'on  ait 

Les  termes  considérés  proviennent  encore  de  l'expression  (3S) 
où  nous  ne  considérons  que  les  termes  qui  ne  contiennent  pas  K.*"*"' 
en  facteur,  et  où  nous  remplaçons  K  par  yx'[i  -'rM{x,  y)]. 
L'expression 

M(x,  y)  =  mo(y)  -+-xmi(y)  -+  . . .  +  x'—^  mr-i(y), 

où  les  mi  sont  des  séries  entières  en  j',  désigne  l'ensemble  des 
termes  de  l{x,  y)  qui  ne  contiennent  pas  x''  en  facteur.  On  voit 
que  l'ensemble  des  termes  considérés  est  de  la  forme  ^^{x,  x^j})^ 
V  étant  un  polynôme  en  x  et  x',  ayant  pour  coefficients  des  séries 
entières  en  y.  On  peut  écrire 

R^i  X,  y)  est  un  développement  de  forme  analogue  à  /.  Cette  fonc- 
tion R'(a7,  j')  reste  finie  pour  [yl^i  et  x  variant  de  o  à  i .  De 
plus  elle  tend  vers  zéro  avec  x.  En  effet,  les  termes  qui  restent  dans 
l'expression 

lorsqu'on  a  enlevé  les  termes  qui  font  partie  de  Va{Xy  x^,  y)  con- 
tiennent en  facteur  une  puissance  de  x  supérieure  à  <t  et  leur  quo- 
tient par  x"^  reste  fini  dans  le  domaine  considéré,  puisqu'il  s'ex- 
prime au  moyen  de  séries  convergentes  dans  ce  domaine.  11  en  est 
de  même  des  termes  de  y  qui  proviennent  de 

Ces  termes,  contenant  en  facteur  a'*"^'^',  tendent  vers  zéro  avec. r 
lorsqu'on  les  divise  par  x"^  puisque  l'on  a  pris  s  tel  que  l'on  ait 
(54-  i)X.  Le  nombre  «r  étant  quelconque,  nous  voyons  que/f  .t,  y), 
considère  comme  fonction  de  .z,  est  une  fonction  senu-régulière 
pour  X  =zo  {n"  10). 
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18.  Propriétés  dk  L'iNTÉ<iUALE  <;f.néi\ alt.  lorsque  a  fst  ration- 
nel. —  L'équation  (36)  qui  admet  l'intégrale  (3-)  fournit  (n"  13) 
par  un  changement  de  variable  l'équation 

xdi>-hi>['k  —  c(xPvi) — x''v^a{x,  v)\dx  =  o,      X  =  — 
admettant  (n°  16)  une  intégrale  de  la  forme 

dix,  (' )  ^  -i"^' t' [  I  -(-  WixPvl,  xi'fiLx  )  -h  x''^"  h(  X,  v)\  =  const., 

où  H  est  un  poljnonie  de  degré  ni  par  rapport  à  cliacune  des 
deux  expressions  .r/'P''/  et  x'Wil^X.  On  suppose  s^mq,  r^pm. 
Raisonnons  comme  au  n°  17.  Si  nous  remplaçons  dans  G  la 
variable  ç  par  jv'(i-t-/),  nous  obtenons  une  intégrale  de  l'équa- 
tion (36)  que  nous  désignerons  par  K(^,  c  )  et  l'intégrale  (37) 
sera  de  la  forme 

/(.r,  j)  ^  K(ar,  7)  +  82  KHx,  y)  -h  ^3  K3(x,  y) -h.... 
Nous  en  tirerons  les  conséquences  suivantes  : 

I  "  Les  termes  de  /  qui  contiennent  y  à  une  puissance  inférieure 
à  s -\-  1  s'obtiennent  de  la  façon  suivante,  en  conservant  les  nota- 
tions du  n"  17  :  nous  considérons  dans  G  les  seuls  termes  de 
a:'r(i-f-H),  nous  remplaçons  dans  cette  expression  v  par 
jv(!  -}-E),  en  ne  conservant  que  les  termes  ne  contenant  pas  i'^"*"', 
nous  substituons  enfin  l'expression  ainsi  obtenue  à  K,  dans  l'ex- 
pression 

(39)  K-^  PîK2  +  ...+  !3,K-«. 

II  en  résulte  que  pour  «<.ç  le  coefficient /„  dans  l'intégrale  (37) 
sera  un  polynôme  en  x"^-  et  xf'Lx.  Les  coefficients  de  ce  poljnome 
sont  des  séries  entières  en  x;  le  degré  de  ce  poljnome  est  au  plus 

égal  à  n  par  rapport  à  :r^  et  au  plus  de  degré  -  par  rapport  à  j^/'Lj?. 

Ces  propriétés  sont  vraies  quel  que  soit  «,   puisque  s  peut  être 
choisi  aussi  grand  que  l'on  veut. 

p."  Cherchons  les  termes  de  /  où  a?  figure  à  une  puissance  ne 
dépassant  pas  u.  Prenons  r  et  s  tels  que  /•  et  (.f  -h  i))v  soient  supé- 
rieurs à  0-,  Les  termes  considérés  proviennent  de  l'expression  {^i)) 
où  nous  remplacerons  K  par  p.r^(i  H- H)  et  (^  par  r(i-t-M).  Les 
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termes  cherchés  sont  donc  de  la  forme  l*^(^^,  x'-,  xf  y''hx,  y),  P, 
étant  un  poljnortie  en  .r,  .r^,  xf'yLx.  Les  coefficients  de  ce  poly- 
nôme sont  des  séries  entières  en  >-.  11  en  résulte  comme  précédem- 
ment que  l'on  a 

/^  Pç{x,  x^,  xiyfLx,  y) -\- x'^R^(x,  y); 

Y{fj{x,  y)  est  une  fonction  de  x  et  de  y  qui  reste  finie  pour  \y\  <^  i , 
lorsque  x  \ari«^  de  u  à    i,  et  qui    lend  vers  zéro  en   même   temps 
que  X. 
/{x,  y)  est  une  fonclion  senn-réguUère  de  x  pour  x  =  o. 

19.     Loi    DE    (;ORHFSPO-M)ARCK    l)A^S    l.K    VOISINAGE  DLJNE  CAUACTÉRI3- 

Ti<^)UR  TUAVF.RSANT  ifjN  COL.  —  Considérous  un  col  P  de  coordonnées 
•^0»  y<i\  à  ce  point  aboutissent  quatre  arcs  de  caractéristiques  tan- 
gents deux  à  deux  à  la  même  droite.  Ces  arcs  F,,  Fa,  F3,  F-,  sont  des 
séparatrices  et  divisent  la  région  voisine  de  P  en  quatre  secteurs. 
Les  caractéristiques  situées  dans  chacun  de  ces  secteurs  forment 
quatre  groupes  absolument  distincts  dans  le  voisinage  P.  Nous 
pouvons  étudier  séparément  les  caractéristiques  de  chacun  de  ces 
secteurs. 

Soient  R  l'un  d'eux  et  F,  et  F._,  les  séparatrices  limitant  ce  sec- 
teur. F,  et  l'o  n'ont  pas  même  langente  en  P.  Supposons  qu'en 
parcourant  F,  de  manière  à  se  rapprocher  de  P,  on  ait  R  à  sa 
droite,  Fj  sera  le  prolongement  à  droite  de  F,.  Une  caractéris- 
tique G,  voisine  de  L,,  deviendra  voisine  de  Fo,  si  on  la  parcourt 
dans  le  sens  indiqué  pour  F,. 

Ij'ensemble.  de  F,  et  de  l'a  forme  une  caractéristique  Co  présen- 
tant en  P  un  point  anguleux  (  n"  3).  Ce  seront  uni(|uement  des 
caractéristiques  situées  dans  la  région  R  que  nous  pourrons  consi- 
dérer comme  des  caractéristiques  voisines  de  Co- 

Nous  savons  (n"  12,)  que  l'équation  dlITérentielle  peut,  dans  le 
voisinage  de  P,  se  mettre  sous  la  forme 

(36)  Il  dv  H-  ç'[X  —  ^''-K-iy,  u  )  ]  ilu  =  <> 

au  moyen  d'un  <;hangement  de  variables  de  la  forme 

(4o)      M  =a(.r  — j:o)-+-6(/— ^o)H-- • -,  v  =  7.{x  -  x^) -^  ^{y  —  y») 
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qui,  l'ésftlii  par  rapport  à  ,r  —  x^  el  y  —  Vo,  donnera 
(4i)  ar  —  a-o=  A« -H  Bv- -I-.  .  .,         /  —  7o=  AiM -t- Bit»-!-.  .  .; 

a,  è,  a,  |3,  A,  B,  A,,  B,  désignent  des  constantes;  les  seconds 
membres  de  ces  formules  sont  des  séries  entières,  dont  nous 
n'avons  écrit  que  les  termes  du  premier  degré. 

Les  quatre  demi-droites,  limitées  par  l'origine  sur  les  droites 
a  =  o,  V  z=^  o  dans  le  plan  des  variables  réelles  u  et  i',  correspondent 
aux  quatre  arcs  de  caractéristiques  T,,  r2,  Fa,  T>,  du  plan  des  xy. 
A  chacune  des  quatre  régions  déterminées  dans  le  plan  des  uv  par 
les  deux  axes  //  =  o,  v  =  o  correspond  un  des  quatre  secteurs 
limités  par  F,,  V^,  F  s,  V,,. 

Nous  pouvons  toujours  suj)poser  que  la  région  R  du  plan  des  xy, 
que  nous  voulons  considérer,  correspond  à  la  région  du  plan  des 
uv  pour  laquelle  on  a  u  ><»,  i'  >  o.  Nous  pouvons  enfin  supposer 
que  les  variables  u  el  v  sont  telles  que  les  ciiangements  de 
variables  (4oj  et  (4^)  ainsi  que  l'intégrale  générale  de  l'équa- 
tion   (36) 

( 42)  vu^[\  -+-  p/i ( «  )  H-  V^/iill  )-!-...)  =  coiist. 

soit  variable  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  u  et  de  p  compris 
entre  o  et  i  (n"  12,  remarque  I  et  n"  li).  On  sait  que  /,,  /j,  ... 
sont  des  fonctions  de  u  nulles  pour  u  =  o. 

Considérons  dans  le  plan  des  variables  uv  le  carré  O'A'D'B', 
dont  les  côtés  ont  respectivement  pour  équations  :  O'A',  i'  =  o; 
O'B',  w  =  o;  AD',  u  =  i;  B'D',  v=i.  Une  caractéristique  G'  de 
l'équation  en  n  et  c,  qui  coupera  en  N'  le  côté  B'D'  de  ce  carré, 
pénétrera  dans  le  carré  et  en  ressortira  en  coupant  A'D'  en  Q', 
puisqu'elle  ne  peut  ni  rester  à  l'intérieur  du  carré,  ni  couj)er  les 
côtés  O'A',  O'B',  ni  couper  de  nouveau  A'D',  ni  aboutir  au  point 
singulier  u  =  0,  v  =  o.  Soient  1  et  c  les  coordonnées  de  Q';  u  et  1 
les  coordonnées  de  N'.  [^'intégrale  (42)  valable  pour  tous  les  points 
du  carré  O'A'D'B'  nous  donne  immédiatement  la  relation 

/(//)  =  l-t-/,(»)+/2(")-4-..-. 

Si  nous  considérons,  dans  le  plan  des  variables  .r  et  y,  les  arcs 
de    courbe   AD    et  BD,   qui  correspondent,  au    moyen    des    for- 


—  91  — 

mules  (4'^  <i^ix  segnienls  A'D'  et  B'D',  ces  deux  arcs  de  courbe 
joueront  le  rôle  que  jouaient  au  n"  !2  les  courbes  S  et  S'.  Les 
quantités  u  et  r,  définissant  la  position  de  N'  et  Q',  définissent, 
d'après  les  formules  (40'  ''^  position  des  points  N  et  V  d'intersec- 
tion d'une  caractéristique  C  de  l'équation  en  x  et  )-  avec  les  arcs 
de  courbe  AD  et  BD.  La  caractéristique  Co  formée  de  deux  arcs 
de  r,  et  Tj,  correspondant  aux  segments  O'A'  et  OB'  du  plan  des 
in.,  joue  exactement  le  rôle  que  jouait  l'arc  MoM|,  de  la  caractéris- 
lique  Cq  au  n"  2. 

Nous  avons  donc  la  loi  de  correspondance  entre  les  points  d'in- 
tersection d'une  caractéristique  C,  voisine  de  Co,  avec  deux  arcs 
de  courbe  AB  et  BD  découpant  sur  Co  un  arc  BPA  contenant  un 
col  P. 

Cette  loi  de  correspondance  c  ^ //^[i -h /(«)  |  n'est  pas  en 
général  holomorpbe,  mais  les  propriétés  que  nous  avons  établies 
(n"'  17  et  18)  nous  permettront  d'utiliser  la  fonction  /{(/),  semi- 
régulière  pour  u  =  o.  de  la  même  manière  qu'on  emploie  les 
séries  entières. 

Remarque.  —  Considérons  deux  arcs  S  et  S'  coupant,  en 
dehors  des  arcs  PA  et  PB,  F,  et  Fa  en  des  points  Mo  et  MJ,  tels  que 
sur  l'arc  AM^  de  F,  il  n'y  ait  aucun  point  singulier  et  qu'il  en  soit 
de  même  de  l'arc  BM|,  de  1\.  11  est  facile  d'a\oir  la  forme  de  la  loi 
de  correspondance  entre  les  points  M  et  M'  intersections  de  S  et  S' 
avec  une  caractéristique  C  voisine  de  Co-  Nous  faisons  sur  les  arcs 
de  courbe  S  et  S'  et  sur  leurs  positions  par  rapport  à  Co  les  hypo- 
thèses i",  ■>."  et  3"  et  remarques  énoncées  au  n°  2.  En  particulier 
les  coordonnées  d'un  point  M  de  S  sont  des  fonctions  d'un  para- 
mètre t.  Ces  fonctions  sont  holomorphes  pour  la  valeur  /  =  o  cor- 
respondant au  point  Mq.  Les  coordonnées  d'un  point  M' de  S' sont 
des  fonctions  d'un  paramètre  /',  holomorphes  pour  t'  =  o,  corres- 
pondant au  point  iNlg. 

Supposons  (ju'une  caractéristique  C,  voisine  de  C»,  suivie  dans 
le  sens  M„PM'j,,  rencontre  :  i"  S  en  M,  de  paramètre  t;  2"  l'arc  AD 
en  N,  de  paramètre  u;  3'  BD  en  Q,  de  paramètre  p;  \  S'  en  N, 
de  paramètre  i .  Les  arcs  MoA  et  BM'  de  Co  ne  contenant  aucun 
point  singulier,  nous  aurons  les  relations 

('=  av[i-\-  A(i')|,         Il  =  bt[i  -^,ir(0]. 
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n  et  b  sonl  des  constantes  diflerenles  de  zéro;  A(t')  est  holo- 
niorphe  et  nul  pour  e  =  o;  g-(t)  est  liolomorphe  et  nul  pour/=:o. 
En  nous  servant  de  la  relation 

nous  avons 

p  =  6>  />[i-t-H(OJ,         t'=  ab'>t>^[i  +  G(t)], 

c  désigne  une  constante  différente  de  zéro,  H(0  et  G(^)  sont  des 
fonctions  de  /  qui,  d'après  le  n"  10,  sonl  semi-régulières  et 
nulles  pour  /  =  o,  [)uisque  /(//)  est  semi-régulière  et  nulle 
pour  M  =  o.  Cette  relation  entre  t  et  t'  est  valable  si  t  est  assez 
petit.  On  établirait  facilement,  comme  au  n°  2,  que,  si  M  est  suf- 
fisamment voisin  de  Mo,  la  caractéristique  passant  par  un  point  M 
de  S  va  couper  S'  en  un  point  M'  voisin  de  M„.  Ce  résultat  peut 
du  reste  s'établir  sans  avoir  recours  aux  relations  dont  nous  nous 
sommes  servis.  Il  suffit  d'employer  des  raisonnements  analogues  à 
ceux  donnés  par  M.  Bendixson,  page  19. 

La  relation  entre  t  et  t'  peut  être  résolue  par  rapport  à  /  sous  la 

forme 

/=  c' ^'{x  -+-  \<{t')] 

avec  ce' ^=  i,  ).)/=  i.  La  fonction  K(/')  est  semi-régulière  el  nulle 
pour  l'  =  o.  Pour  obtenir  la  relation  entre  t.  et  t'  sous  cette  forme, 
il  suffit  de  raisonner  comme  nous  l'avons  fait,  mais  en  suppo- 
sant Co  et  C  parcourus  en  sens  inverse  du  sens  adopté. 

20.  Caractéristiques  voisiinks  n'ujv  cycle  passant  par  ln  col. 
—  Considérons  un  cycle  singulier  C„  passant  par  un  col  P,  et  ne 
passant  par  aucun  autre  point  singulier.  Ce  cycle  est  formé, 
d'après  ce  que  nous  avons  vu  (n"*  \\  et  U)),  d'une  boucle  présen- 
tant un  point  anguleux  en  P.  D'après  ce  que  nous  avons  dit,  au 
début  du  n°  19,  les  caractéristiques  voisines  de  Cq  seront  unique- 
ment des  caractéristiques  situées  dans  la  région  R,  intérieui'e  à,  la 
boucle  formée  par  C„.  Nous  pouvons  toujours  supposer  que  cette 
région  R  correspond,  dans  le  voisinage  de  P,  à  la  portion  du  plan 
des  uv  voisine  de  u  =  0,  r  =  o,  pour  laquelle  u  et  c  sont  positifs. 
Nous  nous  proposons  de  chercher,  s'il  y  a,  dans  R,  des  caracté- 
ristiques fermées  voisines  de  Co- 
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Emplojons  les  inèines  notations  qu'au  numéro  précédent.  Soit  S 
l'arc  de  courbe  BD  correspondant  au  segment  B'D'.  Soit  S'  l'arc 
de  courbe  AD  correspondant  au  segment  A'D'.  Le  cycle  Cq 
coupe  S  et  S'  en  A  et  B  qui  déterminent  sur  Co  deux  arcs  :  l'arc  APB 
et  l'arc  BIA.  Parcourons  une  caractéristique  C,  voisine  de  Cq,  en 
allant  toujours  dans  le  même  sens  :  BPAIB.  Cette  caractéristique  C 
coupe  S  au  point  N  de  paramètre  a,  S'  au  point  Q  de  paramètre  r, 
et  vient  recouper  S'  en  un  point  N,  de  paramètre  u  =  u^.  D'après 
(19),  nous  avons  la  relation 

(43)  i>  =  u'>[i~^f{u)]. 

D'après  le  n"  12,  nous  avons  la' relation 

V  =  aiU[-^  a.,uj  -i-  .  .    , 

le  second  membre  étant  une  série  entière  en  //,. 

Eh  elFet,  l'arc  AIB  de  C„  ne  contient  pas  de  points  singuliers  et, 
ni  S,  ni  S'  ne  sont  tangents  en  B  et  A  à  Cq.  ÎSous  avons  donc 

a,ui-h  a-2u'i  + .  .  .  =  u^[i-\-/l  u)]. 

Cette  relation,  qu'on  obtiendrait  facilement  sous  forme  résolue 
par  rapport  à  u  ou  à  //,,  nous  donne  la  loi  de  conséquence^  rela- 
tion entre  les  paramètres  de  deux  points  consécutifs  d'intersection 
de  S  avec  C. 

Pour  que  C  soit  un  cycle,  il  faut  et  il  suffit  que  N  et  N,  coïn- 
cident; c'est-à-dire  que  l'on  ail  i/  =  n,, 

( /j/i)  aiu  -h  a.2U--h  .  .  .  —  u'  [i  -h/i  u)\. 

On  voit  que  si  l'on  a\^  i,  cette  relation  ne  peut  être  vérifiée 
pour  aucune  valeur  de  u  voisine  de  zéro. 

Il  n'y  a  pas  de  caractéristique  fermée  voisine  de  Cy. 
Si  l'on  a  A  =  I ,  deux  cas  peuvent  se  présenter  : 

1"  Le  point  P  présente  les  caractères  analytiques  d'un 
centre  {*)  :  c'est-à-dire    qu'au    moyen   d'un  changement   conve- 


(')  Voir  .m  ^ii)(M  (le  rtiiiploÉ  ili'  (  (■■.  ilciiDuiiiiiUioiis  de  cenlre  et  de  foyer, 
dans  le  cas  d'un  col,  le  Méiiioiic  «iiie  j'ai  public  dans  le  Journal  de  l'École 
Polytechnique,  igo^,  p.  21  et  22. 


—  94  — 
nable  de  variables  (40'  l'équation  en  u  ^L  p  peut  s'écrire 

Il  dv  -'r  V  du  =  o . 

Nous  avons  dans  ce  cas/(a)^o.  La  relation  (43)  devient  a=p 
et  la  relation  (44)  devient 

a  1  M  -+-  «î  «2 -t-  .  . .  =  u. 

Si  Ion  a 

'   ai  =  I         el         o  =  «0  =  «3  =  a;  =  .  . . , 

toutes  les  caractéristiques  voisines  de  Co  sont  des  odes.  Si 
ces  conditions  ne  sont  pas  vérifiées,  aucune  caractéristique 
voisine  de  Co  n^est  un  cycle. 

2°  Le  point  P  présente  les  caractères  analytiques  d'un 
foyer.  Ceci  revient  à  dire  que  dans  l'intégrale  (42)  les  expres- 
sions//(m)  contiennent  des  ternies  enLa.  Nous  allons  montrer 
que  dans  ce  cas  il  n'y  a  jamais  de  caractéristiques  fermées  voisines 
de  Co- 

Nous  pouvons  (n°  18),  en  désignant  par  3-  un  nombre  positif 
quelconque,  mettre  l'équation  (44)  sous  la  forme 

(45)  l*a("i  "  f'"  I  +  «'^^^(m)  =  o. 

OÙ  Pjy  est  un  polvnome  en  u  el  wL;/,  dont  tous  les  termes  sont, 
par  rapport  à  ;/,  de  degré  infinitésimal  ne  dépassant  pas  a;  R(r(M) 
est  une  fonction  qui  tend  vers  zéro  avec  u. 

Nous  montrerons  ci-après  qu'il  existe  un  entier  v  tel  que, 
pour  a-<^  V,  le  polynôme  V^  soit  identiquement  nul  et  que  Pv  ne 
soit  pas  identiquement  nul. 

Ceci  admis,  le  polynôme  Pv  sera  de  la  forme  M^P(La),   P  étant 

un  polynôme  en  L«,  et  l'équation  (45)  se  présentera  pour  o- =  v, 

sous  la  forme 

P(FwO  — Rv(")  =  o, 

Equation  qui  n'admet  pas  de  solution  pour  u  voisin  de  zéro.  // 
n^y  a  donc  pas  de  cycles  voisins  de  Cq. 

Il  est  à  peu  près  évident  que  Ion  peut  trouver  un  nombre  v  tel 
que  Pv  ne  soit  pas  nul.  En  effet,  si  quel  que  soit  a-  le  polynôme  P^ 
éUiil  nul,  les  termes  des  deux  membn^s  de  (44)  dont  le  degré  ne 
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dépasse  pas  z  seraient  Identiques.  Ceci  exigerait  que  le  S(,'cond 
membre  ne  contienne  pas  de  termes  en  Lm. 

Ce  second  membre  a  été  obtenu  en  faisant  ^•  =  i  dans  l'inté- 
grale (42).  Cette  valeur  v  =  1  ne  joue  aucun  rôle  particulier  dans 
la  détermination  de  cette  intégrale,  en  remplaçant  v  par  ci'  dans 
l'équation  dififérentielle  (36),  v  =  i  correspondra  à  une  valeur  de  (^ 
absolument  quelconque  et  par  suite  les  termes  en  hu  ne  peuvent 
disparaître  pour  w  =  i . 

Donnons  une  seconde  démonstration  permettant  de  déterminer  v. 

Si  l'on  n'est  pas  dans  le  cas  i",  examiné  plus  haut,  les  cons- 
tantes Cil  c-,,  .  . . ,  déterminées  au  n"  13,  ne  sont  pas  toutes  nulles. 

Soit  Cl  =  Y  la  première  de  ces  constantes  qui  n'est  pas  nulle. 

L'équation  (34)  considérée  au  n°  13  devient  pour  a=^:=:^:=i 

X  dy  -V- y  {i  —  -rx'xy'"  )  dx  =  o 

et  l'intégrale  g  (x,  y)  du  n°  15  est 

_  1 

é,'  (J^,  r)^^r(i-+-  rn'ix"'y"'  Lx)    '". 

Si  nous  [)renonh  l'équation  diflerentielle  (36)  sous  la  forme 
employée  au  n"  16,  avec  m'  =  m,  r  ^  m^  s  ^  m,  u  et  v  rempla- 
çant X  et  y,  nous  avons  dans  l'intégrale  (ia)  le  terme  tm^,  ternie 
qui  pour  A  =  i ,  i-  =  1  disparaît  dans  (44)  si  a,  =  i . 

Ce  terme  mis  à  part,  le  seul  terme  de  l'intégrale  (4^)  dont  le 
degré  par  rapport  à  u  soit  inférieur  à  m  -{-  2  est  le  terme 

Par  conséquent,  si  l'on  a  a,  p^  i ,  on  aura  v  =  i  ;  si  l'on  a  a,  =  i , 
on  aura  v  =  m  -h  i. 

Il  résulte  de  la  discussion  précédente  que  :  On  peut  toujours 
(létertyiiner  à  Vintèrieur  de  R  une  région  annulaire  A  liniilée 
d^un  côté  par  Cq  et  telle  que  l\)n  soit  dans  V un  des  deux  cas 
suivants  : 

\"  Aucune  des  caractéristiques  passant  dans  la  région  A 
n'est  un  cycle  ; 

2"  Toutes  les  Caractéristiques  passant  dans  la  région  A  sont 
des  cycles. 

Le  prcujicr  cas  est  le  cas  général.    IViur  cpie  l'on  soit  dans  le 
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second  cas,  il  faut  que  l'on  ait  A=  i,  que  le  point  P  présente  les 
caractères  analytiques  d'un  centre  (constantes  a  du  n"  13  toutes 
nulles)  et  qu'en  outre  une  infinité  d'autres  conditions  soient 
vérifiées. 

21.  Cycles  singuliers  passant  par  plusieurs  cols.  —  Consi- 
dérons un  cycle  singulier  Co  passant  par  plusieurs  cols.  Suppo- 
sons que  nous  rencontrions  successivement  les  cols 

Pi,  Pj,  . . . ,  P„,  P|, 

lorsque  nous  parcourons  Co  dans  un  certain  sens.  Co  est  formé 
d'arcs  de  séparatrices  allant  d'un  col  P,  à  un  col  P,^.).  D'après  ce 
que  nous  avons  dit  (n"'  3  et  19),  le  cycle  Co  présente  un  point 
anguleux  en  chacun  des  points  P,,  et  la  seule  région  voisine  de  P, 
dans  laquelle  il  «st  possible  de  considérer  des  caractéristiques  G 
voisines  de  Co  est  parfaitement  déterminée  :  c'est  le  secteur 
d'angle  inférieur  à  -n  limité  par  les  deux  arcs  de  Co  allant  de  P/ 
à  P/_^i  et  à  Pj+i-  On  ne  devra  donc  considérer  que  des  cycles  Co 
tels  que  l'une  des  régions  R  limitée  par  Co  contienne  tous  ces 
secteurs  relatifs  aux  divers  cols  traversés  par  Co-  Ce  seront  uni- 
quement des  caractéristiques  situées  dans  cette  région  R  que  nous 
pourrons  considérer  comme  voisines  de  Cq. 

Si  un  cycle  singulier  Cq  présente  un  point  douille  {Jlg-  i)i 
nous  devons  le  parcourir  de  manière  que  les  arcs  parcourus  ne  se 
traversent  pas.  On  devra  parcourir  le  cycle  PA'APBB',  et  non  le 
cycle  PA'APB'BP.  Dn  pareil  cycle  ov\  polycycle  détermine  dans 
le  plan  un  nombre  de  régions  supérieur  à  2.  L'étude  des  caracté- 
ristiques relatives  à  chacune  de  ces  régions  pourra  présenter  des 
circonstances  bien  différentes  suivant  la  région. 

Par  exemple,  dans  la  figure  i,  nous  avons  les  régions  numé- 
rotées 1,  2, '3.  L'étude  des  caractéristiques  situées  dans  les 
régions  i  et  ^i  et  qui  sont  voisines  respectivement  des  cycles  PBP 
et  PAP  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  n"  19. 

L'étude  des  caractéristiques  situées  dans  la  région  3,  et  voisines 
du  polycycle  PA'APBB' P,  doit  être  faite  comme  l'étude  des  carac- 
téristiques passant  dans  le  voisinage  de  deux  cols.  En  efTet,  ces 
caractéristiques  passant  deux  fois  dans  le  voisinage  du  col  P,  ce 
col  doit  compter  deux  fois. 
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Dans  la  figure  2.  comprenant  quatre  cols  :  P,,  P2:  ^3»  f**}  q^e 
nous  supposons  réunis  par  les  arcs  des  caractéristiques  tracées  sur 
la  figure,  il  j  aura  à  considérer  les  régions  numérojlées  i,  2,  3,  4» 
5,  6  et  des  cycles  en  nombre  égal,  à  savoir  : 


(I)         PiPjPaBB'PaPiGP,, 
(III)     PiEPiFP,, 
(V)       P^AA'Pî, 


(II)         PiPjA'APîPsPtEP,, 
(IV)        P.FPiGP,, 
(VI)        PaBB'P^. 


Les  caractéristiques  de  la  région  i   voisines  du  cycle  I  devront 

Fig.  2, 

B' 


être  considérées  comme  passant  dans  le  voisinage  des  cinq  cols 
P,,  P2,  P3,  P;),  P^  ;  le  col  P3  comptant  deux  fois.  De  même  pour 
les  caractéristiques  de  la  région  2  voisines  du  cycle  II,  le  col  P2 
comptera  deux  fois.  Les  caractéristiques  situées  dans  les  régions  3 
et  4  et  voisines  respectivement  des  cycles  III  et  IV  passent  dans  le 
voisinage  des  deux  cols  P,  et  P4.  Les  cai-actéristiques  situées  dans 
les  régions  5  et  6  et  voisines  respectivement  des  cycles  V  et  VI 
passent  dans  le  voisinage  d'un  seul  col. 

22.     G\KACTÉRISTIQUKS     VOISINES     n'uJV     CYCLK     SINGULIER     PASSANT 

PAU  PLusiKURS  COLS.  —  Soit  uu  cyclc  singulier  C^,  passant  succes- 
sivement par  les  cols  P,,  V.,,  .  .  .,  P„,  lorsqu'on  le  parcourt  dans 
un  certain  sens.  Certains  de  ces  cols  peuvent  coïncider,  ainsi  que 
nous  venons  de  l'explicpier  à  propos  des  figures  i  et  2.  Ces  cols, 
Li.  7 
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dans  le  voisinage  desquels  une  caractéristique  C  voisine  de  Co 
passe  deux  fois,  sont  affectés  de  deux  indices  différents. 

A  chaque  col  P,  traversé  dans  un  sens  déterminé,  P,.,  P/P,^.,, 
correspond  un  exposant  À,-  dont  la  valeur  s'obtient  en  ramenant 
l'équation  différentielle  à  la  forme 

u  dv  -\-  i>  [Xi-\-  va(vi  u)]  du  =  o 

par  un  changement  de  variables  de  la  forme  (4(>),  1  ''ii'c  P/_,  P, 
correspondant  dans  le  plan  des  ifP' à  la  partie  positive  de  l'axe  m  i=o, 
et  PiVi_^.^  correspond  à  la  partie  positive  de  l'axe  c  =  o.  5i  le 
même    col   est  affecté    de    deux   indices   et  noté   P/  et  Py,    on   a 

Sur  chacun  des  arcs  P/P/_,.i  prenons  un  point  M/  et  menons  un 
arc  de  courbe  S/  coupant  Co  en  M,.  On  peut  prendre  pour  S,  des 
droites,  en  particulier  des  parallèles  aux  axes.  Soit  c,  la  valeur  du 
paramètre  fixant  sur  S,  la  position  d'un  point  N/,  t/  devenant  nul 
lorsque  N^  coïncide  avec  M/.  Le  point  M„  sera  situé  entre  P„ 
et  P,. 

Considérons  une  caractéristique  C  voisine  de  Co,  partant  d'un 
point  N  de  paramètre  /  situé  sur  S„.  Nous  savons  que  si  N  est 
suffisamment  voisin  de  M„  cette  caractéristique  suivie  dans  le 
sens  P„P,  Pa,  .  .  . ,  P„  ,  P„  va  rencontrer  successivement  toutes 
les  courbes  S,  en  des  points  N/  de  paramètres  ti  et  en  particulier 
viendra  recouper  S„  en  l\„  de  paramètre  t„.  Nous  avons  (n"  19, 
remarque)  les  relations 

fn-\=  Cn-it'„"_r2'[l  -+■  F„_,(/„-2)]. 

/,  =  c,  <>■.[!  + F, (O], 

C|,-'C2,  .••,  c„  étant  des  constantes  dont  aucune  n'est  nulle 
et  F/ (//_))  une  fonction  de  ti.  \  semi-régulière  et  nulle  pour 
^,_,  =  o.  Elevons  les  deux  membres  de  la  deuxième  équation  à  la 
puissance  ).«  ;  les  deux  membres  de  la  troisième  à  la  puissance 
^n>'w/_(  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  l'avant-dernière  que  nous  élevons 
à  la  puissance  A«  À/,..,  . .  .X»  et  à  la  dernière  que  nous  élevons  à  la 
puissance   X«  Ah-»  •  •  •  X3  Aj.    Multiplions    membre    à   membre    les 


\ 
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équations  ainsi  obtenues  et  posons 

(4/)  ''i=  ^>rt^wj-i.  •  .^Hi  ''n=  ^n,  '■'1  =  ^-/i^-n-l'  .  -^î^»!; 

(48)  Gt=  Cncl/LiCli'si...c{',         C,=  c„c;,'_,...c/'+', 
nous  obtenons 

(49)  <„=C,r'.[n-F„(<„-,)][i-4-F„.,(<„  2)]...[n-F,(0]. 

Pour  que  la  caractéristique  G  considérée  soit  un  couple,  il  faut 
que  l'on  ait  t,i=  t.  Faisons  <«=  t  dans  (49)  6t  divisons  les  deux 
membres  par^.  Sinous  reuiarquons  queF„(/rt..,),  F„(^„_2,  ...,F|  (t) 
tendent  vers  zéro  en  même  temps  que  t,  nous  voyons  qu'on  ne 
peut  avoir  t„=  t  pour  t  voisin  de  zéro  que  si  l'on  a 

(50)  V  =  I ,         Cl  =  I. 

Nous  avons  ainsi  deux  conditions  nécessaires  pour  qu'il  j  ait  un 
cycle  dans  le  voisinage  de  (^o-  La  première  condition  est  algé- 
brique, car  les  nombres  Xi  peuvent  se  calculer  algébriquement.  Il 
n'en  est  pas  de  même  pour  la  condition  C|  =  o,  car  les  nombres  ci 
ne  s'obtiennent  pas  par  un  calcul  algébrique.  Si  nous  considérons, 
par  exemple,  le  cycle  singulier  Cq  représenté,  dans  la  figure  i, 
par  PA'APBB'P,  qui  traverse  deux  fois  le  col  P,  d'exposant  1, 
nous  avons  :  /i  =  2,  À|  =  Xai=  A. 

Pour  que  des  caractéristiques  voisines  de  Cq  soient  des  cycles, 
il  faut  que  l'on  ait  A-  =:  i ,  c'est-à-dire  À  =  i . 

D'après  ce  qui  précède,  nous  pouvons  dire  que,  en  général, 
dans  une  région  annulaire  limitée  par  le  cycle  Co,  traversant  un 
nombre  quelconque.de  cols,  il  ne  passe  aucun  cycle.  Nous  allons 
faire  une  étude  plus  complète  de  la  question  et  montrer  q'u'on 
arrive  à  la  même  conclusion  qu'au  n°  20. 

.    23.     ElUDE     DE     LA     hELATION    DE    CONSÉQUENCE    ENÏKE  f >  ET  <„.    — 

Cherchons  sous  quelle  forme  se  présente  la  relation  établie  entre  / 
et  t„  par  l'intermédiaire  des  égalités  (4<>).  Nous  emploierons  les 
notations  (47)  et  M8). 

En  remplaçant  t„^f  dans  la  première  des  équations  (46)  |)ar  sa 
valeur  tiré<;  de  la  seconde  équation,  on  a 

fn=  ^-'71-1  ^^/-"î' L'  "^  ^n\-  {^n-i)]- 
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En  remplaçant  de  même  t«_2  en  fonction  de  t„_^,  on  a 

/„  =  G„-.2  t)r-.l  [  l  +  Kn-2  (  tn-3  )]  ", 

en  continuant  ainsi,  nous  arrivons  à 

(5i)  /,.=  G,r'.[i+K,(0]. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  (n"  10),  toutes  les  fonctions  K/ 
sont  des  fonctions  de  it_i,  semi-régulières  et  nulles  pour /j_.,  ^o; 
K,  est  une  fonction  de  tf  semi-règulière  et  nulle  pour  /  =  o.  La 
propriété  se  vérifie  en  effet  successivement  pour  i  =  n  —  i ,  /«  —  2, ..., 
puisque  nous  substituons  toujours  une  fonction  semi-régulière  à 
la  variable  qui  figure  dans  une  fonction  semi-régulière. 

La  relation  fondamentale  v  =  u'[\  -\-J{ii)]i  démontrée  n"  19  et 
qui  a  servi  de  point  de  départ  à  nos  raisonnements,  est  valable 
pour  u  variant  de  o  à  i.  Les  sul)Slitulions  successives  faites  avant 
d'arriver  à  la  formule  (5i)  peuvent  restreindre  l'intervalle  t,  dans 
lequel  peut  varier  t  pour  que  la  formule  (5i)  soit  valable,  mais  cet 
intervalle  ne  se  réduit  pas  à  zéro  :  il  existe  un  nonibre  positifs  tel 
que  la  formule  (5i)  puisse  être  appliquée  pour  l  variant  de  o  à  e. 
La  complexité  de  plus  en  plus  grande  des  expressions  des  fonc- 
tions K/,  à  mesure  que  leur  indice  diminue,  ne  doit  pas  nous 
gêner  pour  l'emploi  de  ces  fonctions  dans  nos  raisonnements.  En 
effet,  d'après  la  définition  des  fonctions  semi-régulières,  nous 
pouvons  en  quelque  sorte  ordonner  une  fonction  K,(a)  suivant  les 
puissances  de  w,  en  cherchant  d'abord  les  termes  dont  l'ordre 
infinitésimal  ne  dépasse  pas  i ,  ensuite  ceux  dont  l'ordre  ne 
dépasse  pas  2,  et  ainsi  de  suite. 

Il  est  facile  de  nous  rendre  compte  des  expressions  qui  figurent 
dans  Kj( /a).  Posons 

Les  termes  de  K.,^_^  (a)  ne  contiennent  que  des  puissances'de  u 
et  de  a^,  V  {)renant  les  deux  valeurs  X,<-)  et  X„_,  ').„. 

11  faut  y  ajouter  des  puissances  de  u^Lii,  si  À,j  _,  ou  X„  sont 
rationnels.  U  est  donc  établi  que,  poury  =:  n  —  1 ,  Ky(a)  ne  con- 
tient que  des  puissances  de  w,  tle  «'  et  peut-être  de  u'^L.u  où  v 
prend  toutes  les  valeurs 

(  5'i )  V  =  v' ,         i  =  J,         t  =  y  4-  I ,         i  =  n. 
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Montrons  que  Ky_,(a')  ne  contient  que  des  puissances  de  u\ 
de  a'"''  et  peut-être  de  a'^'Lw',  v'  prenant  les  valeurs 

(.'i3)     v'=v^_,,         i  =  j—i,         i=j\         i=j^i^         ...,         i^n. 

En  effet,  nous  avons,  en  prenant  wy.  , ,  Uj_.i —  «', 

(54)  t  =  GjU''i[i-^\ij{u)], 

(55)  U  =  Cy_,  îf''/-t  [iH-  Ky  _-,(«')]. 

En  remplaçant  a  dans  (54)  par  son  expression  (55),  nous 
obtiendrons 

U  =  Gy_,  U"'i-i[i  -+-  Ky_x  («')]. 

Considérons  l'une  des  expressions  a"'  qui  figurent  dans  Ky,  en 
donnant  àv  l'une  des  valeurs  (52).  Cette  expression  u"*  donnera 
des  termes  en  a',  ne  contenant  que  des  puissances  de  a^',  avec 
v'=v)vy_,.  Ce  sont  bien  les  valeurs  de  v'  données  par  (53).  La 
présence  de  termes  en  u^hu  rians  (54)  et  de  ternies  en  u'Xj_i  Lu' 
dans  (55)  introduit  simplement  des  termes  en  u'^^'Lu'  dans 
Ky_,(w'). 

Nous  pouvons,  à  l'aide  de  la  relation  (5i),  étudier  dans  quel  cas 
une  caractéristique  voisine  d'un  cycle  singulier  Co  sera  un  cjcle. 
Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  /„  =  t.  Nous 
retrouvons  les  deux  conditions  nécessaires  (oo)  déjà  obtenues. 

Si  ces  conditions  sont  satisfaites,  il  faut  et  il  suffit  de  plus  que 
l'on  ait 

(56)  K,(0  =  o. 

Montrons  que  si  Kj(^)  n'est  pas  identiquement  nul,  il  existe 
un  nombre  positif  Tj,  lel  que  l'équation  (5(5)  n'ait  aucune  racine 
comprise  enlre  o  et  yj. 

La  fonction  K,  étant  semi-régulière  pour  /  =:  o,  on  peut  trouver 
un  entier  t  tel  que  l'on  ait 

Ki(0  =  Pfj(t)^  M'Ra(0, 

P,  étant  un  polynôme,  (jui  n'est  pas  identiquement  nul,  qui  ne 
contient  que  des.  termes  dont  l'ordre  infinitésiuial,  par  rapport  à  <, 
est  supérieur  à  a —  i  et  ne  dépasse  pas  t.  Coninu^  toujours  Rff(/) 
tend  veis  zéro  avec  t.  Prenons,  parmi  les  termes  en  nombre  fini 
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de  Pff,  ceux  dont  l'ordre  infinitésimal  est  le  plus  faible.  Ces  termes 
peuvent  s'écrire  l^'B.  Nous  désignons  par  B  en  général  une  cons- 
tante qui  est  différente  de  zéro  et  dans  le  cas  le  plus  compliqué  un 
polynôme  en  Lt.  On  peut  écrire  B  sous  la  forme  B(Lf).  En  divi- 
sant par  f^'  les  deux  membres  de  (56),  cette  équation  s'écrira 

B(L0-4-S(0  =  o, 

S(<)  tendant  vers  zéro  avec  u.  Cette  équation  n'a  donc  pas  de 
racines  pour  u  voisin  de  zéro. 

On  peut  toujours  trouver  dans  la  région  voisine  de  C(,  que 
Von  considère  une  région  annulai)  e  A  limitée  d'un  côté  par  le 
cycle  singulier  Co,  telle  que  Von  soit  dans  l'un  des  deux  cas 
suivants  : 

i"  Aucune  des  caractéristiques  passant  dans  la  région  A 
nest  un  cycle; 

2°  Toutes  les  caractéristiques  passant  dans  la  région  A  sont 
des  cycles. 

DEUXIÈME  PARTIE. 

CVCLKS   PASSANT    DANS   LE   VOISINAGE    DB    POINTS   EXCEPTIONNELS. 
2i.     FonME  DE  l'ÉQI'ATION  DIEFÉRENTIELLE  DANS  LE  VOISINAGE  o'uN 

poi>T  EXCEPTIONNEL.  —  Nous  avous  dit  qu'uii  point  singulier  est  un 
point  exceptionnel  lorsque,  en  transportant  l'origine  en  ce  point, 
et  choisissant  convenablement  les  axes,  l'équation  différentielle  se 
met  sous  la  forme 

(57)  \^{x,y)  dy-^\y  ^  X.t{x,y)\dx  =  o, 

Xo  et  Ya  étant  des  polynômes  ou  des  séries  entières  ne  contenant 
que  des  termes  de  degré  supérieur  à  i  en  a;  et  y. 

J'ai  démontré  [Jouinal  de  l'Ecole  Polytechnique,  1904, 
p.  59)  qu'un  ciiangement  de  variables  de  la  forme 

a-  =  x,-HFî(^,,7i),         y  =y^^Ci{xx,yi), 

où  ¥-,  et  G2  sont  des  séries  entières  ne  contenant  que  des  termes 
de  degré  supérieur  à  i  tn  x  ely,  permet  de  mettre  l'équation  sous 
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la  forme 

(68)  ^r'^7i+[^rt4-^iJ^.A(a7,)+jîR(ri) 

-^C(xi)-h  x,jr]<P(xi,  jKi)]  dxi  =  o, 

où  a  est  une  constanle  différente  de  zéro,  n  un  entier;  ABC,  <I» 
des  séries  entières;  C(o)  =  o.  Montrons  qu'un  changement  de 
variable  permet  toujours  de  supposer  que  C{xt)  contient  x"^^  en 
facteur.  Désignons  par  co„(a7,)  les  termes  de  degré  inférieur  à 
n  H-  I  dans  le  développement  suivant  les  puissances  de  x,  de  la 
fonction  y\{Xt)  définie  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  dx, 
dans  l'équation  (58j.  Faisons  le  changement  de  variable 

on  aura  l'équation 

x'/"^'  dzi  -{-[tZi-h  XiZi\i(xi}  -\-  z^^B(z^)-hCl( Zi)'^-Xi  z^^i(xiZi)]dxi  =  o 

où  G|  (x^  )  contient  x"*^  en  facteur. 

Il  nous  sera  utile  pour  des  démonstrations  ultérieures  de  montrer 
que  l'on  peut,  au  moyen  de  changements  de  variables,  obtenir  les 
simplifications  suivantes  de  l'équation  (  58)  : 

i"  On  peut  ramener  B (y,  )  à  être  identiquement  nul; 
2°  On  peut  ramener  a?,  A(.r,)  à  se  réduire  à  bx",  b  étant  une 
constanle  qui  peut  être  nulle. 

i"  Pour  ramener  B(j',)  à  être  identiquement  nul,  écrivons 
l'équation  (58)  sous  la  forme 

(  r.n^  •^r'rf/i         ^  [■         x^y,K{x,)-^C{x,)^xy\^y{T^,y^)  | 

Considérons  une  fonction  j(  >,),  telle  que  l'on  ait 

dyx  _  dz 

Cette  équation  admet   une    infinité    de    solutions    zi^yi)   holc 
morphes  et  nulles   pour  y,  =  o.    Parmi    ces    solutions,    on    pet* 
prendre  la  solution  de  la  forme 

/^  étant  une  série  entière.  En  faisant  le  changement  de  variable  (6o) 
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l'équation  (5())  devient 

ixz  azyx  -\-  z n{z)\ 

h[z)  étant  holomorphe  et  nul  pour  :;  =  o.  En  multipliant  les  deux 
membres  par  (i.z  on  obtient 

jc'/+'  dz  -\-  [:i.z  -^  XiZ  ki  x^)  -\-  G(Xy)  +  XiZ^^.i{xi,  z)]  dxi  =  o. 

2"  Pour  simplifier  A(a?,  )  considérons  l'équation 

a -4- a-]  A(a7i  )    ,  a-^bx'l    , 

Montrons  qu'en  déterminant  convenablement  la  valeur  de  la 
constante  b,  cette  équation  admet  une  solution  x.i^=f{Xi),  holo- 
morphe et  nulle  pour  Xf  =  o.  Posons 

(6i)  Xi  =  wxi  -+-  Xi. 

Nous  avons  l'équation 

[a  +  hx'{(\  -+-  u')"]  [xi  dw  -+-  (i  H-  w)  dxi]  —  (  tv  +  i)"  [a  -4-  a?i  A(ar,  )]  dxi, 

qui  peut  s'écrire 

a-,(a  +  bx'{  +  .  . .)  dw  =  (natv  -4-  G i a?! -+-  .  .   H-  bx'{-+- . .  .)  c/a"i 

en  n'écrivant  que  les  termes  de  moindre  degré  soit  parmi  les 
termes  contenant  b,  soit  parmi  les  termes  indépendants  de  b.  Si 
nous  cherchons  à  déternîiner  w  sous  la  forme 

iv  =  aiXx-h 'Xixi-h  a3x'l-{- .  .    , 

le  coefficient  a^  sera  déterminé  par  une  égalité  de  la  forme 
(6-2)  {g  —  n)7.a,,=  l\, 

P^  est  un  poljnome  bien  déterminé  qui  contient  les  coefficients  a/ 

pour  lesquels  on  a  i<,q  et  des  coefficients  de  A(^,).  Aucune 

difficulté   ne    se   présente    dans   la    détermination   de   a^,   si  l'on 

i\  q  <C.  n.  La  constante  b  n'intervient  pas  dans  la  détermination  de 

cette  première  série  de  coefficients  a^.  Pour  (7  =  /;,  la  relation  (62) 

prend  la  forme 

0=  P„+6. 
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Aucune  Impossibilité  ne  se  présentera  donc  en  prenant  6= — P„, 
et  l'on  pourra  prendre  arbitrairement  a„.  En  prenant,  par  exemple, 
««  ^=  o,  les  coefficients  a^  se  détermineront  sans  difficulté; 
pour  q  >  n.  On  sait  que  le  développement  a»  obtenu  est  conver- 
gent pour  .Ti  suffisamment  petit. 

En  faisant  le  changement  de  variable  défini  par  (6i),  l'équa- 
tion (58)  devient 

(63)       x'i+^  cfz^[-xz-hbzT'l-^li(T,)-^X2z"-Fix.i,  z)]dT2=<K 

En  résumé,  en  partant  de  (5"),  nous  arrivons  à  l'équation  (63) 
par  une  suite  de  changements  de  variables 

^=.ri-^ylAy),      x2  =  Xi[i-\-w(xt)]. 

La  série  wix^)  ne  contenant  pas  de  terme  constant,  il  est  évident 
que  cette  suite  de  changements  de  variables  revient  à 

X2=  x-^Qtix.  y),         z=y-^Riix,  y), 

Q-2  et  Rj  étant  des  séries  entières  sans  termes  constants,  ni  termes 
du  premier  degré. 

23.  Etude  des  cauacti^ristiquks  da.ns  i,r  champ  réei  voisin  nvm 
l'OiiNT  EXCEPTIONNEL.  —  Pour  étudier  les  caractéristiques  de  l'équa- 
tion (07),  dans  le  voisinage  de  j;  =  o,  j^=  o,  il  suffira  d'étudier 
les  caractéristiques  de  (58),  dans  le  voisinage  de  Xi  =  o,  j>',  =  o. 
En  supprimant  les  indices,  nous  écrirons  cette  équation 

(()4)     x"+'  dy-+-  [%y  -h  xy  X(x)  -+-y^  H(^)  -l-  C(x)-+- xy'^^{x,y}](lx=  o. 

On  sait  (Bendixson,  p.  45)  que  si  l'on  considère  les  diverses 
caractéristiques  passant  par  un  point  voisin  de  l'origine  et  situées 
dans  la  région  poia-  laquelle  on  a  x  ^  o,  deux  cas  se  présentent  : 

i"  Si  l'on  a  a  <!  o,  j'  tend  vers  zéro  avec  x  pour  chacune  de  ces 
caractéristiques.  Toutes  ces  caractéristiques  passent  par  l'origine; 

2"  Si  l'on  a  a  >  o,  il  y  a,  en  dehors  de  j:  =  o,  une  seule  carac- 
téristique passant  par  l'origine.  Désignons  pary  =  ^(•^)  bi  solution 
de  l'équation  (64)  représentée  par  cette  caractéristique. 
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Dans  les  deux  cas  toute  caractéristique,  autre  que  a?  =  o,  abou- 
tissant à  l'origine  est  tangente  en  ce  point  à  la  droite  j'  =  o.  On 
sait  en  effet  que  toutes  les  caractéristiques  aboutissant  à  l'origine 
admettent  en  ce  point  une  tangente  bien  déterminée.  Pour  trouver 
cette  tangente,  posons  x  =  ty.  L'équation  (64  )  devient 

(65)  [:i  +  y  h{t,  y  )]{ y  dt  +  t  dy)  ^  tn+^  yn  dy  =  o. 

Si  t  tendait  vers  une  limite  finie,  lorsque  j'  tend  vers  zéro,  cette 
limite  ne  pourrait  être,  d'après  la  forme  de  (65),  que  t  =  o.  Ceci 
est  impossible,  car  dans  le  plan  des  variables  t  el  y ,  le  point  ^:=o, 
y  ■=■  o  est  un  col  de  l'équation  (65).  Les  seules  caractéristiques 
.passant  par  ce  point  sont  ;z=o,  j'^io.  Fournissant  l'une  et 
l'autre  x  ^=  o  comme  caractéristique  correspondante  dans  le 
plan  des  xy  elles  ne  peuvent  correspondre  à  l'une  des  caractéris- 
tiques considérées.  Il  résulte  de  là  que  t  devient  infini,  lorsque  x 
ei y  tendent  vers  zéro. 

On  sait  que,  dans  le  cas  où  l'on  a  a  p>  o,  la  fonction^  =  o{x) 
correspondant  à  la  caractéristique  aboutissant  à  l'origine  n'est  pas 
en  général  une  série  entière.  C'est  une  fonction  semi-régulière 
pour  X  =■  o.  Quel  que  soit  5,  on  peut  écrire 

P^  est  un  polynôme  de  degré  s  et  R(.r)  tend  vers  zéro  avec  x. 

Si,  comme  nous  pouvons  le  supposer  (n"  24),  C(.r)  contient 
x"+'  en  facteur,  il  en  sera  de  même  de  P.ç(a?),  pour  s^n-\-\. 
On  étudierait  de  même  les  caractéristiques  voisines  de  l'origine  et 
situées  dans  la  région  pour  laquelle  on  a  ar  <  o.  Il  suffira,  pour 
être  ramené  au  cas  de  a:  >>  o,  de  changer  x  en  —  x.  On  voit  que 
l'on  a  les  quatre  cas  suivants,  si  l'on  considère  les  caractéristiques 
voisines  de  l'origine  : 

1°  a  <;  o,  n  pair.  —  Toutes  les  caractéristiques  aboutissent  à 
l'origine  O; 

a°  a  <;  o,  n  impair.  —  Les  caractéristiques  de  la  région  x  ^  o 
aboutissent  à  O.  Une  seule  caractéristique  située  dans  la  région 
x<io  aboutit  à  O.  Elle  limite  avec  les  deux  portions  de  Or  deux 
secteurs  répulsifs  ; 

3"  a  >-  o,  n  pair.  —  Quatre  arcs  de  caractéristiques  aboutissent 
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à  O.  Deux  d'entre  eux  sont  formés  par  les  deux  portions  de  Oy. 
Les  deux  autres,  tangents  à  Orr,  sont  situés  l'un  du  côté  des  x 
positifs,  l'autre  du  côté  des  x  négatifs.  Ces  caractéristiques 
limitent  quatre  secteurs  ré[)ulsifs; 

4°  a^o,  n  impair.  —  Toutes  les  caractéristiques  situées  du 
côté  des  X  négatifs  aboutissent  à  O.  Une  seule  caractéristique 
située  dans  la  région  x  ^  o  aboutit  â  O.  Elle  limite  avec  les  deux 
portions  de  Oy  deux  secteurs  répulsifs. 

De  ce  qui  précède,  et  de  ce  que  nous  avons  vu  (n"*  3  et  4),  il 
résulte  que  tout  cycle  singulier  passant  par  le  point  exceptionnel 
comprendra  une  portion  de  l'axe  O)',  et  l'un  de  ses  prolongements 
au  delà  de  O.  Nous  pouvons  toujours  supposer,  en  changeant  le 
sens  positif  des  axes,  que  la  portion  de  Oy  qui  appartient  au  cjcle 
singulier  est  située  du  côté  des  y  positifs  et  que  son  prolongement 
est  situé  du  côté  des  x  positifs.  Nous  pouvons  donc  considérer 
uniquement  les  cas  3"  et  4",  c'est-à-dire  supposer  a  ^  o,  et  étudier 
les  caractéristiques  situées  dans  la  région  des  x  positifs  au-dessus 
de  la  caractéristique  tangente  à  0:r  en  O. 

26.   Simplification     de    l'équatioin     différentielle     dans    le 

DOMAINE  R1^;EL  VOISIN  d'uN  POINT  EXCEPTIONNEL.   —    NoUS    UtilisCrOIlS 

tout  d'abord  les  simplifications  du  n"  24  et  nous  écrirons  l'équa- 
tion (63)  sous  la  forme 

(66)         r'^+'  dz  -I-  [z(a  -+-  bx'l)  -+-  II(>2)  -h  ^  5'+' a/(ar2)]  dx^^  o; 

a  est  positif,  H  contient  x"^^  en  facteur  et  la  somme  S  s'étend  à 
toutes  les  valeurs  entières  de  /',  de  /=  i  à  l'infini.  Soit  z  =  'f  (a^a) 
l'unique  solution  pour  laquelle  z  tend  vers  zéro,  lorsque  x-,  tend 
vers  zéro  par  valeurs  réelles  et  positives.  Faisons  le  changement 
de  variable 

L'équation  (66)  prendra  la  forme 

a~'j'+'  du'  -f-  w[a  -+-  hr'\  +  SU'-f-  i )©'+»( j'2)a.( ^2 j  -+-  ^W'bj{xn)]  rf.r,  =  o, 

les  fonctions  bi^x-i)  sont  semi-régulières  pour  X2^=  o. 
Montrons  qu'en  posant 

IV  =  Zi  X(arj), 
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on  peut  déterminer  '/.{x-,)  de  manière  que  l'équation  prenne  la 
forme 

(67;  ^^'+'  dzi-+-  3,[aH-6j7'a'-+-  Ss',  <^,{x2)]dx.=  o, 

les   fonctions  ^i   étant,   comme  les  bi,    semi-régulières   et   nulles 
pour  X2  =  o.  Il  suffit  pour  obtenir  l'équation  (<)")  que  l'on  ait 

ir«+*  T7~^  +  a^-6a7'2'+£(J-l-I):f'+'(■^2)«/^■2••2)=  ^^bx'^, 

cp(a72)  contient  en  facteur  r^'^'  parce  qu'il  en  est  ainsi  de  lî{x2). 
L'équation   différentielle   ci-dessus   entre   A  et  x-2  se  présente 
donc  sous  la  forme  V  =  'kg{x2).  On  peut  prendre 


G{x,), 


G(a?2)  étant  une  fonction  de  x^  semi-régulière  et  nulle  pour  ^2=0, 
ainsi  qu'il  est  facile  de  le  montrer. 

Précisons  le  domaine  dans  lequel  l'équation  (67)  est  valable. 
Nous  pouvons  supposer  que  dans  l'équation  (66),  Ss'+'a,(a;2)  est 
une  série  convergente  pour  |  2  ]  ^  e  et  |  ^^2 1  =  £  et  que  de  plus  dans 
ce  domaine  le  module  de  cette  expression  est  inférieur  à  un 
nombre  M. 

Les  divers  termes  de  l'expression  S  sont  alors  pour  1^2|<;s', 
inférieurs  en  module,  aux  termes  du  même  degré  en  z  de  l'expres- 
sion 

Me 
"~  £  —  a 

Nous  avons  remplacé  z  par  l'expression 

(()8)  s  =  ?(\r2)-H[i  + G(X2)]3,, 

l'expression  ^  devient 

M  £  IM  £  I 


C 


£  —  ff(Xi) 


Nous  pouvons  supposer  $.'  assez  peut  pour  que  H^x-i)  et  0(^2) 
soient   définis   pour   x-j  compris  cnlre   u  el   e',   et  que,  pour  ces 
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valeurs  de  x-^-,  on  ait 

|'f(-^2)|<  .J>  |i  +  G(a^2;|<2, 

(69)  a  -t-  6^'«>  o. 

Les  divers  termes  du  développement  de  î^,  suivant  les  puis- 
sances de  5),   seront  donc  inférieurs  en  module   aux    termes  de 

même  deerré  du  développement  de —, ^^-7- 

^  ''  £  —  22l|l-+-G| 

Les  termes  qui  contiennent  :;*  en  facteur  seront  inférieurs  en 
module  aux  termes  de  même  degré  de 

^-  ç(e_.,z,  |,+G|)" 

Les  termes  de  Sc',p/(^.j)  se  déduisent  des  termes  de  S2'+'ai(:r2), 
en  remplaçant  :;  par  l'expression  (68),  ne  conservant  que  les  termes 
du  second  degré  au  moins  en  z^  et  en  les  divisant  par  3,(i-|-G). 
Les  termes  de  ^z\  ■l>i{X'2)  seront  donc  inférieurs  en  module  aux 
termes  correspondants  de 

e(£— Ml)* 
Si  nous  posons 

(70)  Xi  =  zu,  na=—,  fci{u)=  — ^7;^— , 
l'équation  (67)  deviendra 

{<"+'  dzi-h  Zi[na  -i-  bu"  +Z  z\  /(i(u)]  du  =  o. 


Si  u  varie  de  o  à   1  les  termes  de  'Lhi(u)  seront  inférieurs  en 
module  aux  termes  de  même  degré  de 

(7,)  _^^^Mz, 

e'"e(£  — 4-1,) 

On  aura  également,  pour  u  variant  de  o  à  1, 

na  -+-  bu"  >  ne, 

c  étant  d'après  ((3()  )  un  nombre  positif.  Il  résulte  de  ces  inégalités 
que  les  valeurs  de  c,  pour  lesquelles,  u  étant  compris  entre  o  et  1, 
l'expression  na -{- bu'-^ -{- I>z\ki{u)  pourra  s'annuler  seront  supé- 
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rieures  en  module  à  la  valeur  de  s,  vérifiant  l'équation 

ne ; ; ; =2    O. 

t"z{t  —  4-3l) 

Soit  7)  celte  valeur  qui  est  inférieure  à  -•  Nous  avons 

2*  M  nc(l —   'i'q) 


(72) 


£  «£ 


Si  nous  posons 
(73)  3,  =  -/i.,  /,,(„)=  Mii), 

nous  obtiendrons  l'équation 

(74).  u"'^^  dv  -\-  v[na  -+-  bu't-+-  Sp'7f,(M  )]  du  =  o. 

Les  coefficients  de  'Eiv'hi(u)  seront,  pour  toutes  les  valeurs  de  u 
comprises  entre  o  et  i ,  inférieurs  en  module  aux  termes  corres- 
pondants de  l'expression  ('-i)  où  ;,  est  remplacé  par  rjt'.  Rempla- 
çons en  même  temps  dans  cette  expression  M  par  sa  valeur  tirée 

d/\               1                nc(t  —  4'^;)t'  •  A        i^    i      ■ 

e  (72)  nous  obtenons ; — -^— ^  qui  en  posant  U  =  — -  devient 

\  y    ^  £  —  4  '^  '^  £ 

dont  le  développement  suivant  les  puissances  de  i'  fournit  des 
dominantes  des  fonctions  hi{u). 

L'équation  (74)  qui  sera  exclusivement  employée  dans  la  suite 

est  valable  pour  u  variant  de  o  à   i   et  t^  variant  de  o  à^-  Cette 

dernière  quantité  étant  supérieure  à  i,  nous  pouvons  faire  varier  i' 
de  o  à  I.  Dans  ces  conditions,  le  coefficient  de  du  dans  (74)  est 
positif  car  na  -f-  bu"  est  supérieur  à  ne  tandis  que,  d'après 
l'expression  (76),  la  somme  des  valeurs  absolues  des  tei'mes 
de  li>'hi(u)  est  au  plus  égale  à  ne. 

27.     KOUME      H|':DUITK      de     l'équation      DIFFÉKENTIELLE.     —      Pour 

mettre  l'équation  diflérenlielle  (74)  sous  une  forme  plus  simple,  je 
supposerai,  comme.on  peut  toujours  le  faire  (  n"  2i,  i"),  que  dans 
l'équation  (58)  B(j',)  est  identiquement  nul,  ou  ce  qui  revient  au 
même  qu(!  dans  (67)  ou  (74)  on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  f, 
[â,(o)  =  o,   /(,(o)  =  o.  Désijjnons  par  a^  un  nombre  entier  quel- 
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conque.  Les  ,3((  «)  étant  des^fonc lions  semi-régulières  pour  a=o, 
on  peut  écrire  l'équation  (74)  sous  la  forme 

(76)  î^"*-'  dv  -f-  (J  du  =  (p, 

U  =(na-H  bu"  )v-h  f^^  «'//((-•) -i-  M<t'2F(M,  t»), 

la  somme ^  ne s'é tendant  qu'aux  valeurs  i ,  2, ...,  5 —  1  de  l'indice  i. 
hes/i(v)  sont  des  séries  entières  en  t^,  F(a,  t^)  est  une  série  entière 
en  V  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  de  u  semi-régulières 
et  nulles  pour  u  =  o. 

Montrons  que  l'on  peut  faire  un  changement  de  variable 

(77)  z=  K(u,  v), 

tel  que  Tf-qualion  difr«'Tentielle  prenne  la  forme 

(  78)  «"+'  dz  -h  z\  na  ^  bu"  -+-  zu^  m(  u,  z)\  du  =  o; 

m  est  une  série  entière  en  c,  dont  les  coefficients  >ont  Ae.s  fonctions 
semi-vêgulières  pour  u  =  o. 

En  faisant  le   changement   de    \ariable   (77),    l'équation   (78) 

devient 

u'^+i  dz -h  ([JK[,— u"+^K'u)  du  =  0. 

Pour  que  celte  équation  prenne  la  forme  (78),  lorsqu'on  rem- 
place r  en  fonction  de  :;  dans  K[,  et  K^^,  il  suffit  que  l'on  ail 

UK',,  —  u"+^K',i  =  (a-f-  bW)z-+-  zu'M{u,  z). 
U  suffit  pour  cela  que  l'expression 

^  =    (a-4-6a")t^  +  p2V  ,f//.(t,)     K'^—  u"+^K'u—  (a  +  bu'*)K 

ne  contienne  pas  de  termes  où  u  figure  à  une  puissance  inférieure 
à  s.  Cherchons  à  déterminer  K(a,  p)  sous  la  forme 

K  (  M,  f  )  —  /  0 (  i^  )  -I-  nk,  (  c  )  -f-  ...+  «"■- >  Ag-i  (  r  )  -4-  u*  As (  t^ ). 

Nous  allons  déterminer  /„?  /«H  •••5  ^s-t  en  écrivant  que  les 
termes  de  N  où  11  figure  à  une  puissance  inférieure  à  s  sont  nuls. 
Nous  désignerons  par/^  la  dérivée  de  A"<(i').  On  a 

«•Âr'o  — A:o  =  o,         ^o=*'• 
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Supposons  q  >  «,  et  égalons  à  zéro  le  ternie  en  ?/*?  de  N.  On  a 

a  (  vk\,  —  A^ )  +  p2  (/,  /.•;,_  1  +/2 k\,_^  4- ...+//  A-'o  )  =  o. 
Parmi  les  intégrales  de  cette  équation,  considérons  la  solution 

k^=—  -    /     (/i  A-:^^,  -h/î  ^-'^_2  4- . .  .^f^k\  )  dv. 

En  appliquant  cette  formule,  pour  </ =  i ,  on  voit  que  t<\{^') 
est  une  série  entière,  contenant  (  -  en  facteur.  Le  raisonnement 
habituel  montre  qu'il  en  esi  de  même  pour  q^=z  -i^  3,  ...,n  —  i. 
Pour  q^n,  on  a 

(79)  a.{vk',j  —  kg)^bvk'^_,t  —  {b  +  q-n)k^-n-^v''-{fik'^_^^...-^f^k'o)=o. 
En  particulier,  pour  ^  =  n,  on  a 

aiyk',  -  kn  )  +  vHf,  /';,-,  +  ..  .  -^  A  A'o  j  =  o. 

On  voit,  comme  tout  à  l'heure,  que  l'on  peut  prendre  pour  /.„ 
une  série  entière  contenant  v'^  en  facteur.  Il  résulte  alors  de  l'équa- 
tion (79)  qu'il  en  est  de  même  pour  kg,  pour  q  ^  n. 

Nous  déterminerons  enfin  /cs{i')  en  écrivant  que,  pour  a  =  i, 
K(i,  u)  se  réduit  à  <';  ks{v)  sera  une  série  entière  contenant  v'^  en 
facteur.  Nous  concluons  de  ce  qui  précède  que  :  11  existe  un  chan- 
gement de  variable  de  la  forme 

(80)  z  =  v-hui>^P(u,  v) 

où  P  esl  un  poljnome  de  degré  s  —  i  par  rapport  à  u,  se  réduisant 
à  zéro  pour  ^^  =  i ,  ayant  pour  coefficients  des  séries  entières 
en  »',  convergentes  pour  |r|<<i.  En  faisant  ce  changement  de 
variable  (80),  l'équation  (74)  prend  la  forme  (78). 

"28.  Intégrale  GÉJNÉHALK  DE  L'r.QUAïiojN  diffi^rentielle  (74)-  — 
Cherchons  une  intégrale  générale  de  l'équation  (74)1  sous  la 
forme 

r  (  i<,  c  )  =  p  y  (  u  )  4-  f  2  Y2  '  u  )  +  P-'  Ya  (  «  )  -t-  ■  •  •  =  coust . , 

y{ii)i  Y/('*)  étant  des  fonctions  de  11  dont  nous  désignerons  les 
dérivées  par  y',  y|. .  Ces  fonctions  vérifient  la  relation 

u"+'(  vY-\-  i'^Yi  +  ••■)  =  {^1  -+-  ■•■>'-  y^H-.  .  .)  [/m  -H  bu"-+-  ï,  v'  /ulu)]. 


—  113  - 

On  a 

II 

u"+i^'={na-h  bu")~(,         '((u)=u''e    "", 
"""^'77=  q(na  -+■  bu"-}'[ç-h  Y^-i  hi-h  7^-2/42 -H •  •  .-H  ^(ih^-z^  ^  f'q-\- 

Nous  achèverons  de  déterminer  les  fonctions  Vy(i<)  en  supposant 
que,  pour  u  ^  i ,  on  a  y^d)  =  o.  On  obtient 


du. 


Les  fonctions  y^  se  déterminent  donc  sans  difficulté,  en  faisant 
successivement  q-=zi.^  3,  ....  Montrons  que  la  série  r({/,  y)  est 
convergente,  lorsque  u  et  v  sont  compris  entre  o  et  i . 

D'après  le  n"  9  et  ce  que  nous  avons  dit  à  la  fin  du  n"  26,  nous 

obtiendrons  pour  u  variant  de  o  à  i  des  dominantes  des  fonctions  -'/, 

si  nous    remplaçons    na-\-bu^  par  ne   et  si  nous  remplaçons  les 

fonctions  hi((i)  par  les   coefficients  correspondants  du    dèvelop- 

1             •                   1           11?                •               nc(i  —  6)v 
pement  suivant  les  puissances  de  ç  de  1  expression .       > 

coefficients  qui  sont  tous  négatifs.  Trouver  ces  dominantes  r(a), 
rj(a),  des  fonctions  y  (m),  yi{u)  revient  à  chercher  sous  la  forme 

G  (m,  p)  =  pFfM)  -+-  t'?  r2(«)  -h  . . .  =  const. 

l'intégrale  générale  de  l'équation 

(8i)  .  u'^+^dv-h  "'""^'''"^du^o, 

I  —  Op 

en  supposant  que  F,  F,-,  . . .  soient  positives  ou  nulles  pour  u  ^  i 
et  que  l'on  ait  r(i)  ><?"'». 

En  intégrant  (81),  on  obtient  l'intégrale  générale 

c 

e'^-'^v  e    ""  {\  —  c)^-' =  const., 

qui,  développée  suivant  les  puissances  de  p,  a  tous  ses  coefficients 
positifs  pour  u  =  \.  Il  en  résulte  que  la  série  F(m,  v)  sera  conver- 
gente pour  a  et  p  compris  entre  o  et  i .  Donnons  une  autre 
démonstration  qui  fournira  une  propriété  de  r(//,  v).  Nous 
obtiendrons  des  dominantes  des  fonctions  y^  en  remplaçant, 
d'après  le  n"  9,  les  fonctions  —  lii  par  des  fonctions  dominantes  ; 

Ll.  8 
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nous  avons  pris  dans  la  démonslration  précédente  pour  ces  domi- 
nantes les  coefficients  du  développement  de — t, suivant  les 

rr  j  —  Qp 

puissances  de  v.  Si,  dans  cette  expression,  nous  remplaçons  ne  par 
l'expression  na~{-bu"^  qui  est  toujours  supérieure  à  ne,  nous 
augmenterons  encore  les  dominantes  de  /i/.  Nous  sommes  donc 
ramenés  à  considérer  pour  l'équation 

un+i  dv  -+-  ^ ^— ^ i  du  =  o 

I  —  OP 

l'intégrale  générale  qui  se  réduit  à  e''*  pour  11  =  i.  Cette  intégrale 
générale  est 

vu''e     ""  (i  —  p)ô-' =  consl. 

Les  termes  du  développement  du  premier  membre  suivant  les 
puissances  de  v  sont  positifs  pour  u  =zi  et  fournissent  donc  des 
dominantes  des  termes  correspondants  de  F  (a,  t»).  Si  l'on  écrit 

T(u,  P)  =  i>u''e~^'  [i  +  p/2(«)  +  p2/3(  w)  +  •••], 

les  divers  termes  de  la  série  entre  crochets  admettent  pour  domi- 
nantes les  termes  correspondants  du  développement  de  (i  —  p)^"' 
suivant  les  puissances  de  i\  Cette  série  est  donc  convergente 
pour  I  (^  I  <^  I . 

Nous  pouvons  énoncer  le  théorème  suivant  :  L'équation 

M"+i  dv  -i-  i)  [na  -h  bu"  -+-  vh{u,  v)]  du  =  O, 

où  h(u,  p)  est  une  série  entière  en  v  ayant  pour  coefficients 
des  fonctions  semi-régulières  pour  u  =  0,  et  satisfaisant  aux 
conditions  na  —  |  ^  |  —  H  >  o  (n"  7),  admet  pour  \v\<^\  et  u 
réel,  variant  de  o  à  i,  une  intégrale  générale  de  la  forme 

a 

(H2)  vu'>e    ""  [n- p/2(m)-i- p»/3(a) -f- . ..]  =  consl., 

Jii  /a  étant  des  fonctions  de  u  qui  restent  finies  lorsque  x 
varie  de  o  à  \ . 

!29.    IwTÉaRALE  GÉNÉRALE  LORSQUE    l'ÉQUATION    DIFFÉRENTIELLE   EST 

sous  FORME  RÉDUITE.  —  Supposons  quc  l'équation  (74)  ait  été  mise 
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sous- la  forme  (78  ) 


««-*-'  Jv  -h-  V  \  na  -+-  hu"  -+-  vu" m(  u,  p)J  du  =  o , 
vm(  u,  V)  —  vnii  (  u)  ^  v^  m^i  u)  -\-  .  .  . , 

les  mi(ç)  définis  pour  u  réel,  variant  de  o  à  1,  sont  des  fonctions 
semi-régulières  pour  a  =  o.  Montrons  que  l'intégrale  générale  (82) 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

II 
(.83)        r{u,v}^vu>'c     ""  [l-h  «•'•"(^^2+  i^^  ^3-1- •••)]  =  coiist. 

a  2^  g'it  •••  étant  des  fonctions  de  a  seul  qui  restent  finies,  lorsque 
a  varie  de  o  à  i,  extrémités  comprises. 

Il  est  évident  que  ces  fonctions  restent  finies  pour  les  valeurs 
considérées    de    a  autres  que   a  =  o,   car  gi=''-^'  Pour  voir  ce 

qu'elles  deviennent,  lorsque  u  tend  vers  zéro,  considérons  l'équa- 
tion 

«"-^-'  r'u  =  ^>^'^,\  na  -+-  bu"^  ■+-  vu'  ni(  u,  v)]  du 

que  vérifie  la  fonction  F  (a,  v).  Désignons,  comme  précédemment, 

a 

par  V  (m)  l'expression  a*e    ""  et  posons 

r{u,  c)  =  vy(u)^u"y{u)s'{u,  i>), 
g{u,  v)  =  v-i  gi{u) -^  v'gi{u)-\-..., 

g{u,  (-•)  vérifie  l'équation 

u"-*-^  ff',^-\-(na-h  bun-^  su'^)g  —  (na  -+-  bu'^)vg'^,  =  {v'^-\-  vg'^)  ni{u,  v). 

U  en  résulte  que  gq{u)  vérifie  l'équation  différentielle 

un+^  g'^—\na{q  —i)^Un{bq  —b  —  s)\g,j 


m,,-i-^  ?<-(m,^,_. 


m,/_î  gi  ). 


Supposons  démontré,  pour  ^^  2,  3,  ...,/?  —  i ,  que^^  reste  fini 
pour  u  =  o,  montrons  qu'il  en  sera  de  même  pour  q  =  p. 

Si  nous  posons  gq=y^  u^=x,  la  fonction  ^^(a?)  vérifie  une 
équation  difTérentielle  de  la  forme 


(84) 


x^-^^y  ~  [na{q  —  \)  ^  z'^{qb  —  b  —  s)]y  =  ^  {x), 


o{x)  étant  une  fonction  qui  reste  finie  lorsque  r  varie  de  o  à  i, 
extrémités  comprises.  U  nous  suffit,  d'après  ce  que  nous  avons  dit 
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plus  haut,  de  prouver  que  y  reste  fini,  lorsque  x  tend  vers  zéro. 
La  démonstration  s'appliquant  immédiatement  pour  j  :=^2)  il  en 
résultera  que  la  propriété  sera  vraie  pour  n'importe  laquelle  des 
fonctions  gq{u). 

Soit  e  un  nombre  tel  que  pour  o<<.x<<£  on  ait 

na {q  —  i)  -^  { qb  —  b  —  s  )x"  ^  o. 

Nous  pouvons  trouver  deux  nombres  A  et  B,  avec  A  ^  B,  et 
tracer  un  rectangle  limité  par  a;  =  o,  x  =  e,  )'  =  A,  y=i:B,  tel 
que,  pour  x  variant  de  o  à  e,  la  courbe 

(85)  y[na{q — i) -\- qb  —  b  —  s)ar"] -i- <o  (a;)  =  o 

soit  comprise  à  l'intérieur  de  ce  rectangle.  La  région  du  plan 
des  xy  comprise  entre  x  =zo  et  x  =^z  est  ainsi  divisée  en  trois 
régions  :  la  région  ï  pour  laquelle  on  a  y  >  A,  la  région  II  inté- 
rieure au  rectangle,  la  région  III  pour  laquelle  on  a  y  <^  B. 

Considérons,  pour  x  décroissant  de  e  jusqu'à  o,  une  caractéris- 
tique de  l'équation  (84).  Soit  M  un  point  de  cette  caractéristique, 
de  coordonnées  x  et  j'.  Si  M  reste  toujours  dans  la  région  I,  j'  ira 
toujours  en  décroissant  et  tendra,  lorsque  x  tend  vers  zéro,  vers 
une  limite  finie,  supérieure  ou  égale  à  A.  Si  M  reste  toujours  dans 
la  région  II,  y  ira  toujours  en  croissant  et  tendra,  pour  x  =  o, 
vers  une  limite  finie  inférieure  à  B. 

Si  nous  remarquons  que  toute  caractéristique  qui  passe  par  un 
point  de  l'une  des  droitesj/'  =  Aou  j^  =  B  pénètre  dans  la  région  II, 
lorsque  57  décroît,  nous  voyons  que  toute  caractéristique  qui  ne 
restera  ni  dans  la  région  I,  ni  dans  la  région  III,  finira  par  rester 
dans  la  région  II  et  par  conséquent  j^  restera  fini.  Le  résultat  qui 
nous  est  utile  est  démontré. 

On  peut  établir  un  résultat  plus  précis  en  montrant  que, 
lorsque  x  tend  vers  zéro,  y  tend  vers  une  limite  finie  qui  est 
l'ordonnée  du  point  d'intersection  de  Oy  avec  la  courbe  (85). 

30.  Propriétés  de  l'intégrale  générale  (82).  —  Ecrivons  le 
changement  de  variable  (80)  sous  la  forme 

(86)  z  =  v  +  p  V  (''■  [pi  (  u)  -+-  a  II'], 
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Pi  désionant  un  polynôme  de  degré  s  —  i  au  plus  en  n;  ci  est  une 
constante.  On  api{i)  -|-c,=  o.  Si,  dans  l'intégrale  générale  (83) 
de  l'équation  (78)  en  z  et  a,  on  remplace  z  par  son  expres- 
sion (86),  on  obtient  une  intégrale  générale  de  l'équation  (74) 
en  V  et  u.  Cette  intégrale  se  réduit,  pour  m  =  i,  à  i>e~^,  comme 
l'intégrale  générale  (82)  de  cette  équation.  Les  deux  formes  ainsi 
obtenues  pour  l'intégrale  générale  de  (74)  sont  donc  identiques 
et  Ton  a 

si  l'on  remplace  z  par  l'expression  (86). 

En  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  t^,  on  obtient 

//(" )  =  p^/-i ( ")  —  «' Pr/C^î'  ^3 —  ,/r<,), 

Pc  étant  une  expression  linéaire  par  rapport  à  g^,  ^'3,  '••■>^q' 
L'entier  5  pouvant  être  arbitrairement  choisi,  ces  formules  nous 
montrent  que  les  fonctions /y( a)  sont  semi-régulières  pour  ^^  =  0. 

31.  Loi  UE  CORRESPONDANCE  DANS  LE  VOISINAGE  d'uNE  CAJRAC- 
TÉRISTIQUE     TRAVERSANT     UN     POINT    EXCEPTIONNEL.     —    ConsidérOIlS 

dans  le  plan  des  variables  u  et  c  un  carré  O'A'D'B',  dont  les  côtés 
ont  pour  équations:  O'A',  (^  =  0;  O'B',  ;/=io;  A'D',  m  =  i  ; 
B'D',  V  :^\ .  Une  caractéristique  C  de  l'équation  différentielle  (74) 
en  u  et  c,  qui  coupera  le  côté  A'D'  en  un  point  Q'  ressortira  du 
carré  en  coupant  le  côlé  B'D'  en  N',  car  v  va  en  croissant 
lorsque  u  décroît  de  i  ào.  En  effet,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  à 

la  fin  du  n"  26,  -7-  est  négatif  pour  les  valeurs  de  u  et  c  coor- 
données d'un  point  intérieur  au  carré  O'A'D'B'. 

Soient  1  et  v  les  coordonnées  de  Q';  m  et  1  celles  de  N'.  Nous 
pourrons  toujours,  en  remplaçant  v  par  cv^  c  étant  une  constante 
convenablement  choisie,  supposer  que  la  forme  (82)  de  l'intégrale 
générale  de  (74)  est  encore  valable  pour  <- =  i .  Celte  intégrale 
générale  nous  donne  alors  immédiatement  la  relation  «Mitre  les 
paramètres  u  et  c  définissant  la  position  des  points  d'interscc- 
lion    N'    et   Q'   d'une    caraclriisticjue    C    avec    les  droites    f  =  i 
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et  a  =:  I .  On  a 

a 

(87)  ve~«=  u''e~''^[l+/2(M)-+-/3(M)-+-  ...]. 

C'est  la  loi  de  correspondance  cherchée. 

D'après  la  forme  de  l'équation  (63)  que  nous  avons  obtenue, 
tous  les  termes  «/(a^a)  de  l'équation  (66)  contiennent  0:2  en  fac- 
teur. [1  en  résulte  que  dans  l'équation  ('y 4)  tous  les  coefficients 
hi{u)  contiennent  a  en  facteur.  En  appliquant  pour  5  =  1  le 
résultat  démontré  (n"  29)  nous  voyons  que  les  fonctions  y^  (w), 
fi  {(i)i  . . .  sont  nulles  pour  u  =  o.  Nous  pourrons  donc  écrire  la 
relation  (87)  sous  la  forme 

(88)  v  =  atii''e~~'\i+fiul], 

a,  est  une  constante, /(m)  est  nul  pour  u  =z  o. 

Si  nous  remarquons  de  plus  que,  d'après  la  démonstration  du 
n°  30,  la  série  formée  en  prenant  dans  /a  ("),  ./s  («),  •••  les 
parties  p^  (a),  p^  (w),  . . .,  qui  sont  des  polynômes  en  u  de  degré 
inférieur  à  5,  on  obtient  une  série  convergente 

nous  voyons  que  /(a)  est  une  Jo/ictiofi  semi-régulière  et  nulle 
pour  u  =  o. 

Considérons  dans  le  plan  des  xy  les  deux  courbes  S  et  S'  cor- 
respondant aux  droites  m  =  i  et  «'  =  i  du  plan  des  at'.  Soient  C  la 
caractéristique  de  l'équation  (5^)  en  x  et  y  correspondant  à  la 
caractéristique  C  de  l'équation  (74)  el  C,,  la  caractéristique  de  (57) 
traversant  le  point  singulier  ;r  =  o,  )'  =  o  et  correspondant  aux 
deux  arcs  de  séparatrices  m  =  o,  t^  =  o  limitant  la  région  répulsive 
où  se  trouve  C.  Les  courbes  S  et  S' rencontrent  respectivement  C© 
en  Qo  et  N^.  Les  points  Qq  et  No  sont  x-espectivemenl  voisins  des 
points  d'intersection  Q  et  N  de  S  et  S'  avec  C.  Nous  avons  la  loi 
de  correspondance  entre  Q  et  N. 

Cherchons  à  nous  affranchir  du  choix  })articnlier  que  nous  avons 
fait  en  prenant  les  deux  courbes  S  et  S'  pour  établir  la  loi  de  cor- 
respondance. Prenons  sur  la  partie  de  Cq  représentée  par  i>  =  o 
un  point  R^  et  sur  la  partie  de  Cn  représentée  par  //  =  o  un 
point  pQ,  ces  points  étant  tels  qu'en  parcourant  Co  dans  le  sens 
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PqORj  on  rencontre  successivement  P^,  N^,  O,  Qo,  Ro  sans  tra- 
verser un  autre  point  singulier  que  le  point  O. 

Soient  S,  un  arc  de  courbe  coupant  Cq  en  Rq  et  S',  un  arc  de 
courbe  coupant  Cy  en  P^.  Cherchons  la  loi  de  correspondance 
entre  les  points  d'intersections  P  et  R  de  S',  et  S(  avec  la  caracté- 
ristique C  passant  par  Q  et  N. 

Nous  arriverions  immédiatement  à  cette  loi,  d'après  le  n"  2 
{voir  n°  19,  remarque),  si  les  coordonnées  x  et  jk  d'un  point  Q  de  S 
étaient  des  fonctions  holomorphes  de  u  et  si  les  coordonnées  d'un 
point  N  de  S  étaient  des  fonctions  holomorphes  de  v.  Examinons 
s'il  en  est  ainsi,  en  résumant  les  changements  de  variables,  qui  des 
variables  x  ei  y  figurant  dans  l'équation  (5^)  nous  ont  ramené  aux 
variables  u  et  v  figurant  dans  l'équation  (74)-  Nous  avons  posé 

(89)  Xi  =  X  ->r-  Çli{x,  y),         z  =  y  -^"^iix,  y), 

(90)  z  =  (p  (c'uj -(- [i  —  G  (E'«/.)]r,(',  X2  =  z'u, 

o(s.'u)  et  G{t'u)  sont  des  f onctions  semi-régulières  et  nulles 
pour  M  =  o.  Des  formules  (8g)  on  peut  tirer  xet^  en  fonction 
holomorphe  de  :co  et  de  z.  Par  conséquent,  sur  la  courbe  S  repré- 
sentée par  «  z=  I ,  X  et  y  seront  des  fonctions  holomorphes  de  v. 
Si  t  est  le  paramètre  fixant  la  position  de  R  sur  S,,  et  si  ce  para- 
mètre devient  nul  lorsque  R  coïncide  avec  Ro,  nous  aurons  la 
relation 

t  =  b^v  -\-  biV^  -r-  .  .  .^ 

où  le  second  membre  est  une  série  entière  à  coefficients  cons- 
tants fe,,  ^2)  —  '1  résulte  de  cette  relation  et  de  la  relation  (88)  que 
nous  avons 

a 

t  =  azuf'e~'^  [i  -4-F(m)]. 

a-î  est  une  constante  différente  de  zéro;  F(m)  une  Jonction  semi- 
régulière  et  nulle  pour  u  =  o. 

Nous  ne  pourrons  raisonner  de  celte  façon  pour  avoir  la  corres- 
pondance (între  P  sur  S',  et  N  sur  S'.  En  effet,  d'après  la  for- 
mule (90),  on  a  pour  l'arc  S'  représenté  par  c  =  i 

2  =   <p  (  î'  M  )  -I-  [  I  -•(-  G  (  î'  M  )  ]  r, ,  z  =:  T,   -+-  m  f  M  ), 

m{u)  étant  une  fonction  seuil-régiillère  el  nulle  pour  u  =  o. 
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Les  coordonnées  x  et  y  d'un  point  N  de  S'  ne  sont  pas  des 
fonctions  holomorphes  de  m  ;•  ce  sont  des  fonctions  semi-régu- 
lières. 

32.  Forme  définitive  de  l\  loi  oe  coRRESPOivnANCE.  —  Pour 
trouver  la  loi  de  correspondance  entre  les  points  d'intersection 
d'une  caractéristique  C  avec  les  courbes  S'  et  S'j,  considérons  une 
courbe  intei'médiaire  S"  représentée  par  z  =  s,  dans  le  plan  des  zu. 
La  constante  s  dont  il  a  été  question  (n°  26)  est  au  plus  égale  au 
rajon  de  convergence  de  la  série  entière  "ïiZ^ o-iix-^)  qui  figure 
dans  l'équation  (66).  On  a  r,<<£.  La  courbe  S "  coupe  Cq  en  M „ 
et  C  en  M.  Pour  trouver  la  loi  de  correspondance  entre  les  points  M 
et  N  où  G  rencontre  respectivement  S  et  S",  considérons  l'équation 
différentielle  (63)  entre  z  et  x^.  Écrivons-la  sous  la  forme 

3"'j  +  '  dz  ^  a.\z  -^  xt^\  (j\_,  z)  f/x^  =  o  ; 

remplaçons  x-2  par  t' u  el  a  par  nat'",  nous  avons  l'équation 

(91)  M"+i  dz  -+-  na  [s  -f-  mK|  {u,  z')\  du  —  o, 

K,  étant  une  série  entière  en  u  et  ;:  sans  terme  constant.  Nous 
pouvons  supposer  e'  assez  petit  pour  que,  lorsque  X'i  varie  de  o 
à  e',  l'arc  de  courbe  z-\- X2^x{x<2,z)  ^  o  ne  rencontre  pas  les 
arcs  de  courbe  s  ^  cp  (.^2)  +  [1 -|-G(j72)1  ^  et  s  =- £  qui  corres- 
pondent respectivement  à  S'  et  à  S  '  dans  le  plan  des  variables  z 
et  X2-  Cela  revient  à  dire  que,  pour  u  variant  de  o  à  1 ,  la  courbe 
3H-aK<(M,  s)  =  o  ne  rencontre  pas  les  courbes  S'  et  S"  repi'é- 
sentées  dans  le  plan  des  variables  :;  et  u  par  2  =  r, -|-m(i/) 
et  z  =  e  qui  correspondent  aux  courbes  S'  et  S"  du  plan  des 
variables  x  el  y.  L'expression  5H-wK,(m,  z)  reste  positive 
lorsque  m  et  j  sont  les  coordonnées  d'un  point  situé  dans  la  région 
limitée  par  m  =  o,  a  =  1,  ^'  et  S',  Nous  pourrons  donc,  si  nous 
nous  déplaçons  sur  une  caractéristique  de  l'équation  (91),  en  res- 
tant dans  cette  région,  considérer  u  comme  une  fonction  de  z 
qui  ira  en  décroissant  lorsque  :;  croîtra  jusqu'à  s.  11  en  résulte  que 
toute  caractéristique  C  de  Téqualion  (5-)  coupant  S'  en  un  point  N 
de  paramètre  u  coupera  S'en  un  point  M  de  paramètre  m,.  11 
suffit  de  faire  la  figure  pour  en  conclure  que  si  w,  est  assez  petit, 
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toute  caractéristique  C  coupant  S"  en  un  point  M  coupe  S'  en  un 
point  N. 

Les  quantités  u  et  «,  définissant  les  positions  de  M  et  N  s'an- 
nulent simultanément,  chacune  d'elles  est  une  fonction  croissante 
de  l'autre.  Nous  allons  montrer  que  chacune  d'elles  est  une  fonc- 
tion semi-régulière  de  l'autre. 

L'arc  de  caractéristique  u  =^  o  de  l'équation  diiïerenlielle  en  u 
et  V  coupe  les  arcs  S'  et  S"  aux  points  P„  et  M^  d'ordonnées  z=^r^ 
ets  =  î.  Cet  arc  PoMq  ne  contenant  aucun  point  singulier,  la 
valeur  m,  que  prend  pour  ^  =  £  «ne  intégrale  u{z)  de  l'équa- 
tion (91)  qui  admet  des  valeurs  initiales  11^=1  u  et  ^q  =  ^  ^st  une 
fonction  holomorphe  de  u  et  de  z  pour  m  =  o  et  ;  =  7^.  On  a 

M,  z^  H  {  u,  z  —  r,  ). 

Si  ces  valeurs  initiales  u  et  z  sont  les  coordonnées  d'un  point 
de  l'arc  S"  représenté  par  ;  =  y]  -|-  m  (a),  nous  aurons 

(  çfi)  u,  —  H[ti,  m  {  a)].. 

Cette  formule  montre  que  w,  est  une  fonction  de  u  semi-régu- 
lière et  nulle  pour  u  —  o. 

La  loi  de  correspondance  (92)  nous  suffirait,  si  nous  n'avions  à 
considérer  que  des  cycles  passant  par  un  seul  point  exceptionnel. 
Afin  de  pouvoir  considérer  tous  les  cas,  nous  allons  montrer  que  u 
est  une  fonction  semi- régulière  de  U),  Nous  pourrions  arriver  à  ce 
résultat  en  étudiant  la  forme  de  la  fonction  H,  montrant  que  le 
rapport  Ut  '.  u  tend  vers  i  lorsque  u  tend  vers  zéro  et  que  de  (92) 
on  peut  tirer  //  en  fonction  de  //,.  Il  m'a  paru  plus  simple  d'em- 
ployer la  marche  suivante. 

Considérons  une  intégrale  ii{z)  de  l'équation  (91)  prenant 
pour  ;;  =  £  la  valeur  it,.  I^a  valeur  que  prend  celte  intégrale  pour 
une  valeur  z  voisine  de  t,  sera  une  fonction  holomorjjhe  de  a,  et 
de  :;  pour  m,  voisin  de  zéro  et  z  voisin  de  y;.  On  a 

Si  nous  considérons  le  point  M  où  la  caractéristique  corres- 
pondant à  cette  intégrale  vient  cou|)er  la  courbe  S"  représentée 

par  2  =  T,  -f-  m  (  M  ),  on  a 

( gi )  u  =  'P[ui.  m  {  u)]. 
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Quel  que  soit  l'entier  s  on  peut  écrire 

fn{u)  =~p  (u)  ^  u'q  (u), 

p  étant  un  polynôme  de  degré  s  et  q  (u)  tendront  vers  zéro  avec  u. 
Considérons  la  relation 

(94)  M  =  *[«!,   /)(«)]. 

<t(w,,5  —  Y)),  étant  nul  pour  m,  =  o,  contient  ;/,  en  facteur,  il 
en  est  de  même  du  second  membre  de  (94)-  On  pourra  de  la  rela- 
tion (94)  tirer  u  =  g  (ui),  g{n\)  étant  une  série  entière  sans 
terme  constant.  Posons 

(95j  u  =  g{ux)-^w. 

Puisque  nous  avons  montré  que  u  et  o  (w,)  sont  des  fonctions 
de  «,,  qui  tendent  vers  zéro  en  même  temps  que  m,,  il  en  sera  de 
même  de  la  fonction  w.  Si  nous  montrons  que  w  :  u\  tend  vers 
zéro,  nous  aurons  montré  que  u  est  une  fonction  semi-régulière 
de  a^.  Nous  avons 

*;;/,,  p[g{Ui)]  [  =  g{ui), 
^[uiin{u  )]  =  *  [  «1 ,  p  {U)]  -+-  M'''  R  (  u,  «1  ), 

•  *  î«i,  P  [^("1  )-+-«']  !  =  Q  l"i)/>[^(  "1)]  ;  -I-  w'QC"»,  «')• 

Ajoutons  ces  trois  équations  membre  à  membre,  en  tenant 
compte  de  la  relation  (98),  nous  avons 

«  =  *[«!,  m(u)]  =  g{ui)  -h  u^  R(u,  Ui)  -+-  ivQ(  ui,  iv). 

Nous  avons  donc,  d'après  (gS), 

w  =  wQ{u,  w)  -\-  u^R{u,  iii), 

R(m,  u,)  est  une  fonction  qui  tend  vers  zéro  avec  m,  comme  Q(/<). 
Q{u,,  (v)  qui  contient  m,  en  facteur  comme  <t>[Ui,  p(  it)]  tendra 
également  vers  zéro  avec  u.  Le  quotient  iv  l  u^  a  donc  pour  liuiile 
;:éro.  Pour  montrer  qu'il  en  est  de  même  du  quotient  :  ir  '.  u\j  il 

suffit  de  montrer  que  —  ne  devient  pas  infini  lorsque  u  tend 
vers  zéi'o. 

Nous  pourrons  écrire  dans  (çp) 

g(Ui)  =^  CM',(l-t-  £1), 
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c  étant  une  constante  différente  de  zéro  et  e,  une  expression  qui 
tend  vers  zéro  avec  u^.  En  divisant  les  deux  membres  de  (qS) 
par  M,  nous  avons 

(96)  I  =  C  —  U\ 


u 


Lorsque  u  tend  vers  zéro,  —  tend  vers  zéro;  a'j"*  (i  -{-e,)  tend 
vers  o  ou  vers  i,  suivant  que  /"  est  égal  ou  supérieur  à  i.  Si  le 
rapport  —  devenait  infini,  —  tendrait  vers  zéro  et  l'égalité  (96) 
conduirait  à  une  impossibilité. 

Si  nous  remarquons  que,  d'après  (92),  le  rapport  —  ne  peut 
croître  indéfiniment,  on  voit  que  pour  que  l'égalité  (96)  ne  con- 
duise pas  à  une  impossibilité,  il  faut  que  l'on  ait  r  =  i  et  que  la 

limite  de  —  soit  égale  à  c. 
«1 
Nous  avons  donc  la  relation 

(97)  ■  „=  ^[.-^ /,(„,, j, 

A"(Mi)  étant  une  fonction  semi-régulière  et  nulle  pour  u^  =  o. 

Si  nous  désignons  par  /'  la  valeur  du  paramètre  définissant  la 
position  de  M  sur  la  courbe  S",  t'  devenant  nul  lorsque  M  vient 
en  Mq,  nous  avons  entre/'  et  u,  une  relation  de  la  forme 

uy  =  ait'  -\-  a^t'^  -h  . . ., 

le  second  membre  étant  une  série  entière  en  f'.  Nous  aurons  donc, 
d'après  (97), 

u  =  Cit'[\  -}-  l{t)]. 

l{t')  étant  semi-régulière  et  nulle  pour  /'  =  o;  Cx  est  une  cons- 
tante. 

Nous  avons,  d'autre  part,  trouvé  (n"  31)  la  relation 

a 

t  =  aiu''e~'^'  [i-f-  F  (m)]. 

En  remplaçant  u  par  sa  valeur  en  fonction  de  t'  nous  aurons  la 
relation  qui  existe  enlre  t  et  l' ,  paramètres  définissant  la  position 
des  |)oints  d'intersection  R  et  V  d'une  caractéristique  C  voisine 
de  Co  avec  deux  courbes  quelconques  S)  et  S',  interceptant  sur  Co 
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un  arc  ne  traversant  pas  d'autre  point  singulier  que  le  point 
exceptionnel  O.  Pour  mettre  cette  relation  sous  une  forme  plus 
simple,  on  peut  écrire,  puisque  l{t')  est  semi- régulière  et  nulle 
pour  t'  =  o, 

—  a        p(  t') 


un  t'i 


9(0, 


«3  désignant  une  constante,  p{l')  un  polynôme  en  t'  de  degré  in- 
térieur à  n,  négatif  pouri'  =  o;  ç{t')  nne  fonction  semi-régu- 
lière et  nulle  pour  t'  =  o.  On  a  donc 

_jl_  p  (!•) 

e     ""  =  y.,e   '"    [,-+-Q(^')], 

p_in 
(9H)  <=  ^f'e  '■"    [i^  G(^')]. 

Dans  ces  formules,  a,,  ^  sont  des  constantes;  Q{t')  etG(^') 
des  fonctions  de  t'  semi-régulières  et  nulles  pour  t  =  o. 

Telle  est  la  forme  définitive  que  nous  donnerons  à  la  loi  de  cor- 
respondance dans  le  voisinage  d'une  caractéristique  Co  traversant 
un  point  exceptionnel. 

Remarque.  —  Parcourons  la  caractéristique  Cq,  à  partir  de  Pq, 
dans  le  sens  PqN^OQoRo,  et  sur  le  prolongement  de  l'arc  QoRo 
prenons  un  point  Tq  tel  que  l'arc  Ro  To  ne  contienne  aucun  point 
exceptionnel,  mais  contienne  un  nombre  quelconque  de  cols. 
Soit  S'!>  un  arc  de  courbe  coupant  Cq  en  Ty.  La  caractéristique  C 
suivie  dans  le  sens  PNQR  viendra  couper  S",  en  un  point  T  dont 
la  position  sur  S2  est  définie  par  la  valeur  d'un  paramètre  0,  nul 
lorsqire  T  vient  en  T^.  D'après  ce  que  nous  avons  vu  (n°  21),  nous 
avons  entre  les  paramètres  ^  et  0  définissant  la  position  des  points  R 
et  T  la  relation 

cet  V  sont  des  constantes  positives;  F(/)  est  une  fonction  de  t 
semi-régulière  e\.  nulle  pour  t  =  o.  Si  dans  cette  expression  de  8 
nous  remplaçons  t  par  sa  valeur  (98),  nous  aui'ons  la  relation 
entre  les  paramètres  t'  et  6  définissant  l'intersection  de  G  avec  les 
courbes  S',  et  S^,  nous  obtenons 

e  =  cpv^'Avg  m  [,  +  G(^')jv[i  +  F(r)|, 

(99)  0  =ait«e  '■■'  [i  +  <p(<')], 
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en  posant 

a  =  c,'3^     «  =  6v,     q{t')  =  wp{t' ),     [i-+- G(if')]^     [i -+■  F(t )]  =  i -h  ^{t'). 

La  fonction  ''0{i')  est  une  fonction  semi-régulière  et  nulle 
pour  i'  =  o.  En  effet,  si  nous  cherchons  les  termes  de  »(/')  dont 
le  degré  par  rapport  à  t'  ne  dépasse  pas  un  entier  s,  aucun  de  ces 
termes  ne  sera  fourni  par  F[t)  où  t  est  remplacé  par  l'expres- 
sion (98).  Nous  n'aurons  à  considérer  que  les  termes  de  degré 
inférieur  à  5  +  1  de  l'expression  [i  +  G(f')]^ — i.  Ces  termes, 
comme  les  termes  analogues  de  la  fonction  semi-régulière  G(/'), 
forment  un  poljnome  Pi(ï')  en  t'  et  'f  (^')  pourra  se  mettre  sous 
la  forme 

Qs(  t' )  est  une  fonction  semi-régulière  et  nulle  pour  /'=:  o. 

En  changeant  légèrement  les  notations,  considérons  deux 
courbes  S'  et  S  coupant  Co  en  Pq  et  Tq.  Une  caractéristique  C, 
voisine  de  Cq,  coupe  S'  et  S  en  P  et  T  de  paramètres  t'  et  0  nuls, 
lorsque  P  et  T  se  confondent  avec  Pq  et  T.  Nous  aurons  entre  ces 
paramètres  t'  et  0  la  relation  (99)  si  les  conditions  suivantes  sont 
satisfaites  : 

1°  L'arc  PqTo  de  Co  ne  contient  qu'un  point  exceptionnel  que 
nous  désignons  par  P'  ; 

2"  L'arc  Pq  P'  de  C»  ne  contient,  en  dehors  de  P',  aucun  point 
singulier  ; 

3"  A  cet  arc  correspond,  dans  le  plan  des  variables  u  et  v 
employées  dans  l'équation  ('^4)?  l«i  caractéristique  u^=o.  Par  suite, 
à  l'arc  de  caractéristique  ç  =^  o  de  l'équation  (74)  correspond 
l'arc  P'To  qui,  par  conséquent,  ne  sera  pas  en  général  holomorphe 
au  point  P'  ; 

4°  L'arc  P'To  ne  contient,  en  dehors  de  P',  pas  d'autres  points 
singuliers  que  des  cols.  Ceux-ci  peuvent  être  en  nombre  quel- 
conque. 

33.  Caractéristiques  voisinks  d'un  cycle  singulier  passant  par 
UN  SEUL  POINT  EXCEPTIONNEL.  —  Supposons  quc  uous  ajons  un 
cycle  singulier  C,,  passant  par  un  point  exceptionnel  P'  et  par  un 
certain  nombre  de  cols.  Désignons,  comme  au  n"  31,  par  S,  et  S', 
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deux  arcs  de  courbes  coupant  Co  en  Rq  et  Po  tels  que  l'arc  PoP'Ro 
ne  contienne  pas  d'autre  point  singulier  que  O'.  Nous  supposons 
que  à  l'arc  PqP  corresponde  la  caractéristique  a  =:  o,  dans  le  plan 
des  variables  u  et  t',  employées  au  n°  31.  Nous  avons  entre  les 
paramètres  t  et  t'  définissant  la  position  des  points  d'intersection 
R  et  P  d'une  caractéristique  C  avec  S,  et  S'^  la  relation  (98).  Sui- 
vons cette  caractéristique  C)  voisine  de  Co  dans  le  sens  R^OPo. 
D'après  ce  que  nous  avons  vu  au  n°  21  sur  les  caractéristiques  voi- 
sines d'un  cycle  Co  traversant  plusieurs  cols,  C  viendra  recouper  S» 
en  un  point  R,  de  paramètre  <,.  D'après  le  n"  23,  nous  aurons 
entre  <'  et  f,  une  relation  de  la  forme 

«1  =  Cii'v[i -I- K(^')]; 

C,  et  V  sont  des  constantes  positives,  K(f')  une  fonction  semi- 
régulière  et  nulle  pour  t'=o.  Pour  que  C  soit  un  cycle,  il  faut 
que  les  deux  points  d'intersection  consécutifs  R  etR,  de  C  avec  S, 
coïncident,  c'est-à-dire  que  t'  soit  tel  que  l'on  ait  t,  =  t.  On  doit 
donc  avoir 

a-t'i^e  ""    [i  +  G(<')]  =  Ci«'^[i  +  K(/')]. 

Il  est  impossible  qu'une  pareille  relation  soit  satisfaite  pour  des 
valeurs  de  t'  voisines  de  zéro.  En  divisant  les  deux  membres  par  t^' 
le  premier  membre  de  la  relation  tend  vers  zéro  avec  t',  tandis  que 
le  second  reste  fini.  //  n^y  n  pas  de  cycles  voisins  du  cycle  sin- 
gulier Cq. 

34.  Remarques  sur  les  caractéristiques  voisines  d'un  cycle 
PASSANT  PAR  PLUSIEURS  POINTS  EXCEPTIONNELS.  —  Lcs  paramètres  u 
et  p-,  que  nous  avons  employés  (n°  19)  pour  obtenir  la  loi  de  cor- 
respondance dans  le  voisinage  d'une  caractéristique  passant  par  un 
col,  peuvent  jouer  absolument  le  même  rôle.  La  relation  entre  u 
et  (^  garde  la  même  forme  si  on  la  résout  par  rapport  à  u  ou  par 
rapport  à  v.  Il  n'en  est  plus  de  même  pour  les  variables  u  ei  i> 
employées  au  n"  31  pour  obtenir  la  loi  de  correspondance  dans  le 
voisinage  d'une  caractéristique  traversant  un  point  exceptionnel. 
La  relation  (88)  change  de  forme  si  on  la  résout  par  rapport  à  u. 

Considérons  un  cycle  singulier  Cq  passant  par  plusieurs  points 
exceptionnels  P,,  P^,  . . .,  P«.  Désignons  par  a,,  i^i  les  paramétres 
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correspondant  au  point  Pj  et  analogues  aux  paramètres  u  et  p  con- 
sidérés au  n°31.  Nous  supposerons  que  les  paramètres  ///jouent 
tous  le  rôle  joué  au  n"  31  par  le  paramètre  //.  Nous  ne  pourrons 
plus  toujours  supposer,  comme  au  n"  22,  que  l'arc  P,  .,  P/  corres- 
pond à  la  partie  positive  de  i(i=--  o.  Si  nous  fixons  sur  le  cycle  Cq 
un  sens  de  parcours,  tel  que  l'on  rencontre  les  divers  points  excep- 
tionnels dans  l'ordre  des  indices,  lorsqu'on  part  de  P,,  nous  pour- 
rons rencontrer  deux  catégories  différentes  de  points  exception- 
nels P/ :  1°  ceux  pour  lesquels  l'arc  P,_,  Pj  correspond  à  la  partie 
positive  de  Vi=  o;  2"  ceux  pour  lesquels  l'arc  P,_i  P,  correspond  à 
la  partie  positive  de  Ui=o. 

Si  l'on  suit  une  caractéristique  C  voisine  de  Co,en  la  parcourant 
dans  le  sens  fixé  sur  Cq,  cette  caractéristique  C  arrivera  dans  le 
voisinage  d'un  point  P,-  de  la  pren\ière  catégorie,  en  coupant  la 
courbe  représentée  par  ai=  i  en  un  point  de  paramètre  f,  et  sor- 
tira du  voisinage  de  P/  en  coupant  la  courbe  représentée  par  Vi=i 
en  un  point  de  paramètre  //,.  Nous  dirons  que  la  caractéristique  Co 
suivie  dans  le  sens  (ixé  traverse  le  point  P,  dans  le  sens  vu.  Pour 
un  point  P,  de  la  seconde  catégorie,  nous  dirons  que  Cq  traverse  P, 
dans  le  sens  uv. 

Supposons  que,  parcourant  le  cycle  singulier  Cq,  nous  traver- 
sions un  point  exceptionnel  P  dans  le  sens  u^'  et  que,  après  avoir 
traversé  un  certain  nombre  de  cols,  nous  traversions  un  second 
point  exceptionnel  P'  dans  le  sens  vu.  Considérons  une  caractéris- 
tique G  voisine  de  Cq.  Cherchons  la  loi  de  correspondance  entre 
les  points  d'intersection  de  G  avec  deux  arcs  de  courbe  S  et  S' 
coupant  C(,  en  des  points  Mo  et  M'^  tels  qu'en  parcourant  l'arc 
Mo  M'y  de  Co,  à  partir  de  Mq,  on  rencontre  d'abord  P,,  ensuite  les 
cols  et  enfin  P', ,  avant  d'arriver  à  M'^.  Nous  allons  montrer  que  la 
loi  de  correspondance  cherchée  est  d'une  forme  analogue  à  celle 
que  l'on  rencontrerait  si,  sur  l'arc  MoM'„,  il  n'existait  pas  d'autre 
point  singulier  qu'un  col. 

Prenons  sur  l'arc  MoMj,  un  point  [jlo  compris  entre  P  et  P'  et  qui 
ne  soit  pas  un  col.  Considérons  un  arc  de  courbe  1'  coupant  Cq 
en  [Aq.  La  caractéristique  C  rencontre  respectivement  les  courbes 
S,  £,  S' aux  points  M,  ij.,  M'  de  paramètres  t,  0,  /'.  Nous  suppose- 
rons que  ces  paramètres  deviennent  nuls  lorsque  C  se  confond 
avec  Co.  Nous  avons,  d'après  la  relation   (99)  (n"  32,  reuiarque). 
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les  relations 

pw 
^  =  ai  f^  e  '"    [H-G(0J, 

6  =a'/'«'e  '"'   [i-(-  H  (<')], 

a,  a',  a,  a'  sont  des  constantes  positives,  n  elm  des  entiers,  p  el  q 
des  polynômes  de  degrés  respectivement  inférieurs  à  n  el  à  m. 
G  el  H  sont  semi-régulières  et  nulles  pour  la  valeur  zéro  de  la 
variable. 

En  égalant  les  deux  valeurs  de  9  et  prenant  ensuite  les  loga- 
rithmes, nous  avons  l'égalité 

que  nous  pouvons  écrire  en  prenant  les  inverses 

t'"^  f" 

En  extrayant  la  racine  m  des  deux  nombres,  posant  v  =  —  et 

désignant  par  c  une  constante  cl  par  A  el  B  deux  fonctions  semi- 
régulières  et  nulles  pour  la  valeur  zéro  de  la  variable,  on  a 

(loo)  t'[i-h  Ait'  )]  =  c  r'[]-hB{t)]. 

Il  résulte  de  (loo)  que  le   quotient   t' '.  t"^   a    une   limite   finie 
lorsque  t  tend  vers  zéro.  Posons 

(loi)  t'=  cf'ii-hf); 

CD  est  une  fonction  de  t  qui  tend  vers  zéro  avec  t;  nous  allons  mon- 
trer que  c'est  une  fonction  semi-régulière  pour  ^  =  o.  Nous 
avons 

(I02)  ep  H- (l-H  <p)A(<')  =  B(<). 

A(f')  étant  une  fonction  semi-régulière  pour  t'=  o,  on  peut,  quel 
que  soit  s,  écrire 

A(t')=Mt',  t'"'Lt')-ht'-^gs(t'h 

gs{f')  tendant  vers  zéro  lorsque  t'  tend  vers  zéro, /pétant  un  poly- 
nôme par  rapport  aux  deux  expressions  t'  et  t''"  ht' . 
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Si  nous  remplaçons  f' par  l'expression  (loi)  dans  t'"'ht' ,  nous 

avons 

/'"'  Li'  =  c"'(i  -+-  5)"'r'[Lc  -h  vLf  -h  L(i  -I-  œ)). 

Si  duns  Js(t',  l'"'Lt')  nous  remplaçons  t'  par  l'expression  (h^i), 
nous  obtenons  une  fonction  /((t,  t"ht,  cp).  La  fonction  k  est  une 
série  entière  en  cp,  les  coefficients  de  cette  série  sont  des  poly- 
nômes en  t  et  l'^ht.  Tous  ces  coefficients  sont  nuls  pour- 1  =o.  On 

peut  écrire 

A(/')  =  k(t,  t"\.t,  o)-Hr*-^,,(/'). 

Considérons  la  fonction  :-{t)  nulle  pour  /  =  o  et  vérifiant  la 
relation 

(loi)  z  -h{i-i-  z)/c{(,  t'<\.t,  z)  =  B(t) 

obtenue    en    supprimant,  dans    (102),   i'^gs{i')i   et   remplaçant  5 
par  o.  Cette  quantité  z  sera  une  fonction  holomorphe  de  t,  de  1"\a 
et  de  B(<);  ce  sera,  par  conséquent,  nnc  fonction  semi-régulière 
et  nulle  pour  t  =  o. 
Si  nous  posons 

nous  pouvons  écrire 

(104  )  k{t,  t"\.t,  5  -4-  IV)  =  k(t,  t"\.t,  z)  -f-  (^G(^  <"F.<,  IV), 

G  étant  une  série  entière  en  (v  dont  les  coefficients  sont  des  poly- 
nômes en  t  et  t"Lt  nuls  pour  t  =  o. 

En  faisant  la  même  substitution  en  co  =  :; -|- (v  dans  (102),  et 
tenant  compte  de  (io3)  et  de  (io4),  nous  obtenons 

(V  -H  (i  -+-  S)  [wG  -+-  t'''gs(.f')]  -+-  '»'[/<"  -t-  "'G  -I-  t'^^sd'}]  =  <», 
w[i  +  G  -t-  5 G  -f-  A-  -4-  M'G  -I-  /'■-•^.,('/')|  =^  —  (1-1-  z)t'''g'g(t'}. 

(]elte  relation  irionlrcî  (pie,  lorsque  (  tend  vers  zéro,  iv  tend  é>^a- 
Icmenl  vers  zéro  c(jmme  /',  et  le  (piolient  iv  :  /'"  tend  vers  zéro.  Il 
en  est  donc  de  même  du  (jiiolient  w  '.  l"' .  I^a  (pianlité  .<>•/  pouxant 
être  prise  aussi  grande  que  l'on  veut,  il  en  résulte  facilemejit  que 
cp  =  3  -|-  tv  est  une  fonction  de  /  semi-régulière  et  nulle  pour  /  =  o. 

La  relation  (loi)  (|ue  nous  avons  obtenue  présente  bien  une 
forme  analogue  à  celle  de  la  loi  de  correspondance  pour  une  <  arac- 
lérislique  voisine  d'uu  aie  M,,  M'„  de  caractérlslifpie  passaiil  par  un 
seul  col  (n"  19). 

II.  n 
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35.  Caractéristiques  voisiivks  d'un  cycli!;  passant  par  pliîsikurs 
POINTS  EXCEPTIONNELS. —  Cuusidérons  un  cycle  singulier  Co  passant 
par  des  points  exceptionnels  P|,  Po,  ...,  P,o  et  passant  en  oulre 
par  un  certain  nombre  de  cols  intercalés  d'une  façon  quelconque 
entre  les  points  P/.  Si  nous  considérons  deux  points  exceptionnels 
consécutifs  P,  et  Pf+i,  tels  qu'ils  soient  traversés,  le  premier  dans 
le  sens  uv^  le  second  dans  le  sens  vu,  lorsqu'on  parcourt  le 
cycle  Go  dans  le  sens  fixe  P),  Po,  ...,  P«,  le  passage  d'une  carac- 
téristique C  voisine  de  Co  dans  le  voisinage  des  points  P,,  P/^i  et 
des  cols  intercalés  équivaut  (n"  34),  en  ce  qui  concerne  la  Torme 
de  la  loi  de  correspondance,  au  passage  dans  le  voisinage  d'un  col 
fictif  unique.  Nous  pourrons  donc  supprimer  ces  deux  |)oinls 
exceptionnels  et  les  cols  intercalés  pour  les  remplacer  par  un  col 
fictif.  Nous  agirons  ainsi  autant  de  fois  que  nous  rencontrerons 
deux  points  exceptionnels  consécutifs  traversés  le  premier  dans  le 
sens  iiv^  le  second  dans  le  sens  vu.  La  suppression  de  pareils 
points  exceptionnels  peut  amener  à  considérer  comme  points 
exceptionnels  consécutifs,  et  par  suite  à  supprimer  peut-èlre  des 
points  exceptionnels  qui  primitivement  n'étaienl  pas  consécutifs. 
Après  avoir  supprimé,  comme  nous  venons  de  l'indiquer,  autant 
de  couples  de  points  exceptionnels  que  possible,  deux  cas  peuvent 
se  présenter  :  i"  tous  les  points  exceptionnels  sont  supprimés;  2"  il 
subsiste  des  points  exceptionnels. 

Dans  le  premier  cas,  si  nous  considérons  les  valeurs  des  para- 
mètres t  et  <' corres|)ondant  à  deux  points  d'intersections  consécu- 
tifs d'une  caractéristique  C  voisine  de  Co  avec  une  courbe  S  cou- 
pant Co,  nous  avons  entre  les  valeui-s  de  ces  paramètres  (mds 
lorsque  C  se  confond  avec  Ço)  la  relation 

('=  cr'\\  -I-  Ti  /)|  : 

c  et  V  sont  des  constantes  positives,  F(f)  une  fonction  de  t  semi- 
régulière  et  nulle  pour  <  =  o. 

Pour  que  C  fût  un  cycle,  il  faudrait  que  l'on  ait  t  =  t.  Ceci  n'est 
possible  pour  des  valeurs  de  t  voisines  de  zéro  que  si  l'on  a  <:  =  i , 
v  =  i  et  si  F(f)  est  identiquement  nul.  Si  toutes  ces  conditions 
sont  satisfaites,  toutes  les  caractéristiques  C  voisines  de  Co  sont  des 
cycles. 

Si  les  conditions  précédentes  ne  sont  pas  toutes  satisfaites,  les 


i 
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caractéristiques  C  voisines  de  C,,  ne  sont  pas  des    cycles.   Nous 
obtenons  les  conclusions  du  n°  l23. 

Plaçons-nous  maintenant  dans  le  deuxième  ca>  :  celui  où  il  sub- 
siste un  certain  nombre  de  points  exceptionnels.  Soient  P', , 
P'j,  ....  1^.  ces  points  exceptionnels  subsistant  encore.  TNous 
pouvons  toujours  supposer  que  nous  parcourons  le  cycle  Co  de 
telle  façon  que  le  point  P',  soit  traversé  dans  le  sens  mp  et  que  les 
autres  points  P'^  soient  rencontrés  dans  l'ordre  des  indices.  Je  dis 
que  tous  ces  points  sont  aussi  traversés  dans  le  sens  uv'. 

S'il  existait  des  points  traversés  dans  le  sens  ta,  nous  pourrions 
désigner  par  P/,,.,  le  premier  des  |)oints  traversés  dans  le  sens  vu. 
Les  deux  points  consécutifs  P/et  l^,^.,  seraient  traversés  le  premier 
dans  le  sens  ui>,  le  second  dans  le  sens  vu,  ce  qui  est  contraire 
à  notre  hypothèse,  puisqu'un  pareil  couple  de  points  a  été  sup- 
primé. Tous  les  points  P', ,  P',,  .  ..,  P|.  sont  donc  traversés  dans  le 
sens  u  V. 

Ceci  posé,  intercalons  sur  Cjq  entre  les  points  l*)^ ,  et  P'^  un 
point  Mj,  le  point  M,  est  entre  P'.  et  1*|. 

Par  chacun  des  points  M,  faisons  passer  un  arc  de  courbe,  par 
exemple  une  droite,  qui  ne  soit  pas  tangente  à  Cjo- 

Une  caractéristique  C  qui  rencontre  S,  en  un  point  N,  voisin 
de  M|  coupera  chacun  des  arcs  S,  en  un  point  IN,;  voisin  de  M,  et 
viendra  recouper  S,  en  un  point  N,^,. 

Soit  ^,  la  valeur  du  paramètre  définissant  la  position  de  N,surS/, 
ce  paramètre  ti  étant  nul  lorsque  N,-  coïncide  avec  M,. 

Entre  les  valeurs  de  (i  et  de  ti^^  nous  avons  (n"  33,  remarque) 
une  relation  de  la  forme 

/,>,  =  a,//'e  '/'    |i  -+-  (p,- (//,)]; 

a/,  Ui  sont  des  constantes;  pi{ti)  est  un  [)()lyn()m('  (h;  dt'gré  au  plus 
égal  à  /li  tel  (jue  />/  (  o )  soit  négatif;  cp/  est  une  ft)nction  de  /,•  semi- 
vé'^ulière  et  nulle  pour  ^j=  o. 

Pour  que  la  caractéristicjue  C  fût  uu  cycle,  d  faudrait  ([ue  l'on 
eût  /,.^,=  <,.  Ceci  est  impossil)le.  En  elfel,  le  ra[)port  ti^^\  li 
tend  vers  zéro  avec  //,  puisque  />/(  o)  est  négatif.  Tous  les  rapports 

/,       /,  /,.         /.+  , 

V    V    ■■■'    77:;'    ~T7 
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leiident  simultanément  \ers  zéro  lorsque  t,   tend  vers  zéro  ;  il  en 

est  de  même  de  leur  produit  -^^    On  ne  peut  donc,  pour  /,  voisin 

de  zéro,  avoir  </._,.,  =  ^,.  Aucune  caractéristique  voisine  de  Co 
n^est  un  cycle.  Nous  avons  la  même  conclusion  qu'au  n"  33.  Les 
conclusions  générales  de  l'élude  que  nous  venons  de  faire  sont 
celles  énoncées  n"  23. 


'TROISIEME  PAHTIE. 

eVfXES    PASSANT    DANS    LE    VOISINAGE    DE    POINTS    SINGULIERS   QUELCONQUES. 

36.  Méthode  suivie.  —  Considérons  un  point  singulier  com- 
plexe P.  En  transportant  l'origine  en  ce  point,  nous  luellons  l'équa- 
tion différentielle  sous  la  forme 

(io5)  [\,{x,y)  +...]dy  +  [¥,.(.'•,  y  )  ^  ■  .  .]  dx  =  o; 

X,-  et  Y,,  sont  deux  polynômes  homogènes  dfe  degré  /"  en  x  et  y. 
Les  termes  non  écrits  dans  les  crochets  sont  des  polynômes  ou  des 
séries  entières  ne  contenant  que  des  termes  de  degré  supérieur  à  /•. 
X,.  et  Y,-  sont  supposés  n'être  |)as  tous  les  deux  idenliqiu'ineiil 
nuls.  Nous  dirons  que  le  |)oinL  singulier  .r  =  o,  y  =^  o  est  un 
point  singulier  d'ordre  r.  Remarquons  (|iie  l'on  peut  avoir  /•=  i 
sans  que  le  point  singulier  considéré  soit  un  point  éléuientaire. 

Pour  étudier  une  caractéristique  voisine  d'un  cycle  singulier 
passant  par  le  point  complexe  P,  nous  aurons  à  déterminer  les 
séparatrices  passant  par  ce  point  P.  D'après  ce  que  nous  avons 
dit  (n"  3),  il  n'y  a  de  séparatrices  que  dans  le  cas  où  l'on  a  des 
arcs  de  caractéristiques  aboutissant  au  point  P  avec  une  tangente 
déterminée,  et,  dans  ce  cas,  toutc^s  les  caractéristiques  aboutissant 
à  P  admettent  en  ce  point  une  tangente.  Nous  serons  donc  conduits 
à  rechercher  les  caractéristiques  aboutissani  à  P  avec  une  tangente 
déterminée.  Je  rappellerai  la  méthode  qui  sert  à  les  obtenir.  Cette 
méthode  nous  conduit  à  faire  une  suite  de  changements  de 
variables  el  à  considérer  une  suiti?  (ré(|uations  din'érentielles  pour 
arrl\er  toujours  à  des  équaiiotis  de  forme  simple^  cest-à-dirc^ 
adinellanl  l'origine  comme  point  singulier  élémentaire  (n^'O). 
Nous  (k'duirons  immédiatement  de  cette  méthode  les  conditions 
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nécessaires  et  suffisantes  poui'  qu'un  point  singulier  complexe  soit 
un  foyer  ou  un  centre.  Pour  faciliter  nos  raisonnements,  nous 
clicrcherons  la  forme  la  plus  simple  que  nous  puissions  donner 
aux  changements  de  variables  dont  nous  avons  parlé  et  nous  étu- 
dierons les  particularités  qui  se  présentent  dans  la  recherche  des 
séparatrices. 

CjCS  préliminaires  sont  destinés  à  faciliter  la  détermination  de  la 
loi  de  correspondance  pour  une  caractéristique  passant  dans  le 
voisinage  de  P.  Nous  utiliserons  en  effet,  pour  la  détermination  de 
cette  loi,  les  équations  différentielles  formées  pour  la  recherche 
des  séparatrices.  Nous  étudierons  cette  loi  de  correspondance, 
d'abord  dans  des  cas  particuliers,  qui  nous  serviront  à  traiter 
ensuite  le  cas  général.  Nous  arriverons  à  conclure  que  le  pas^age 
d'une  caractéristique  G  dans  le  \oisinage  d'un  point  singulier  com- 
plexe est  équivalent,  en  ce  qui  concerne  la  loi  de  correspondance, 
au  passage  de  G  dans  le  voisinage  de  /plusieurs  points  singuliers 
éléuientaires. 

37.  PoiiNT  DiCRiTiQUE.  —  Gonsidérons  d'abord  le  cas  où  le 
point  .07  =  o,  j-*  =  o  est  un  point  dicriticjue,  c  est-à-dire  celui  où, 
j)our  l'équation  (if>5),  la  quantité 

(io6)  \\{x,y)=y\,{x,  y)-\-x\,{x,y) 

est  identiquement  nulle.  Nous  pourrons  alors,  en  désignant  par 
P(.r,  y^  un  polynôme  homogène  de  degré  /•  —  i,  écrire  l'équation 
(io5)  sous  la  forme 

(107)  \xV{x,y)-\-  A, . +1  ( 37,  jK ,)-<-... ff/r 

+  [— jkP(.^,  r)+  \^v^\{x,y)-\-...\dx=^o; 

A,-^,  et  B,.^,  sont  des  polynômes  homogènes  de  degré  /'-f-  1 . 

Si  nous  posons  j'=;x,  la  quantité  z  devra  tendre  vers  une 
liuiite  finie  poui-  toute  caractéristique  aboutissant  au  point  O  avec 
une  tangente  diflérente  de  Oj)'.  Par  ce  changement  de  variable, 
l'équation  (107)  devient 

(loH  j     I  l'(i,  z)  -f-.  .  .-4-.  .  .  I  (/2  -H  [  z  A,.-n(i,  z)  -H  B,.+\(i,  s)  -+-. .  .]  dx  =  o. 

Les  teruies  qui  ne  sont  pas  écrits  dans  les  crochets  contiennent 
tous  x  en  facteur.  Nous  désignerons  par  V  une;  cara(;téristiquf  de 


—  134  — 

l'équation  (io8),  en  a:  et  z,  et  par  C  la  caractéristique  correspon- 
dante de  l'équation  en  x  el  y. 

Si  nous  avons  une  valeur  z-  =:  a  telle  que  l'on  ail  à  la  fois 

(109)  P(i,a)  =  o,  r/ A,._H|  fi,  r/) -1- Br-i-i<  I.  «}  =  o, 

nous  dirons  que  la  direction  rK  =  ^/ a;  est  une  direction  singulière, 
et,  pour  étudier  les  caractéristiques  tangentes  à  celte  droite  au 
point  O,  nous  serons  ramenés  à  étudier  les  caractéristiques  F  pas- 
sant par  le  point  singulier  .r  =  o,  z  ^=  a  de  (108).  Laissons  pour  le 
moment  ce  cas  de  côté. 

Si  a  ne  vérifie  pas  les  deux  conditions  (109),  il  y  a  une  caracté- 
ristique r  et  une  seule  passant  par  .a:;  =  o,  :;  =  a.  11  lui  correspond 
une  caractéristique  C.  Si  l'on  n'a  pas  P(i,  a)  =  o,  ni  F  ni  C  ne 
présentent  de  particularité  intéressante.  F  coupe  x  =  o  au  point 
X  =  o,  ^  =  «.  Il  n'en  est  pas  toujours  de  même  si  c  =  a  est  racine 
d'ordre  n  de  P(i,  :^)  =  o.  En  efiet,  en  posant  z  =r  o  -\-  t,  l'équa- 
tion (108)  donne 

où  a  est  une  constante  qui  n'est  pas  nulle  et  £  une  fonction  de  / 
qui  tend  vers  zéro  avec  l.  On  a  donc 

)■  =  zx  —  a.r -h  t.T,         y  —  a  j:- =  a/«+*(i  +  £),         .r  =  a /"-*■' (i -H  s). 

Si  n  est  |>air,  la  caractérislicyie  F,  représentée  par  :;  =  a  +  <, 
X  =  a/"+'  (1  +  s),  traverse  x  =  0  au  point  x  =^  o,  z  ^=  a.  La  carac- 
téristique C  tangente  à  y  1=  ax  au  point  O  présente  en  ce  point  la 
disposition  ordinaire  d'un<;  courbe  dans  le  voisinage  d'un  point 
régulier.  Si  n  est  impair,  la  caractéristique  F,  qui  est  tangente 
à  ;r  =  o,  ne  traverse  pas  x  =^  o  au  point  de  contact  r  =  0,  z  =  a. 
La  caractéristique  G  présente  en  O  un  point  de  rel)roussenient. 

On  obtiendrait  de  même  les  caractéristiques  G  de  (107),  qui 
sont  tangentes  en  O  à  a:  =  o,  en  posant  x  =  a  r  et  considérant  les 
caractéristiques  F  passant  par  )-  =  o,  u  =  o  et  vérifiant  l'équa- 
tion 

[—  P(m.  t)  -(-.  . .]  du  -H  f«B,.+  ,(  u,  i)  H-  A,.+i(//,  i)  +  . .  .J  (fy  =  o. 

Si  l'on  a 

r'(o,  i)  =  o         et         \,.+  i(().  i)  —  o. 
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la  direction  x  =  (^  est  une  direction  singulière  pour  le  point  di- 
criliqiie. 

Ce  cas  mis  de  côté,  nous  avons  une  caractéristique  et  une  seule 
passant  par  u  =  o,  y  =  o,  et  par  suite  une  seule  caractéristique  C 
passant  par  u  =  o,  j^  =  o  et  tangente  à  x  =  o. 

Si  a  =  o  est  une  racine  d'ordre  impair  de  i'(a,  i)  =  o,  et  dans 
ce  cas  seulement,  F,  qui  est  tangente  à  ii==:o  au  point  w=o,  jK=o, 
ne  traverse  pas  11  =  0  en  ce  point,  et  C  présente  un  point  de 
rebroussement  en  O  avec  langO). 

Si  nous  appelons  direction  singulière  une  direction  \éiiliant 
siundtanénient  les  deux  équations 

P(t,j)  =  o.        y  a,  yt{.T,r)-^x}i,.+t(x,j')  =  o, 

et  direction  reinai-fjuahle  une  direction  non  singulière  obtenue 
(;n  égalant  à  zéro  un  (acteur  linéaire  d'ordre  impair  de.  P(j7,y), 
nous  avons  les  conclusions  suivantes  : 

//  r  '''  une  caractéristique  C  et  une  seule  tangente  en  un 
point  dicriticjue  P  à  une  direction  D  non  singulière.  Cette 
caractéristique  ne  présente  pas  de  rebroussement  en  P,  si  D 
ti'est  pas  une  direction  remarquahte.  C  présente  en  P  un 
rebroussement  de  première  espèce  si  Y)  est  une  direction  remar- 
quable. 

Rkmarqlk.  —  La  région  R  voisine  du  point  O  et  comprise 
entre  les  deux  branches  d^une  caractéristique  C  ayant  un 
rebroussement  en  O  est  une  région  rèpulsi<>'e  pour  le  point 
dicritique. 

En  eflet,  considérons,  comme  on  peut  toujours  le  faire,  le  cas 
où  la  tangente  de  rebroussement  n'est  pas  O^.  Nous  avons  dit  (jue 
la  caractéristique  F  correspondant  à  C  dans  le  plan  des  variables  c 
et  X  i\v  trii\erse  pas  x  =  o  dans  le  voisinage  (b;  .r  =  o,  z  z=i  a . 
Su|)posons  qu'elle  reste  à  di*oite  de  x  =  o  par  exemple.  Les  cai-ac- 
téristiques  F'  voisines  de  F  et  situées  à  droite  de  F  ne  couperont 
pas  la  droite  .r  =  o.  La  transformation  yz=zzx  leur  fait  corres- 
pondre des  caractéristiques  C  situées  dans  la  région  R  aussi  voi- 
sines que  l'on  veut  de  C,  et  pour  lesquelles  .r  et  y  ne  peuvent 
tendre  simultanément  vers  zéro,  puisque  x  ne  devient  pas  nul 
lorsqu'on  parcourt  I". 
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38.  Caractéristiques  aboutissant  a  un  point  singulieh  avec  une 
TANGEJj'iE  DÉTEHMiNÉE.  —  Si  nous  posons  y  ^=  z x ,  z  dcvra  tendre 
vers  une  limite  pour  toute  caractéristique  C  aboutissant  à  O  avec 
une  tangente  distincte  de  x=o.  En  employant  la  notation  (io6) 
l'équation  (io5)  devient 

(IIO)  a"[.\,.(l,  5)-h..  .]  rt'j-^  [R(l,  3)+...]</j:  =  o. 

Si  z  tend  vers  une  limite  a  lorsque  x  tend  vers  zéro,  cette  limite 
doit  vérifier  l'équation  R(i ,  5)  =  o.  En  posant 

(m)  z  =  a-+-yu         J  =  ^« -4- j,).z-, 

nous  obtenons  une  équation  en  x  et  j,  que  nous  appellerons 
équation  transformée  de  (loS).  Nous  désignerons  par  V  une 
caractéristique  de  cette  équation  fra/?.v/'o/'m<?e  correspondant  àC. 
Le  [)oint  ic  ^  o,  j,  =  o  sera  dit  l'origine  O,  relative  au  plan  des 
variables  a;  el  )'|.  Si  s  =  a  est  racine  simple  de  R(i,  3)  =  o  ou 
si  s  =  o  ne  vérifie  pas  l'équation  X2(i,  c)  =  o,  l'équation  en  x 
et  }',  sera  une  équation  déforme  simple  pour  laquelle  a;  =  o, 
y^  =  o  sera  nn  point  éiémeiilaire.  Nous  savons  que,  dans  ce  cas, 
il  j  a  au  moins  une  caractéristique  F  passant  par  :c  =  o,  y  =  o  et 
différente  de  x  =  o.  11  y  a  donc  au  moins  une  caractéristique  C 
passant  par  x  =  o,  y  =  o  et  tangente  à  y  z=  ax. 

Pour  rechercher  s'il  y  a  des  caractéristiques  G  passant  par  O  et 
tangentes  en  ce  point  à  x  ^  o,  nous  posons 

(Wi)  x=uy 

et  nous  cherchons  si  Véquation  transformée 

(ii3)  7fY,.(M,  i)+--.l^'«-^  \ï\{u,\)  +  ...]dy  =  o 

aduiet  des  caractéristiques  F  passant  par  K=o,  m  =  o  et  diffé- 
rentes de  y  =  o.  Ces  caractéristique^  ne  peuvent  exister  que  si 
// =  o  est  racine  de  R(a,  i)  =  o,  et  nous  ne  sommes  pour  le 
moment  assurés  de  leur  existence  que  dans  les  deux  cas  suivants  : 
r  certe  racine  est  une  racine  simple;  2°  cette  racine  étant  multiple 
n'annule  pas  Y^(^/,  i). 

Nous  arrivons  à  la  conclusion  générale  suivante  : 

Les  seules  directions  possibles  de  tangentes  en  O  à  une  caracté- 
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risliqun  passant  par  ce  point  s'obtiennent  en  égalant  à  zéro  les 
facteurs  linéaires  réels  de  R(j7,  y). 

Si  l'on  considère  un  de  ces  facteurs,  les  caractéristiques  C  tan- 
gentes à  la  droite  correspondante  s'obtiennent  en  considérant  une 
équation  transformée  obtenue,  suivant  le  cas,  par  l'un  ou  l'autre 
des  changements  de  variables  (i  1 1)  ou  (i  12  j.  Si  le  facteur  linéaire 
considéré  est  un  facteur  simple  de  R(:r,  }),  ou  n'est  pas  en  même 
temps  facteur  de  Y,  (.r,  y)  et  de  X,-(j",  y),  l'équation  transformée 
est  de  forme  simple  et  il  y  a  au  moins  une  caractéristique  C  tan- 
gente à  la  direction  considérée.  Si  le  facteur  linéaire  considéré  est 
cà  la  fois  facteur  multiple  de  R(^',  ^),  ainsi  que  facteur  de 
Y;(x,  y)  et  de  X,(a;,  r),  l'équation  transformée  n'est  pas  de 
forme  simple.  Dans  ce  dernier  cas,  nous  sommes  amenés,  pour 
trouver  les  caractéristiques  C,  à  étudier  pour  l'équation  tians- 
formée  les  caractéristiques  F  passant  par  l'origine  relative  à  cette 
équation. 

Considérons  par  exemple  l'équation  en  x  et  y,,  que  nous  écri- 
rons 

(ii4)  x[\{x,  yt  )  -h .  . .]  c/fi-h  [B{x,  yt  )  ^ . .  .]  dx  =  o, 

en  désignant  par  A  et  B  deux  polynômes  Iiomogèues  de  degré  /'i 
en  X  et  j',,  les  termes  non  écrits  étant  de  degré  supérieur  à  ri . 
Nous  sommes  ramenés  à  étudier  les  caractéristiques  de  (i  i4)  pas- 
sant par  X  =  o,  j',  =  o. 

liemarf/ue  1.  —  L'équation  (ii4)  admettant  la  caractéïis- 
tique  X  =  o,  qui  aboutit  à  l'origine  avec  une  tangente  déterminée, 
toutes  les  caractéristiques  F  aboutissant  à  x  =  o,  j^  =  o,  auront  en 
ce  j)oint  une  tangente  déterminée.  Par  conséquent,  nous  ne  laisse- 
rons de  côté  aucune  caractérisli(jue  V  aboutissant  à  a?  =  o,  y»  =  o 
en  cherchant  les  caractéristiques  aboutissant  à  ce  point  avec  une 
tangente.  La  même  remai-que  s'applique  à  ré([uation  (1  i3). 

lieinarqiie  II.  —  La  solution  .r  =  o  de  l'écpiation  (i  1  i  )  "•' 
fournit  aucune  caractéristique  C.  Four  distinguer  cette  solution 
des  solutions  de  (  i  1  4),  fournissant  îles  caractéristiques  C,  nous 
dirons  que  x  ^=  i)  est  une  solution  inlroduile  \ydr\i\  {vawsUirmA- 
tion  j'=  {a  -\- yi)x.  De  même  l'équation  (i  i3)  admet  la  solution 
j'  =  G,  qui  sera  dite  solution  introduite. 

39.  Equations  tr ansfoumf.es  successivis.  —  Si  l'étiuation  (  1  \\) 
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est  une  équation  à  point  dicritique,  nous  appliquerons  les  résul- 
tats du  n"  37.  Si  dans  (i  i4)  a:;  =:  o,  y,  =  o  n'est  pas  un  point 
dicritique,  nous  sommes,  d'après  ce  qui  vient  d'être  dit  (n"  38, 
remarque  I),  ramenés  à  chercher  les  caractéristiques  F  ajant 
en  37  =  0,  >^,  =o  une  tangente.  Nous  raisonnerons  comme  nous 
l'avons  fait  pour  (io5).  Nous  formons  les  équations  différentielles 
transformées  de  (ii4)  relatives  aux  diverses  directions  possibles 
de  tangentes  en  a^  =  o,j)'(  =  o.  Nous  pourrons  appeler  ces  équa- 
tions des  transformées  secondes  de  (io5j. 

Si  ces  transformées  secondes  sont  toutes  des  équations  déforme 
simple,  le  problème  de  la  recherche  des  caractéristiques  F  est 
résolu,  puisque  nous  savons  étudier  les  caractéristiques  d'une 
équation  de  forme  simple.  Si  .  certaines  de  ces  transformées 
secondes  ne  sont  pas  de  forme  simple,  nous  raisonnerons  de  nou- 
veau sur  elles  comme  sur  l'équation  (i  i4),  et  ainsi  de  suite. 

Nous  sommes  ainsi  conduits  à  faire  une  suite  de  changements 
de  variables  de  la  forme  (i  i  i)  ou  de  la  forme  (i  12).  La  suite  d'un 
nombre  quelconque  de  ces  changements  de  variables  revient  tou- 
jours à  exprimer  x  el y  en  fonction  de  deux  variables  u  et  r  au 
moyen  de  polynômes  en  u  et  t'.  Une  de  ces  variables  u  et  i'  peut, 
au  moins  dans  certains  cas,  coïncider  avec  x  oujk.  On  considère 
pour  les  équations  transformées  successives  que  l'on  obtient  les 
cara("téristiques  y  aboutissant  à  u  =  o,  ('  =  0  avec  une  tangente 
déterminée.  A  ces  caractéiistiques  y  correspondent  les  caracté- 
ristiques C,  que  nous  voulons  considérer  pour  l'équation  en  .r 
-et  y. 

On  sait  (Bendixson,  p.  -ja  et  ^5)  qu'une  suite  de  changements 
de  variables,  du  genre  de  ceux  que  nous  euiployons,  conduit  au 
bout  d'un  nombre  (ini  d'opérations  à  une  équation  en  u  et  p,  pour 
laquelle  m  =  o,  p  =  o  est,  soit  un  point  singulier  élémentaire,  soit 
un  point  ordinaire. 

Si  dans  la  suite  des  équations  transformées  que  nous  obtenons 
on  ne  rencontre  aucune  équation  admettant  l'oi'igine  pour  point 
dicritique,  toutes  les  équations  transforuiées  admettront  l'origine 
pour  point  singulier  et  nous  arriverons  à  des  équations  de  forme 
simple.  C'est-à-dire  de  l'une  des  formes 

(11 5)  [//  H-  X2(m,  t^)]  rfi'  H-  |Xh  -f-  ai-  -+-  Yal,  w,  t'jj  du  —  o, 

(116)  X.2  (  M,  (^  û?»'  M-  [  (•  -H  Yj  (  »,  V )  I  fin  =  o, 
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où  )>  el  a  sont  des  constantes.  Xo  et  ^  2  des  séries  entières  dont 
tous  les  termes  sont  de  degré  siip.érieiir  à  i  en  /<  et  i'.  Les  équa- 
tions transformées  de  forme  simple  auxquelles  nous  arrivons 
admettent  toujours  soit  la  solution  m  =  o,  soit  la  solution  r  =  o. 
Si  dans  la  suite  des  équations  transformées  que  nous  obtenons  on 
rencontre  une  équation  admettant  l'orij^ine  pour  point  dicrilique, 
nous  considérerons  [)Our  (-hacune  des  droites  passant  par  le  point 
l'e-quation  transformée  correspondante.  Si  la  droite  n'a  pas  une 
direction  singulière,  nous  obtenons  une  équation  |)()iirlaquelleM  =  o, 
(^  =z  o  est  un  point  ordinaire,  équation  que  1  on  peut  mettre  sous 
la  forme 

I  1 17)  dr  —  F  ( n ,  v)  du, 

F  étant  une  série  entière  en  u  et  c. 

Si  la  droite  a  une  direction  singulière,  l'équation  transformée 
admet  l'origine  pour  point  singulier,  mais  n'admet  en  général, 
comme  on  le  voit  par  léquation  (108),  ni  la  solution  u  =  o,  ni  la 
solution  r  =  o,  contrairement  à  ce  qui  se  passe  |)our  toute  trans- 
formée d'une  équation  qui  n'est  pas  à  point  dicritique.  Nous  étu- 
dierons les  caractéristiques  de  cette  écpialion  transformée  en  rai- 
sonnant comme  sur  l'équation  (lo;)). 

lîemarqac  I.  —  Nous  appelons  (n"  -38,  remarque  II)  solution 
introduite  ou  caractéristique  introduite  dune  équation  trans- 
formée une  solution  ou  caractéristique  de  celte  équation  à  laquelle 
ne  correspond  pas  de  caractéristique  de  l'équation  donnée.  Celte 
solution  est,  soit  u  =  <>,  soit  v  =  o,  si  les  variables  de  l'équation 
transformée  sont  u  el  »'.  11  peut  se  faire  que  la  nouvelle  équation 
transformée  relative  à  la  direction  de  la  caractéristi(jue  introduite 
soit  de  forme  .sim[)le  et  n'admetle  comme  caractéristiques  passant 
par  l'origine  que  des  cai'actèristiques  introduites. 

Cette  équation  de  forme  sinqil(>  ne  fournira,  dans  ce  cas.  aucune 
caractérisliquc  C. 

Considérons  par  exemple,  pour  l'équation  (\\\)^  la  solulion 
introduite  x  =  o.  I^osons 

X  =  ufi,         A  (o,  i) -+- B  (o,  I)  =  a,  !i(o,  i)  =  j3. 

Supposons  (pie  l'une  au  moins  (b;s  constantes  a  el  !ii  ne  soit  pas 
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nulle.  On  oblicnl  l'équation 

X i  (  B  ^  .  .  .)  d a  -{-  Il  ( y.  -h . .  .)  c/y,  =  o 

où  les  termes  non  écrits  sont  nuls  pour  ii  ^=  o,  j',  =  o.  Si  Ton  a 
a^  >>  o,  le  point  u  =  o,  y,  =  o  est  un  col.  Les  seules  caractéris- 
tiques passant  par  ce  col  sont  u  =  o,  )-,  =  o.  Elles  ne  fournissent 
ni  l'une  ni  l'autre  de  caractéristique  C  de  l'équation  en  x  eUy. 

Remarque  II .  —  Nous  avons  rappelé  (n"  38,  remarque  I)  que 
l'équation  (ii4)  admettant  la  caractéristique  j7  =  o,  toutes  les 
caractéristiques  aboutissant  à  37  =  0,  ^',  =  0  ont  en  ce  point  une 
tangente  déterminée.  11  en  sera  de  même  pour  une  équation  trans- 
formée en  a  et  c,  admettant  soit  la  solution  m  =  o,  soit  i' =  o. 
Nous  avons  vu  qu'il  n'en  est  pas  en  général  ainsi  pour  une  trans- 
formée d'une  équation  à  point  dicritique. 

Si  cette  transformée  en  u  et  v  d'une  équation  à  point  dicritique 
n'admet  ni  la  solution  /<  =  (),  ni  la  solution  t- =  o,  nous  savons 
(n"  5),  que  l'on  est  toujours  dans  l'un  des  cas  suivants  : 

1"  Celte  équation  admet  une  caractéiistujue  aboutissant 
àu  =  o,  (^  =  0  ai'ec  une  tangente  déterminée.  Dans  ce  cas, 
comme  dans  le  cas  considéré  n"  3(S,  toutes  les  caractéristiques 
aboutissant  à  u  =  o,  v  =  (5  admettent  en  ce  point  une  tangente. 

2"  M  =  o,  v^o  est  un  foyer.  Une  infinité  de  caractéristiques 
aboutissent  à  ce  point  sans  admettre  de  tangente. 

3°  a  :=  o,  (^  =  o  est  un  centre.  Aucune  caractéristique  n'aboutit 
à  ce  [)oint. 

Dans  les  deux  derniers  cas  (Bendixson,  p.  (iç)),  les  spirales  ou 
les  courbes  fermées  entourant  u  =  o,  r  =  o  fournissent  des  carac- 
téristiques de  l'équation  (107)  passant  par  x  =  o^y  =  o,  n.ais 
aucune  de  (;es  caractéristiques  n'est  tangente  à  la  direction  ^'::^  «.r 
|)our  laquelle  on  a  formé  l'équation  transformée.  Toutes  ces  carac- 
téristiques font  partie  d'uni;  région  nodalc.  Aucune  d'elles  n'est 
une  séparatrice.* 

40.     Dl^TKRMINATION    DES    CAS   OU    UN  POKNT   SINGULIF-R   EST  UN  FOYER 
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ou  UN  CENTRF.  —  Pour  quc  le  point  singulier  O  ( x  =  o,  }'  =  o)  de 
l'équation  (io5)  soit  un  foyei-  ou  un  centre,  il  faut  (n"  o)  qu'il 
n'y  ait  aucune  ciitacléristicjue  C  al)outissant  en  O  avec  une  tan- 
gente (lélerniinée.  Il  résulte  (Je  ce  qui  précède  que  l'on  sait  recon- 
naître s'il  en  est  ainsi.  Précisons  les  cas  où  il  y  n  foyer  ou  centre. 
En  considérant  l'équation  (i()5),  nous  sommes  toujours  /lans  l'un 
des  quatre  cas  suivants  : 

i"  U origine  O  est  un  point  dicrilique.  C'est  le  seul  cas  où  il 
n'existe  pas  d'équalion  fournissant  les  directions  possibles  des 
tangentes  en  O  aux  caractéristiques  aboutissant  à  ce  point. 

2"  L'équation  K{x,y)=zo  donnant  les  directions  des  tan- 
gentes en  O  admet  au  moins  un/acteur  réel,  auquel  corres- 
pond une  équation  transformée  de  forme  simple. 

3"  [Jéquation  donnant  les  directions  de  tangentes  eu  O 
n\idinet  aucun  facteur  réel. 

4"  L'équation  donnant  les  directions  de  tan gentes  en  O 
admet  des  facteurs  réels,  mais  à  aucun  deux  ne  correspond 
une  équation  i  ransformée  de  forme  simple. 

Nous  avons  vu  (n'"*  37  et  38)  que,  dans  les  cas  i"  et  a",  d  y  a  au 
moins  une  caractéristique  C  ayant  une  tangente  au  point  O.  Dans 
le  cas  3'\  il  ne  peut  y  avoir  de  caractéristique  C  ajanl  une  tangente 
en  O.  Dans  le  cas  4",  d  j  a  doute.  Pour  lever  le  doute,  formons 
les  transformées  relatives  aux  divers  facteurs  réels  deR(.r,  j'). 
Considérons  l'une  de  ces  transformées.  Le  cas  3"  ne  peut  se  pré- 
senter pour  elle,  car  cette  équation  admet  la  solution  introduite, 
j7  =  o  o\\  y  ^=.  o,  suivant  le  cas.  Par  contre,  le  cas  2°  peut  se  pré- 
senter sans  qu'il  y  ait  de  caractéristique  C. 

En  cfïet,  si  l'on  considère  le  facteur  réel  de  R(x,j>^)  correspon- 
dant à  la  solution  introduite  x  =  o  ou  jj/  =  o  et  si  l'on  forme  la 
transformée  relative  à  ce  fact<'ur,  on  oljtient,  d'après  ce  (pic  nous 
avons  dit  (n"^  39,  remarque  I),  une  équation  qui  pourra  n'ad- 
mettre (jue  des  solutions  introduites.  Elle  ne  fournira  dans  ce  cas 
aucune  caractéri-sticpie  C.  Les  cas  i",  v."  et  3"  peuvent  seuls  se 
j)rès(:nl<'r  poui-  cbacune  des  transloriuè«'s  cousidc-rèes.  Ce  cpic  nous 
avons  (lit,  [)our  (lo;")).  peut  se  répéter  pour  cliacune  des  trans- 
formées. En  continuant  ainsi,  jusqu'à  (•(•  (pie  nous  ne  rencontrions 
plus  le  cas  /»",  ainsi  (jue  cela  finira  toujours  par  se  produire,  nous 
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voyous  que  pour  que  le  point  O  soit  un  foyer  ou  un  centre,  on 
doit  avoir  les  conditions  suivantes  : 

a.  Il  faut  que  les  équations  donnant  les  directions  des  tan- 
gentes à  V origine  de  L'équation  donnée  et  de  ses  diverses  trans- 
formées n^admettent^  en  dehors  des  facteurs  correspondant 
aux  solutions  introduites^  aucun  facteur  linéaire  r''cl  fournis- 
sant une  transformée  de  forme  simple. 

h.  Si  un  Jacteur  linéaire  correspondant  à  une  solution 
introduite  fournit  une  transformée  de  forme  simple,  il  faut 
que  cette  transformée  n'admette  que  des  solutions  intro- 
duites. 

Ces  conditions  nécessaires  sont  sutïisantes.  En  eflel,  nous  avons 
vu  (n"  39)  que  toute  caractéristique  C  ayant  une  tangente  en  O 
correspond  par  l'intermédiaire  d'un  nombre  fini  de  changements 
successifs  de  variables  à  une  caractéristique  F'  d'une  équation 
différentielle  transformée  de  forme  simple,  F',  aboutissant  avec 
une  tangente  déterminée  à  l'origine  O'  relative  à  cette  équation. 
Les  changements  de  variables  en  question  sont  ceux  qui  fournis- 
sent les  équations  transformées  successives  que  nous  venons  de 
considérer.  Si  les  conditions  a  et  h  sont  vérifiées,  les  Iransforuiées 
de  forme  simple  auxquelles  nous  arriverons  n'aduicttronl  pas  de 
caractéristique  F'  à  la(pielle  correspomb-  une   caractéristi(|uc  C. 

41.  Simplification  DES  changements  de  variablks  conduisant  a 
DES  ÉQUATIONS  DE  FORME  siMPi  E.  —  La  suitc  dcs  changements  de 
variables  que  nous  avons  considérés  pour  obtenir  les  caractéris- 
tiques au  moyen  d'équations  de  forme  simple  présente  l'incomé- 
nicnt  de  ne  conserver,  tout  au  moins  dans  certains  cas,  aucune  des 
variables  primitives  x  et  y.  11  sera  avantageux,  pour  la  simplifica- 
tion des  raisonnements  que  nous  aurons  à  faire,  de  montrer  que 
l'on  peut  conserver,  dans  la  plupart  des  cas,  soit  la  variable  .r, 
soit  une  variable  u  liée  à  x  [)ar  la  relation  tiP=x,  p  étant  un 
entier  convenablement  choisi. 

Nous  sommes  amenés  à  ne  pas  conserver  la  variable  x.  lorsque 
nous  considérons  une  caractéristique  telle  (\ne  y  '.  x  croisse  indé- 
finiment quand  x  et  y  tendent  vers  zéro,  ou  plus  généralement 
lorsque    nous    considérons    une    caractéristique    d'une    équation 
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Iransforniée  en  jc  et  j?,  telle  que  )«  I  ^  croisse  indélîniinenl 
quand  .r  et  y^  tendent  simultanément  vers  zéro.  Nous  posons 
alors  :  .x  =ygXi,  et  x,  tendra  vers  zéro  en  même  temps  que  r.t. 

Pour  prendre  immédiatement  le  cas  le  plus  général,  supposons 
que  la  caractéristique  considérée  soit  telle  que  si  l'on  lait  une  suite 
de  changements  de  variables 

Xi  tende  vers  zéro,  lorsque  .r,.  ,  et  r  tendent  vers  zéro.  Deux  cas 
peu\enl  se  produire  : 

i"  Au  bout  d'un  nombre  fini  de  changements  (ii8)  on 
obtiendra^  pour  i^p.  une  équation  en  ys  et  Xp  telle  que^ 
pour  la  caraclérislique  considérée^  Xp  \ys  ne  tende  plus  vers 
zéro  en  même  temps  que  Xp  et  y  s-  Le  quotient  y^  '.  x  p  tendra 
vers  une  limite  finie  a,  qui  pourra  être  nulle.  L'équation  en  x p 
<à\,ys  admettra  d'ailleurs  a7^=o,  y^^Q  soit  comme  point  singu- 
lier élémentaire,  soit  comme  j)oint  singulier  complexe. 

2"  Si  grand  que  soit  i.  le  changement  de  variable  (1  i^)/ait 
toujours  correspondre  aux  points  de  la  caractéristique  consi- 
dérée des  valeurs  de  xi  tendant  vers  zéro  avec  ys  et  Xi_i.  On 
sait  alors  que  pour  une  valeur  finie  i=(y('),  on  obtiendra  une 
érpialion  difTérentielle  de  forme  simple.  Cette  équation  en  Xq  etj.t 
adniettra  une  caractéristique  jouissant  de  la  propriété  suivante  : 
Quel  que  soit  l'entier  /■,  le  quotient  Xtf'.y'^  tendra  vers  zéro  en 
même  temps  que  Xq  elys- 

Considérons  le  cas  i**.  Par  liypothèse  y^'.  Xp  =  t  aura  une 
limite  finie;  quand  j'^  et  Xp  tendront  vers  zéro.  On  a 
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Si  Ton  i^ose  x' =  /</'+',  on  a  t=y'^^^  '.  uf^'  et  le  quotient 
Ys  '.  u  tendra  \ers  une  liuiile  finie,  lorsque  //  et  >',  tendront  vers 
zéro.  En  considérant  l'équation  vn  u  et  )'ç,  nous  sommes  donc 
ram(;nés  au  cas  général  où  l'on  a  une  (;aractéristique  (|ui,  dans  le 


(')    Voir    IJkndixson.    p.    ->.    Voir  aussi  :    Mai.muuist.    Ar/yii-  for  M<t/enui/iA. 
l.  15,  Chap.  II. 


plan  des  variables  >'.f  et  «,  n'est  pas  tangente  en  u  =  o,  y,ç=  o  à  la 
droite  u  =  o. 

On  peut  donc,  si  l'on  se  trouve  dans  le  cas  i°,  éviter  de  faire 
des  changements  de  variable  de  la  forme  (ii8),  en  faisant  un 
changement  de  variable 

(119)  x  =  x'i, 

n  étant  un  entier.  Nous  devons  remarquer  qu'on  arrive  à  une 
équation  de  forme  simple  par  un  nombre  fini  de  changements  de 
variables.  On  n'aura  donc  qu'à  efl'ectuer  un  nombre  fini  de  chan- 
gements de  variables  de  la  forme  (i  19),  Xi^  ^7+ii  pour  éviter  les 
changements  (1  18). 

On  peut  remplacer  l'ensemble  de  ces  changements  de  la  forme 
(119)  par  un  changement  unique  x  =  u"'. 

Si  nous  avons  une  caractéristique  G  passant  par  :r:=(>,j'  =  o 
telle  que  )'  :  x  tende  vers  une  limite  finie  lorsque  x  tend  vers  zéro 
et  que  pour  toutes  les  transformées  en  x  et  }'/,  que  l'on  considère 
dans  la  recherche  de  C,  le  quotient  yi  :  x  tende  vers  une  limite 
finie,  nous  dirons  que  dans  la  recherche  de  C  nous  sommes  dans  le 
cas  normal.  En  désignant  par  'f  (x)  un  poljnome  convenable- 
ment choisi  de  degré  inférieur  à  n -\- \  le  (changement  de 
variable 

y  =:  ^  (x)  -h  X"  l) 

fournit  une  équation  dilTérenticlle  en  x  et  v  de  l'une  des  formes 
(i  i5),  (i  16)  ou  (i  i^)  et  fait  correspondre  à  C  une  caractéristique 
de  cette  équation  passant  par  le  point  x  =  o,  v  =  o. 

Si  dans  la  recherche  de  C  nous  ne  sommes  pas  dans  le  cas 
normal,  mais  si  nous  ne  rencontrons  pas  le  cas  2"  signalé  plus 
haut,  nous  dirons  que  nous  sommes  dans  le  cas  rrcluctible.  En 
désignant  par  m  cl  /*  des  entiers  et  par  et  (//)  un  polynôme  conve- 
nablement choisi  de  degré  au  plus  égal  à  //,  le  changeuient  de 
variables 

(i>o)  X  —  u",  y  =  rp  (m)  -I-  vu" 

conduit  à  une  équation  dillérentielle  de  l'une  des  formes  (ii5), 
(iiO)  ou  (117)  et  fait  correspondre  à  C  une  caractéristique  de 
cette  équation,  passant  par  u  =  o,  t"  =  o. 
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Si  enfin,  dans  la  recherche  de  C,  on  rencontre  le  cas  2"  signalé 
plus  haut,  nous  dirons  que  nous  sommes  dans  le  cas  iiréductible. 
En  désignant  par  m,  11  et  q  des  entiers  et  par  o  un  polynôme  con- 
\enablemenl  choisi,  de  degré  au  plus  égal  à  //,  le  changement  de 
\arial)le 

X  =  Z"',  J  =  5  (2)  -H  1-3",  Z   —   UVl 

conduit  à  une  équation  diflerentielle  en  a  et  r  de  l'une  des  formes 
(i  i5),  (1  16)  ou  (117)  et  fait  correspondre  àC  une  caractéristique  F'^ 
de  cette  équation  passant  par  ii  =  o,  r  =  o.  Celte  caractéristique  F' 
jouit  de  la  propriété  suivante  :  Quel  que  soit  ;■,  le  quotient  u  :  i'- 
lend  \ers  zéro  a\(;c  ii  et  i'.  11  en  résulte  que  l'écpiation  en  u  et  c 
ne  peut  être  ni  de  la  forme  (i  )5)  ni  de  la  forme  (1  17),  elle  est  de 
la  forme  (i  16);  u  ^=  o,  r  =  o  est  un  point  exceptionnel. 

42.  llicciiKKcuE  DES  SKI' MtAïRicKs. —  Si  parmi  les  caractéristiques 
aboutissant  à  x  =  *>,  y  =^  o  il  y  a  des  séparatrices,  elles  aduiettroul 
en  O  una  tangente  et  fciont  partie  (n°  5)  des  caractéristiques  que 
nous  avons  chercliées  (n  '  38  et  39).  Si  dans  la  recherche  d'une 
séparatrice  on  ne  rencontre  pas  d'érpiationà  point  dicritique,  cette 
séparatrice  sera  fournie  par  une  équation  de  la  forme  (m5) 
ou  (i  16)  admettant  soit  la  solution  //  =  0,  soit  la  solution  ^  =  0. 

Si  dans  la  recherche  d'une  séparatrice  C  on  rencontre  une 
équation  à  point  dicritique,  il  est  impossible  que  la  caractéristique 
correspondante  F'  de  cette  équation  soit  tangente  en  ce  point 
dicritique  à  une  direction  ordinaire,  car  F'  sei'ait  intérieure  à  une 
région  dont  toutes  les  caractéristiques  aboutissent  au  point  dicri- 
tique et  nous  verrons  qu'il  en  serait  de  uiême  de  C,  ce  qui  est 
impossible,  puisque  C  est  une  sé|)aratrice.  Nous  sommes  donc 
dans  l'un  des  cas  suivants:  i"  f^a  caractéristique  F'  est  tangente  à 
une  direction  reuiarquable.  Dans  ce  cas  F'  et  par  suite  C  seront 
obtenues  au  moyen  d'une  équation  de  la  foiiue  (117)  aduiet- 
lanl  u  =  o,  ♦■  =  o  pour  point  ordinaire. 

•2"  V  est  tangente  à  une  direction  singidière.  La  séparatrice  C 
sera  alors  obtenue,  exceptionnellement  au  moyen  d'une  équation 
de  la  forme  (117)  et  habituelleuient  par  une  équation  de  la 
forme  (1  i5)  ou  (i  i())  pouvant  n'admettre  ni  la  solution  i'  =  o  ni 
la  solution  a  =  o.  ]3ans  tous  les  cas,  on  \oit  qu'il  n'y  aura  qu'un 
LI.  10 
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nombre  fini  d'équations  (i  i6),  (i  i6)  ou  (  i  17)  [)Ou\ant  fournir  des 
séparatrices.  Pour  reconnaître  celles  de  ces  équations  qui  fournis- 
sent des  séparatrices  montrons  que,  à  une  séparatrice  de  l'équation 
donnée  (io5)  correspondent  des  séparatrices  des  diverses  équa- 
tions transformées. 

Si  nous  faisons  la  transformation  y  =  SX,  à  un  point  M  de  coor- 
données X  ely  correspond  un  point  jx  de  coordonnées  x  et  z.  A 
une  courbe  C  du  plan  des  xy  coi-respond  une  courbe  V  du  plan 
des  xz.  Soient  G|  et  C2  deux  séparatrices  relatives  à  a."  =  o,  >'=  o 
et  limitant  une  région  répulsive  dont  nous  considéi'ons  la  portion  R, 
voisine  de  x  =.  o,  )' =  o.  .Supposons  que  la  région  R  ne  soit  pas 
traversée  par  Oy  et  que  ni  C,  ni  Go  ne  soient  tangentes  à  O  )■ 
en  O.  Si  l'on  fait  la  transformation  y=zzXf  à  C|  et  à  C2  corres- 
pondent deux  caractéristiques  l\  et  Fo  du  plan  des  xz.  Ces  courbes 
coupent  respectivement  x  =  o  en  des  points  A,  et  A-,  de  cote 
z  =  a.f  eA  z  =  a.^.  A  la  région  R  correspond  dans  le  plan  des  zx 
une  région  p  limitée  par  F,,  et  Fo  et  par  x  =  o,  si  l'on  a  a,  ^  y.2. 
Aucune  caractéristique  F  de  l'équation  en  z  cl  x  comprise  dans  la 
région  p  ne  peut  couper  le  segment  AjAo  de  x  =  o,  car  il  lui 
correspondrait  une  caractéristique  C  de  l'équation  en  x  et  )•  inté- 
rieure à  R  et  aboutissant  à.  x  =  (),)■  =  o.  Donc  F,  et  Fo  sont  des 
séparatrices  relati\es  aux  points  singuliers  Ai  et  Ao. 

Si  la  région  R  est  traversée  par  Or,  mais  si  C|  n'est  pas  tan- 
gent à  O  )',  nous  considérons  une  demi-droite  OL  de  coefficient 
angulaire  a,  limitant  a\ec  C,  un  \ecleur  R',  situé  dans  la  région  R 
et  qui  ne  soil  pas  traversé  j)ar  0,r.  En  appliquant  à  R' le  raisonne- 
ment fait  pour  R,  la  demi -droite  OL  prenant  le  rôle  de  Go,  on  voit 
que  F,  est  une  séparatrice  relali\  e  au  point  singulier  a:  ;=  o,  ;  =  a, . 

Si  Gi  est  tangent  à  Oy  en  O,  nous  faisons  le  cliangcment  de 
\ariable  x:=:yz  et  un  raisonnement  analogue  à  ceux  que  nous 
venons  de  faire  montrera  que,  à  Gi  coi'respond  dans  le  plan  des  j'^ 
une  séparatrice  F|  relatix  e  au  point  singulier  ^  ^  o,  z  =  o. 

Nous  avons  donc  établi  fju'à  une  séparatrice  G  correspond  une 
séparatrice  F  d'une  équation  transformée.  La  propriété  restant 
vraie  quel  que  soil  le  nombre  de  ti-ansformations  eirectuées,  nous 
arriverons  en  recherchant  une  séparatrice  Cî  à  une  équation  de 
l'une  des  formes  (ii5),  (116)  et  (117)  admettant  la  courbe  F 
correspondant  à  G  pour  séparatrice  relative  à  11  =  o,  v  =  o. 
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Si  l'on  obtient  une  équation  de  la  forme  (i  l'j),  il  faut  (n"  37, 
remarque),  pour  que  la  caractéristique  de  cette  équation  passant 
par  a  =  o,  f  =  o  puisse  fournir  une  séparatrice,  que  F'  ne  traverse 
pas  p  =  o,  au  point  «  z=  o,  v=:o.  L'équation  (i  i -)  est  la  trans- 
formée d'une  équation  à  point  dicritique,  transformée  corres- 
pondant à  une  direction  remarquable  relati\e  à  ce  point  dicri- 
tique. 

Si  l'on  obtient  une  équation  de  la  foinie  (i  i5)  il  faut  et  il  suffit 
que  À  soit  positif  pour  qu'une  caractéristique  F  passant  par  u  =o, 
t;  =  o  soit  une  séparatrice. 

Enlin,  si  l'on  obtient  une  équation  de  la  forme  (i  i6),  nous 
avons  facilement,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  (n°*  24  et  2o),  les 
conditions  pour  qu'une  caiactéristique  F  passant  par  u  =  o 
soit  une  séparatrice. 

/ieniarque  I.  —  Le  raisonnemenl  que  nous  avons  employé  plus 
haut,  dans  le  cas  où  la  région  R  est  traversée  par  Oy  et  où  C| 
n'est  pas  tangent  à  Ojk,  sera  encore  valable  si  C»  n'est  pas  une 
séparatrice,  à  condition  qu'il  n'y  ail  aucune  caractérisli([ue  C 
aboutissant  à  x  =  o,  y  =  o  en  restant  à  l'intérieur  du  secteur  R' 
limité  par  C|  et  OL.  La  caractéristique  F,  corresj)()ndant  à  C|  ])ar 
le  changement  de  variable  y  =  zx  sera  encore  une  séparatrice.  On 
voit  que  si  à  une  caractéristique  C|  correspond,  par  un  changement 
de  variable  de  la  forme  employée,  une  séparatrice  F, ,  la  réciprcKjiie 
n'est  pas  exacte. 

Par  exemple,  l'équation 

{y-\--ix)(ly—y  dx  =  o, 

dont  l'intégrale  générale  est 

jK-  =  C(y-hx), 

admet  le  point  singulier  x^=o,  j^  ^  o  qui  est  un  nœud.  En 
posant  j"  =  :;a:,  on  obtient  une  équation  en  s  et  j?  admettant  le 
point  singulier  j;  =  o,  2  =  0  qui  est  un  col.  z  =  o  est  une  sépa- 
ratrice relative  à  ce  col  tandis  que  la  caractéristique  cori'espon- 
dante,  y  =  o,  n'est  pas  une  séparatrice. 

Remarque  11.  —  Puisque  à  une  séparatrice  d'une  équation 
transformée  ne  correspoml  pas  néccssairrmenl  une  séparatrice  de 
l'é(|uation  en  x  et  y.,   il   [)eut  être  utile  d'indiquer  comment  ou 
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reconnaîtra  les  séparatrices  parmi  les  caractéristiques  fournies  par 
une  équation  de  l'une  des  formes  (ii5),  (ii6),  (117). 

Si  nous  désignons  par  T'^  l'ensemble  des  deux  branches  de  la 
caractéristique  d'une  équation  (117)  passant  par  le  point  m  =  o, 
(' 1=  <),  r|,  ne  peut  fournir  de  séparatrice  que  si  (i  17)  est  la  trans- 
formée d'une  équation  à  point  dicritique  et  si  la  caractéristique  Tç, 
de  cette  équation  correspondant  à  Y'^  est  tangente  en  ce  point 
dicritique  à  une  direction  lemarquable.  Les  deux  branches  de  l\ 
forment  un  rebroussement.  Pour  que  la  caractéristique  Co  corres- 
pondante de  l'équation  en  x  et  y  fournisse  des  séparatrices,  il 
faut  et  il  sulTit  qu'aux  caractéristiques  F  de  l'équation  à  point 
dicritique,  comprises  entre  les  deux  branches  de  Fg,  correspondent 
des  caractéristiques  C  n'aboutissant  pas  à  ^  =  0,  y  =  o.  11  sera 
facile  de  reconnaître  s'il  en  est  ainsi,  en  considérant  les  change- 
ments de  variables  successifs,  qui,  en  partant  de  l'équation  en  x 
et  y,  ont  conduit  à  l'équation  en  u  et  v. 

Considérons  une  caractéristique  F,,  qui  soit  une  séparatrice 
relative  au  point  «  =  0,  <^  =  o,  d'une  équation  (ii5)  ou  (116). 
Pour  que  la  caractéiistique  correspondante  G,  de  l'équation  en  x 
et  y  soit  une  séparatrice  relative  à  x  =  o,  J' =  <>,  il  faut  et  d  suffit 
que  l'on  puisse  hii  associer  au  moins  une  caractéristique  C2  abou- 
tissant à  j?  =  (»,  y  =  o  et  telle  que  la  l'égion  comprise  entre  C, 
et  C2  soit  une  région  répulsive  relative  à  ./==(),  y  =  <).  Cette 
seconde  séparatrice  C^  ne  peut  être  fournie  que  par  une  équation 
de  la  forme  (i  i."))  ou  (i  i()).  En  considérant  celles  de  ces  équations 
qui  peuvent  fournir  des  sé[)aratrices  et  la  suite  des  changements 
de  variables  qui  ont  conduit  à  chacune  de  ces  équations,  on  pourra 
toujours  déteruiiner  les  deux  équations  transformées  E'  et  E"  de 
forme  simple  (1  i.'))  ou  (ii()),  qui  peuvent  seules  fournir,  de  part 
et  d'autre  de  C|,  les  caractéristi(|ucs  les  plus  voisines  de  C|  et 
seules  susee[)tibles  de  limiter  avet-  Ci  une  région  répulsive.  Pour 
reconnaître  si  E'  par  cxeuiph'  fournit  une  séparatrice  Co  liuiitant 
avec  C|  une  région  i-épulsive,  nous  considérons  les  diverses  sépara- 
Irices  Fo  de  1/  et  nous  cxauiinons,  j)Our  chacune  d'elles,  si  la  carac- 
téristique correspondante  Co  de  l'équation  en  x^y  limite  avec  C 
une  région  répulsive.  En  opérant  de  même  avec  E',  on  pourra 
décider  si  C,  limite  un  ou  deux  secteurs  répulsifs,  ou  bien  si  C| 
n'est  pas  une  séparatrice. 
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43.     ReMAUQUES    SUll    LES    CIRCONSTANCES    (^)UI    SE    PRÉSENTENT    DANS 

i,A  nECHEiîcHE  DES  SÉPARATRICES.  —  Si  nous  faisoiis  Un  changement 
de  variables  de  l'espèce  indiquée  (n"  39),  pour  la  recherche  d'une 
caractéristique  C  ajanl  une  tangente  en  j?  =  o,  y=:o,  nous 
obtenons  une  équation  transformée  E  en  a  et  t^  ;  à  C  correspond 
dans  le  plan  des  m,  i>  une  caractéristique  F  passant  par  le 
point  a  =  o,  p  =  o.  Nous  dirons  qu'une  séparatrice  G  a  été 
isolée  par  le  changement  de  variable  considéré,  lorsque  l'équa- 
tion E  est  de  l'une  des  formes  (i  i5),  (i  i(3^,  (i  17). 

Si  deux  caractéristiques  d  et  Co  de  l'équation  en  x  el  y  passent 
par  X  =  o,  y  =  o,  mais  n'admettent  pas  en  ce  point  la  même  tan- 
gente, nous  dirons  que  C(  et  G^  sont  séparées.  S'il  n'en  est  pas 
ainsi,  nous  dirons  que  les  deux  caractéristiques  G|  et  G2  ont  été 
srparées,  par  le  changement  de  variables  qui  a  conduit  à  l'équa- 
tion E,  si  les  deux  caractéristiques  correspondantes  F,  et  r2  de 
celte  équation  passent  toutes  deux  par  a  =  o,  r  ==  o,  mais 
n'admettent  pas  en  ce  point  même  tangente. 

Nous  avons  vu  (n"  42 j  qu'une  séparatrice  G  peut  toujours  ètie 
isolée.  Si  l'équation  E  est  de  la  forme  (117),  elle  n'aduiet  pas  d'autre 
caractéristique  que  F  passant  par  u  =  0,  (^  =  o.  Si  E  est  de  la 
forme  (ii))  ou  (116),  elle  admet  en  dehors  de  la  séparatrice  F 
correspondant  à  G,  la  caractéristique  m  ;=  o  ou  v  =  »>,  qui  <\st  en 
général  une  solution  introduite, 

Nous  allous  uiontrer  que  deux  séparatrices  G)  cl  Go,  limitant 
une  région  répulsive  relative  à  ^  ^  o,  y  =  o,  et  admettant  même 
tangente,  peuvent  toujours  être  séparées. 

Nous  supposerons  d'abord,  comme  nous  le  ferons  sou\ent  dans 
la  suite,  que  l'on  a  remplacé  x  par  j:",  ?i  étant  un  entier  tel  que, 
dans  la  recherche  des  séparatrices  considérées,  on  ne  lenconlic 
pas  le  cas  réductible  (n"  41). 

Le  cas  normal  ou  le  cas  irréductible  se  présenteront  seuls. 

Gonsidérons  d'abord  deux  séparatrices  G|  et  Go  telles  que  dans 
leur  recherche  on  soit  dans  le  cas  normal.  Soient 

y  =  o^{x)  -t-  x"^v^         y  =  ^i{.r)  -+-  .r"2f, 

les  changements  de  variables  isolant  chacune  d<^  c<;s  séparatrices, 
'^^  et  ©2  étant  des  polynômes  de  degré  n,  el  «0  au  plus.  Les 
termes  du  premier  degré  de  o,  et  Oo  sont  identiques,  puisque  les 
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deux  caractéristiques  G|  et  Co  ont  même  tangente  au  point  O. 
Les  deux  polynômes  Çi  et  cs^  ne  peuvent  être  identiques,  car  s'il 
en  était  ainsi  et  si  l'on  suppose  n,%n.2i  le  changement  de  variables 
r  ■=  o^  [x)-\- x"' V  ferait  correspondre  à  C|  et  à  Co  deux  sépara- 
trices r,  et  Fa,  vérifiant  l'équation  transformée  E,  isolant  C|,  et 
passant  toutes  les  deux  par  le  point  .r^  o,  ç  =  0.  L'équation  E  ne 
pourrait  donc  être  de  la  forme  (i\-).  Elle  ne  pourrait  être  non 
plus  de  la  forme  (i  1 5)  ou  (i  lO).  En  effet,  si  G,  et  (lo  qui  admettent 
en  O  une  luême  tangente  différente  de  Or,  sont  situées  du  même 
côté  de  l'axe  Oy,  celui  par  exemple  des  x  positifs,  F,  et  Fo,  sépa- 
ratrices correspondantes  pour  le  point  singulier  57=0,  p  =  o  de 
l'équation  E,,  seront  également  situées  du  côté  des  ./■  positifs.  Or 
l'équation  E,  de  la  forme  (1  i;"))  ou  (i  i6),  obtenue  par  le  change- 
ment de  variable  indiqué,  admet  la  cai-actéristique  x  =  o,  et  si  une 
caractéristique  située  du  côté  des  x  positifs  est  une  séparatrice,  il 
n'y  a  pas  d'autre  caractéristique  située  du  côté  des  x  positifs. 
F)  et  Fo  ne  peuvent  être  séparatrices. 

Les  deux  polynômes  es,  et  cso  étant  distincts,  supposons  que  leurs 
termes  de  degré  /■-!-  1  sont  différents,  tandis  que  leurs  termes  de 
degré  inférieur  à  /• -f- i  sont  identiques.  Soit  'f{x)  le  polynôme 
formé  par  ces  termes  identiques.  En  posant 

(l'ii)  y  z=  (Dix) -h  T'y,., 

nous  obtenons  une  équation  transformée  E  en  .r  cl  y,-  Aux  sépara- 
trices C)  et  G2  correspondent  des  caractéristiques  F,  et  Fo  passant 
par  x  =  (),  }',.=:  f),  mais  n'admettant  pas  en  ce  point  même  tan- 
gente. G|  et  G2  sont  donc  ainsi  srparées.  Nous  vovons  cpie  ces 
deux  caractéristiques  ont  au  point  a;  =  o,  jr  =  <'  "^  contact 
d'ordre  r. 

Reviai'que.  —  Nous  pouvons  supposer  que  l'équation  E,  en  )', 
et  X,  a  été  obtenue  par  une  suite  de  changements  de  Nariable  de 
la  forme 

yt-x  =  a,x  -I-  .ry,,        y<i  =  y         (  t  =  i ,  2,  .  . . ,   /•). 

De  même,  les  équations  transformées  successives  que  nous  for- 
merons, en  parlant  de  E,  pour  isoler  par  exemple  G,,  s'obtien- 
dront par  des  changements  de  variable  de  la  même  forme,  i  pre- 
nant les  valeurs  /'  -H  i ,  r-\-'i,  .  .  . ,  /< , . 
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Pour  i<^i\  les  équations  transfonnées  peuvent  admettre 
.r  =  <),  j7=:o  comme  point  dicritirjue.  Il  ne  peut  en  être  de 
même  pour  i^r. 

En  effet,  il  cori-cspond  aux  séparai lices  C,  et  C^  des  caracté- 
ristiques r'j  et  r',  (lu  plan  des  variables  x  et  jk/,  I,  passera  para:'  =  o, 
yi=:o^  et  sera  une  séparatrice  relative  à  ce  point.  A  la  région 
répulsive  du  plan  xOy.,  limitée  par  C,  et  C;,  correspond  dans  le 
plan  des  .xyi  une  région  limitée  par  F',  et  T.,,  si  l'on  a  i=^r^  et 
limitée  par  F',,  F'^,  et  un  segment  de  .r  =  o,  si  l'on  a  /  ^>  ;■.  Dans 
les  deux  cas,  il  y  a  toujours  dans  celte  région  une  infinité  de  vec- 
teurs ayant  pour  origine  le  point  x  =^  o,  rj=  o.  Si  ce  point  était 
un  j)oint  dicritique,  il  y  aurait  une  caracléiistique  F'  tangente  en 
ce  point  à  chacun  des  \ecleurs  considéi'és  et  située  dans  la  région 
en  question.  A  chacune  de  ces  caractéristiques  F'  correspondrait, 
pour  Féquation  en  .r  et  j',  une  caractéristique  C  aboutissant  au 
point  O  et  située  dans  la  région  répulsive  comprise  entre  C|  et  Co. 
]Ni  l'équalion  E  ni  les  équations  transformées  qui  s'en  déduisent 
ne  peuvent  admettre  leur  point  origine  pour  point  dicritique.  Il 
en  lésulle  que  toutes  les  transformées  que  Von  déduit  de  E, 
pour  isoler  C,  ou  Co,  admettent  ta  caractéristique  x  =  o. 

ii.     Slh'AliATUlCKS    DANS    LA    HKCHEKCHIC    DESQUELLES    SE   PUÉSEME    LE 

CAS  iivRÉDUCTiuLE.  —  Pour  cousidércr  maintenant  ces  séparatrices, 
cherchons  à  déterminer  tous  les  cas  où  il  se  présente  de  telles 
séparatrices.  Soit  C  une  caractéristique  dans  la  recherche  de 
laquelle  se  présente  le  cas  irréductible. 

En  désignant  par  s  un  entier  et  par  o[x)  un  polynôme,  nul 
pour  X  =  o,  de  degré  au  plus  égal  à  5,  le  changement  de  variable 

fait  cori-espondre  à  l'équation  donnée  une  équation  E  ;  à  C  cor- 
respond une  caractéristique  i'  de  E.  Cette  caraclérisli(pie  F  {)asse 
par  ^  =  o,  yç=z(),  si  c5(x)a  été  convenablement  choisi.  Nous 
devons  sup{)oser  pour  rencontrer  un  cas  irrédu(  tible  que,  pour  le 
point  de  F,  le  quotient  x  : y'^  tend  vers  zéro  en  nuMiie  temps  que  J7, 
quel  que  soit  /•,  On  peut  avoir  en  particulier  s  -=^0.  Dans  ce  cas, 
on  ajo  — J'  et  o(./)=:(>. 
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Montrons  d'abord  que  pour  que  le  cas  iiréductible  se  présenlo, 
il  faut  d'abord  que  l'équation  E  admette  la  solution  x  =  o. 

En  efTel,  s'il  n'en  était  [)as  ainsi,  celte  équation  pourrait  s'écrire 

[xK{x,  ys)  +  yi'ia  -4- J'vF)]  dy^-^  B(a",  Vs)  dx  =  o, 

OÙ  a  est  une  constante  différente  de  zéro,  p  est  un  entier  positif; 
F,  A,  B  sont  des  séries  entières  en  <r  et  ys',  la  série  B  est  nulle 
pour  X  =  o,  }',ç  =  o. 

Posons  X  =  w  >','"*'' .  En  divisant  pour  )''  l'équation  obtenue,  on  a 

[ a  -H  D (  «,  y, ) ]  dys -i-ysC(ii.  y,, )  du  =  o, 

C  et  D  sont  des  séries  entières  en  u  et  js.  La  série  D  est  nulle 
pour  u  =  o,  ys^  o.  Cette  équation  n'admet  pas  de  solution  telle 
que  u  tende  vers  zéro  en  même  temps  que  7^.  Le  cas  irréductible 
ne  se  présente  donc  pas  dans  la  recherche  d'une  caractéristique, 
si  l'équation  E  n'admet  pas  la  solution  x  =  o. 

Supposons  que  l'équation  E  admette  la  solution  x  =  o  et  suppo- 
sons que  le  cas  irréductible  se  présente  dans  la  recherche  d'une 
séparatrice  relative  au  point  jr=  o,  jKj=  <*•  Ln  faisant  le  change- 
ment de  variable 

(i23)  X  —  ^</y'/i 

on  obtient  (n"  41)  une  équation  de  forme  simple,  si  (j  est  suffi- 
samment grand.  A  la  séparatrice  V  de  l'équation  E  correspond  une 
séparatrice  relative  au  point  singulier  .r^=  o,  ys=  o  de  l'équation 
de  forme  simple  et  cette  séparatrice  doit  être  tangente  à  la  droile 
Xtf=  o  en  ce  point,  puisqu'on  n'est  pas  dans  le  cas  normal. 

Or,  si  l'on  considère  les  deux  cas  d'équations  de  forme  simple,  on 
sait  que,  ou  bien  il  y  a  une  seule  caractéristique  passant  par  X(f=  o, 
ys=  o  et  tangente  à  Xq=Oy  ou  bien  il  y  en  a  une  infinité.  S'il 
y  en  a  une  seule,  celte  caractéristique  est  .r,,  =  o  correspondant 
à  la  solution  x  =  o  de  l'équation  E.  S'il  y  en  a  une  infinité,  on  sait 
également  que,  de  chaque  côté  d'une  caractéristique  F',  autre 
que  X(i=^o,  il  y  a  une  infinité  de  caractéristiques  aussi  voisines 
que  Ton  veut  de  F'  et  aboutissant  à  ./•,/=  o,  ys=^  '>•  Aucune  de  ces 
caractéristiques  F'  ne  peut  correspondre  à  la  séparatrice  F.  Nous 
concluons  que,  à  la  séparatrice  F  de  l'équation  E  en  x  et  l'o  ^^ 
peut  correspondre  aucune  caractéristique  autre  que  Xq=-o.  Cette 
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caractéristique,  x,/=<),  ne  peut  être  acceptée  comme  correspon- 
dant à  une  caractéristique  C  de  l'équation  en  .r  et  y  (pie  si  Ton 
a  .v  =  (»  et  si  l'équation  en  ./•  et  j^  admet  la  solution  u"=:(».  En 
elFet,  la  relation  (i  23  j  montre  que  l'on  a  x=^o,  si  l'on  a  .ry=(>, 
et  si  l'on  a  5  ^  o,  la  relation  (  i  22)  montre  (pic  si  l'on  a  a:  =  <».  on 
a  en  même  temps  r  =  o.  Ceci  n'est  pas  acceptable  pour  une 
caractéristique  C.  Nous  arrivons  à  la  conclusion  suivante  :  Le  cas 
irréductible  ne  peut  se  présenter  dans  la  recherche  d'une 
séparatrice  de  l'équation  (  1  o5  )  que  si  cette  séparatrice  est  .1  =  o. 

Si  le  cas  irréductible  se  présente  dans  la  recherche  de  deux 
séparatrices  limitant  une  région  répulsive,  relative  à  x  =  o,  j^=  (->, 
l'une  d'elles  est  ./•  =  o,  l'autre  est  tangente  à  une  droite  autre 
que  Oy.  Ces  caractéristiques  sont  donc  séparées. 

Nous  voyons  de  plus  qu'un  simple  changement  de  la  direction 
de  l'axe  O)'  permet  de  supposer  que  le  cas  irréductible  ne  se  pré- 
sente jamais  dans  la  i-echerche  des  séparatrices. 

io.    lX)UATIOJV  TRWSKOUMÉr-  HKLATIVK  A  DES  I  NTÉGH Al.KS  TANCENTKS 

A  x  =  o.  Nous  pourrons  toujours  supposer,  en  faisant  un  change- 
ment d'axes,  que  a?  =  o  n'est  pas  une  direction  de  tangente  pos- 
sible au  point  a:  =  (),  y  =  o,  pour  les  caractéristiques  de  l'équa- 
tion (io5)  en  X  ely.  Nous  ne  pouvons  faire  celte  hypothèse  pour 
les  transformées  de  (lof)),  qui  admettent  en  général  la  solu- 
tion 07  =  0.  Nous  aurons  à  considérer,  pour  l'étude  de  la  loi  de 
correspondance,  les  équations  transformées  relatives  aux  inté- 
grales réelles  ou  imaginaires  tangentes  à  .r  =  0,  et  vérifiant  l'une 
des  équations  transformées  de  (i()5).  Considérons  une  équation 

((24)  ^^(^)  J')  <^y  -+-  Y(  .r,  )•)  f/x  =  o, 

admettant  la  solution  .r  =  o.  Pour  considérer  les  int('gralcs  réelles 
ou  imaginaires  tangentes  à  x  r=  o  au  point  .r  =  o,  j' =  o,  nous 
posons  x^=x,y.,  nous  obtenons  une  transformée  admettant  les 
solutions  ,/•,  =  o,  y  ^  o  et  que  l'on  peut  écrire 

(i7.>)  Xi[\iXi  y)  -i-  ...]dy  -h  y[liiXi,  y)  ^.  ..]'/x  =  n, 

en  désignant  par  A(x,.  y)  et  H(x,,y)  deux  polynômes  houiogénes 
de  degré  n  représentant  les  termes  de  (h-gré  minimum  des  coelll- 
cienls  de  .r,  dy  et  ûeydXf.  Si  nous  ne  faisons  aucune  hyj)othése 
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complémentaire,  n  peut  être  un  entier  quelconque,  mais  si  nous 
supposons  que  l'on  ail  remplacé,  dans  (124))  ^  P&r  xP,  p  étant  un 
entier  tel  que  le  cas  réductible  ne  se  présente  pas  dans  la  recherche 
des  intégrales  réelles  onimaginaires  de  (124)  tangentes  h  x=^o. 
nous  allons  montrer  que  l'on  a  n  =  o,  c'est-à-dire  que  l'équa- 
lion  (12.5)  est  une  équation  de  forme  simple.  Je  m'appuierai  pour 
cette  démonstration  sur  les  théorèmes  suivants  ('),  dans  les  énoncés 
desquels  nous  considérerons  aussi  bien  les  intégrales  imaginaires 
que  les  intégrales  réelles.  Pour  les  intégrales  que  nous  allons  con- 
sidérer, Xi  aussi  bien  que  j^  pouvant  tendre  vers  zéro  par  valeurs 
imaginaires;  le  quotient  y  :  x^  |)ourra  tendre  vers  une  valeur 
réelle  ou  imaginaire,  lorsque  x  et  y  tendent  vers  zéro. 

I.  Si  5:  =  o,  y  =  o  est  un  point  singulier  d  ordre  p,  c'est- 
à-dire  si  dans  l'équation 

•X(ar,  y)  dy  •+-  Y(a7,  y)  dx  =  o, 

les  termes  de  degré  minimum  des  séries  X  et  Y  sont  de  degré /> 
en  X  et  }',  il  existe  au  moins  p  -h  i   intégrales  distinctes  passant 

par  X  =  o,  y  =  o. 

II.  Si  .z'  =  (),  y  =  o  est  un  point  singulier  exceptionnel^  c^ est- 
à-dire  si  l'équation  différentielle  en  x  et  y  est  (h?  la  forme  (i  i()), 
il  y  a  une  infinité  d^intégrales  pour  lesquelles  x  et  y  tendent 
simultanément  vers  zéro. 

Démontrons  que  dans  l'hypothèse  où  nous  nous  plaçons,  on  a 
«  =  o.  Puisque  le  cas  réductible  ne  se  présente  pas,  dans  la 
recherche  des  intégrales  de  (124)  pour  lesquelles  a?,  ei y  tendent 
simultanément  vers  zéro,  on  sera  dans  le  cas  irréductible:  si  nous 
faisons  les  changements  de  variables  successifs 

Xi  =  Xi+iy         (1  =  1,2,  .  ..) 

nous  obtiendrons  des  équations  transformées  telles  (jue  pour 
aucune   intégrale  de  l'éfjuation  en  ,r,-  et  r,  le  quotient  y  :  .r,  ne 


(')  J'ai  déinonlro  le  premier  de  ces  ihoorèmes  dans  1rs  yl/>/(a/es  rfe  l'Université 
de  Grenoble  (t.  WII,  p.  8  et  i3).  La  démonstration  du  second  est  donm-  dans 
ma  lliùse  (  j^aris,  190.^).    Fo/r  égale irfe ni  le  Journal  de  l'École  Polytechnique 

(i()()4). 
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Icnde  vers  une  limite  finie  ou  nulle,  lorsque  xi  et  y  tendent  vers 
zéro. 

Si  n(^us  faisons  les  changements  de  variable  en  question  il  est 
ini[)ossible  que  le  degré  minimum  en  xi  et  >'  des  termes  des  coef- 
ficients de  dy  et  de  dxi  des  équations  en  xi  et  y  reste  toujours 
égal  à  /i-i-r,  comme  dans  l'équation  (120),  à  moins  (jue  l'on 
ait /«  =  ().  On  sait  en  effet  (n"  io,  note)  que  ces  chan^Muents  de 
variable  finissent  toujours  |)ar  conduire  à  une  équation  ayant  y  =  0, 
.r,==  (»  pour  point  singulier  du  |)remier  ordre.  Nous  allons  montrer, 
d'autre  part,  que  si  le  point  a:/  =  o,  r  =  <)  est,  pour  Téquation 
en  Xi  et  r,  \n\  point  singulier  d'ordre  inférieur  à  /*  H- r ,  le  cas 
réductible  se  présente.  11  en  résultera  que  l'on  a  n  =  (t  dans 
l'hypothèse  où  nous  nous  plaçons. 

Nous  pourrons  faire  notre  démonstration  en  supposant  que  c'est 
pour  l'équation  en  Xj  et  ^■  que  l'ordre  du  point  singulier  ./.j=  o, 
y  =z  0  est  inférieur  à  /i  +  i .  Montrons  d'abord  que  l'on  a 

(laC)!  A(a^„  J)  ■+-  B{xi,y)  =  rx'/, 

c  étant  une  constante.  En  effet,  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  le  chan- 
gement de  variable  jj^  =  fx,  fournirait  l'équation 

(I?.;)       :r,[A(i,  ()  -i-..:\<ft  -^  t[X{i,  O  +  Hd,  ()-{-...]  dxi  =  o. 

rj'é(juation 

fiaS)  \(\,  ()  -4-  B(  I,  t)  —  o 

aurait  au  moins  une  racine  (  =  a..  Si  nous  faisons  voir  qu'il  y 
aurait  au  uioins  une  intégrale  telle  que  /  tende  vers  a,  lorsque  .r, 
tend  vers  zéro,  nous  aurons  montré  que,  contrairement  à  notre 
hypothèse,  le  cas  réductible  se  présenterait  et  que,  par  conséquent, 
on  a  bien  l'identité  (i2()). 

Si  l'on  a  a  ^  o  et  A(i,  a)^  o,  il  est  évident  (pi'il  y  a  une  inté- 
grale t{Xi)  de  (12^)  holomorphe  pour  x^=^^^  et  égale  à  a 
pour  Xf  =  o. 

Si  l'on  a  a  ^  o,  A(i,  a)^o  et  si  /  =  a  est  racine  d'ordre  (/ 
de  (128),  en  posant  z  =  l  —  a  Técjuation  (1^7)  piend  la  foruie 

Xi[zh(  z)  H-.r,  lit  Xi,  z)\dz-^[z'/ff{z)-h.i-iG{Ti,  3)jc/j",  =  o, 
//  et  ff  désignent  des  polynômes  en  :;.  On  a  ^(<»)^().  II  et  Cî 
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désignent  des  séries  entières  en  x,  et  ;;.  On  peut  toujours  sup- 
poser que  X,  G(x^,  z)  ne  contient  que  des  termes  du  second  degré 
au  moins.  S'il  n'en  était  pas  ainsi,  on  serait  ramené  à  ce  cas  en 
posant  X,  =  II'-.  Nous  n'avons  à  considérer  que  les  deux  cas  sui- 
vants, pour  l'équation  différentielle  en  Xi  et  s  :  i"  On  a  q^^i.  Le 
point  a;,  =  o,  ^  =  o  est  un  point  singulier  exceptionnel;  2"  On 
a  cj  ^  \ .  Le  point  a;|  =  (),  :;  =  o  est  un  point  singulier  d'ordre 
supérieur  à  1.  Dans  les  deux  cas,  il  y  a  des  intégrales  z{x\)  ten- 
dant vei's  zéro  avec  x^ . 

Si  l'on  a  a  =  o,  A (1,0)^0  le  point  /=o,  .r,  =  <)  est  un 
point  singulier  exceptionnel  de  (127)-  Si  l'on  a  a  =  o,  l*(i ,  o)  =  o 
le  point  singulier  /  =  o,  J7,  =  o  est  d'ordre  supérieur  {\  i .  11  y  a 
encore  dans  ces  deux  derniers  cas  des  intégrales  t.{Xi  ),  autres  que 
/  =  o,  pour  lesquelles  l  tend  vers  zéro  avec  x^. 

L'identité  (126)  est  donc  démontrée.  11  en  résulte  que  si  l'on 
pose  Xi  =  x-yj'i  l'équation  (12.))  devient 

(1U9)     Xi\cx'l-hy\\{Xi,  y)\  dy  -^  y[x':-,g{x2)  -^yCi{Xi,  y)]dx,=  o, 

/•  est  un  entier  égal  ou  inférieur  à  a;  gix-i)  fist  un  polynôme 
en  a^a,  qui  n'est  pas  nul  pour  a?2  =  <).  H  et  G  sont  des  séries 
entières,  qui  peuvent  être  nulles  pour  X2=^  <>,  JK  =  <*• 

Puisque  nous  supposons  que  x^^^  o,  y  =  o  est  un  point  singu- 
lier d'ordre  inférieur  à  /i  H-  i ,  le  degré  minimum  des  termes  entre 
crochets  sera  inférieur  à  n.  11  faut  pour  cela,  ou  bien  que  l'on 
ait  /•  <<  «,  ou  bien  que  l'une  des  expressions  rH(iPo,  y)  ely(j{x.,iy) 
ait  des  termes  de  degré  inférieur  à  n.  Examinons  successivement 
chacun  de  ces  cas. 

Si  l'on  a  r<^n^  faisons  le  ciiangement  de  variable  y  =  px 2, 
ré([uation  (129)  devient 

(1  3o)    x.i[cx'^^'-hv\\^{x.2,v)\(h-h-v{g{Xi)  +  rcx'i-''-^i>Gi{Xi,  p))ûf.r,  =0; 

H,  et  G(  sont  des  séries  entières.  Puisque  ^(o)  n'est  pas  nul, 
x-y^=  t),  4^  =  o  est  un  point  singulier  exceptionnel  de  (i3o). 

Si  l'on  a  /i  ==  /•,  mais  si  le  degré  minimum  des  termes  de  }1I  ou 
de  y  G  est  inférieur  à  /?,  nous  pourrons,  en  désignant  ces  termes 
respectivement  par  yV{x2^  y)  et  yÇl{x2,  y),  écrire  l'équa- 
tion (i3o)  sous  la  forme 


Posons  >' =  VX21  nous  obtenons  l'équation 

(iSi)     :r2[f  P(i,  p^)  -t-.  .  .]  c/i'-f-  t'[fP(i,  V)  -hvQ{l,  i>)  -h.  .  .\  dxi=  o, 

dans  laquelle  les  termes  non  écrits  contiennent  .r^  en  facteur. 

Les  termes  de  chacun  des  crochets  étant  au  moins  du  premier 
degré  par  rapport  à  <•  et  J^a?  nous  avons  un  point  .sin<;ulier  v  =  o. 
X2^=^o.  d'ordre  supérieur  à  1.  Aussi  i)ien  pour  l'écpiation  (i^oi 
que  pour  l'équation  (lii)  nous  aurions  au  moins  une  intégrale 
autre  que  1^  =  o  pour  laquelle  c  tendiait  vers  zéro  avec;  x  et  le  cas 
réductible  x  se  présenterait.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théo- 
rème suivant  : 

Si  le  cas  rrduclible  ne  se  piésoite  pas  dans  la  recherche  des 
intégrales  réelles  ou  imaginaires  de  (i24j  passant  par  x  =  o, 
jj/- =  o  et  tangentes  à  r  =  o.  Véciuation  transformée^  par  la 
substitution  x  =  x,y,  admet  x,  ^o,  j)^  =  o  comme  point  si/i- 
gulier  élémentaire.  Le  cas  où  ./■  =  (),  r  =  o  est  un  point  dicri- 
lique  de  (lal)  est  laissé  de  côté. 

16.  Loi  dk  cokhfsi'Ond.wci:  pour  L'\r.  iu';r,io\  répulsive  mmiti';!-: 
ujviQUK\iE\T  PAU  LA  cAKACTKRisTiouE  ./•  =  ().  —  Plaçons-nous  dans 
les  conditions  suivantes  :  i"  L'équation  dilTérentielle  admet  la 
caractéristique  ./•  =  <),  passant  par  le  point  singulier  com- 
plexe, x  =  o,  y  =  o',  2°  d'un  côté  de  cette  caractéristique,  du 
côté  des  .T  positifs  par  exemple,  il  n'existe  aucune  caractéristique 
aboutissant  à  x  =  o,  )'  =  o,  sans  traverser  O  )'. 

Nous  pouvons  écrire  l'équation  diflerenlielle  sous  la  foruie 

(i3'2)  x[V{x,  y) -h.,  .\dv-h  [q(x,  y)-^...\(/x  =  0, 

xV  et  Q  étant  des  polynômes  homogènes  de  degré  /<,  représen- 
tant les  termes  de  moindre  degré  des  coefficients  de  dy  et  dx. 

Soient  /  et  l'  deux  nombres  positifs  tels  que  l'éfjuation  diUé- 
rentielh;  n'admette,  en  dehors  de  x  ^  o,  y  =:  o,  aucun  point  sin- 
gulier situé  sur  ,r  =  o,  entre  les  droites  y  =  / et  V  ^=^  —  l'.  Nous 
considérons  une  caractéristique  C  voisine  de  .r  =  o  et  nous  vou- 
lons trouver  la  forme  de  la  relation  qui  existe  entre  les  ./•  des 
points  d'intersection  M  et  M'  de  C  avec  )'  =  /  et  y  =  —  /'. 

Lemme.  —  Les  relations,    qui  nous  donneront  la  loi  de  eorrcs- 
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pondance  cherchée,  montrent  que  toute  caractéristique  C  cou- 
pant y  =^  l  en  un  point  M,  suffisamment  voisin  de  0)',  cou- 
pera y  =  l'  en  un  point  M'  aussi  voisin  c/ue  Von  voudra  de  Oy. 
Démontrons  directement  cette  propriété  afin  de  ne  pas  élre  obligés 
d'introduire  dans  nos  raisonnements  des  complications  destinées 
à  éviter  un  cercle  vicieux.  La  propriété  en  question  nous  sera  du 
reste  utile  à  plusieurs  reprises. 

On  peut- toujours  trouver  un  nombre  a,  tel  que,  si  Ton  prend 
y:=:l.  et  si  l'on  fait  varier  x  de  o  à  a,  le  coefficient  Q(r,  y) -{-  •  •  • 
de  dy  dans  (i32)  ne  devienne  pas  nul.  Soient  Mo  et  M'^  les  points 
d'intersection  de  a:;  =  o  avec  y  =  /  ety  =  —  /'.  Soient  A  et  A'  les 
points  d'intersection  de  }'  ^  l  ei  y  =  —  /'  avec  a;  =  a  et  R  le  rec- 
tangle MqAA'jNIo.  INous  pouvons  toujours  supposer  a  assez  petit 
pour  qu'il  n'y  ait  pas  de  point  singulier  de  l'équation  (iSa)  à  Vi/i- 
térieur  du  rectangle  R. 

La  caractéristique  C  passant  par  un  point  M  de  MqA  n'est  pas 
tangente  à  Mo  A.  Nous  la  suivrons  en  pénétrant  dans  R.  Ce  rec- 
tangle R  ne  contenant  aucun  point  singulier  à  son  intérieur  et  C 
ne  pouvant,  par  hypothèse,  aboutir  au  point  O,  on  sait  que  C 
sortira  du  rectangle  en  un  point  M'.  Lorsque  M  se  rapproche  indé- 
finiment de  Mo,  le  point  M'  se  déplace  toujours  dans  le  même  sens, 
sur  le  contour  de  R,  et  tend  par  consécjuent  vers  une  position 
limite  K'.  Montrons  que  K'  est  confondu  avec  M'^. 

En  effet,  si  K'  n'est  pas  confondu  avec  M„,  il  passe  par  R'  uiie 
caractéristique  C  qui  n'est  pas  confondue  avec  Oy.  On  peut  suivre, 
à  partir  de  K',  la  caractéristique  C  dans  un  sens  tel  que  l'on 
pénètre  dans  R,  car  s'il  n'en  était  pas  ainsi,  les  caractéristiques  C 
passant  par  un  point  M'  voisin  de  K'  sur  le  contour  de  R  ne  péné- 
treraient pas  non  j)lus  dans  R.  La  caractéristicpie  C/,  suivie  dans  le 
sens  indiqué,  sortira  de  R  en  un  point  K  distinct  de  Mo.  L'arc  K'K 
de  C  ne  passant  par  aucun  point  singulier,  une  caractéristique  C 
passant  par  un  point  M'  voisin  de  K',  et  suivie  dans  le  même  sens 
que  C,  sortira  de  R  en  un  point  M  voisin  de  K.  Ceci  est  impos- 
sible, puisque  M  est  voisin  de  Mo  et  que  K  est  distinct  de  Mq. 

K'  est  donc  confondu  avec  M'„.  La  caractéristique  C  coupant 
y=l  en  un  point  M  voisin  de  M'^  vient  couper  y  =  —  l'  en  un 
point  M'  voisin  de  M,j.  Le  Icmme  est  démontré.  Avant  de  cher- 
cher la  loi  de  correspondance  entre  M  et  M'  faisons  une  remarque. 
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Il  n'est  pas  contraire  à  nos  hypothèses  de  supposer  que  l'équa- 
tion (i32)  admet  des  solutions  réelles  ou  imaginaires  telles  que  le 
quotient  x  \  y  tende  vers  zéro  en  môme  temps  que  x  et  j^.  11  faut 
supposer  seulement  qu'une  telle  solution  ou  bien  est  imaginaire, 
ou  bien  n'est  réelle  que  si  x  tend  vers  zéro  par  valeurs  négatives. 
Nous  supposerons,  pour  le  moment,  que  le  cas  réductible  ne  se 
présente  pas  dans  la  recherche  des  intégrales  de  (132)  passant 
pai-  X  =  (),  y  =  o  et  tangentes  à  x  =  o.  S'il  y  a  des  intégrales  telles 
que  X  '.y  tende  vers  zéro  en  même  temps  que  x  et  j',  elles  sont 
telles  que,  quel  que  soit  5,  le  quotient  x  '.  y^  tende  vers  zéro.  Ceci 
posé,  soit  Tj  un  nombre  positif  quelconque.  Considérons  les 
droites  OD  et  OD',  ayant  respectivement  pour  équations  r,j-=  a? 
etr,>'  +  jc  =  o.  Si  -M  est  suffisamment  voisin  de  Mo,  M  sera  au- 
dessus  de  OD  et  M  sera  au-dessous  de  OD'.  La  caractéristique  C 
coupant  j)' =  / et  j' =:  —  /'  en  des  points  d'abscisses  x  et  x'  cou- 
pera OD  et  OD'  en  des  points  N  et  xN'  d'abscisses  x^  et  x\.  En 
choisissant  convenablement  Tj,  nous  allons  montrer  qu'on  peut 
trouver  :  \"  la  loi  de  correspondance  entre  x  et  x^  et  de  même 
entre  x  et  x\  ;  a"  la  loi  de  correspondance  entre  x^  et  x\. 

i"  Loi  de  correspondance  entre  r  et  x^.  —  Si  nous  posons 
j?  =  ^j',  l'équation  (i32)  devient 

(l33)  t\p{t,  i)-+-y(f,  1)+...]  dy-^y{q{t,  \)~...\dl^o. 

Les  termes  non  écrits  sont  nuls  pour  y  =  o.  Puisque  nous  avons 
supposé  que  le  cas  réductible  ne  se  présente  pas  pour  les  solutions 
(le  (i32)  passant  par  :r  =  o,  j'  =  ()  et  tangentes  à  a:  ^  o,  nous 
avons  vu  (n"  4o)que  t  =0,  j'  =  o  est  un  poinl  singulier  élémen- 
taire de  (i33).  On  ne  peut  donc  avoir  à  la  fois  1*((),  i)  =  t) 
et  Q(o,  i)  =  ().  L'expression  P(^,  i)-|-Q(/,  1)  n'est  pas  identi- 
{|uement  nulle,  car  si  elle  était  identiquement  nulle,  a:  =:  o,  j' ==  o 
serait  un  point  dicritique  et  la  condition  2",  énoncée  au  début  de 
ce  n°  46,  ne  serait  pas  satisfaite. 

D'après  la  manière  dont  les  nombres  /  et  /'  ont  été  choisis, 
l'équation  (i33)  n'admet,  en  dehors  de  <  =  o,j^^=(),  aucun  point 
singulier  situé  sur  t  =  o,  entre  les  droites  y  =  lel y  ^z  —  /'.  >.ou.s 
pourions   choisir-   un  noml)re  t,,    (el   (pie,   lorsque/   varie  de  — r, 
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à  Tj   (extrémités  comprises),  P(f,  i)  +  Q(/,  i)  ne  s'annule  pas, 
sauf  peut-être  pour  ^  =  o  (  '  ). 

La  position  des  points  d'intersection  M,  N,  N',  M'  de  C  avec  les 
droites  JK  =  /,  '^  J  =  x^  -txy  +  ^  =  o,  y  ■=  —  l'  sera  complètement 
définie  par  les  valeurs  x^  a?,,  x\^  x  des  abscisses  de  ces  points.  La 
relation  x^  ty  fait  correspondre  à  C  une  caractéristique  C2  de 
l'équation  (i33),  et  fait  correspondre  aux  points  M,  JN,  N',  M'  les 
points  Ma,  Na,  N'^,  Al'^  intersections  de  C,  avec  les  droites  7=^, 
r,  f=ni,  'r\t=^ — I,  y= — V.  Les  positions  de  ces  points  seront 
définies  par  les  valeurs  de  x^  x^^  x\^  x  .  Aux  points  Mo  et  M'^  cor- 
respondent dans  le  plan  de  j,  l  les  points  A^,  r=^  f  ==0; 
A^,,  jK  =  — ^  /',  ^  =  o.  Soient  enfin  dans  le  plan  des  j',  l  les  points  : 
O',  t  =  o,  y  =  o  ;  Do,  ^  =  Yi,  y  =  o  ;  D'„,  t  =  ~  7,,  y  =  o. 

La  portion  de  C,  située  dans  la  région  où  l'on  a  <  >  o,  y  >  o 
est  voisine  de  la  caractéristique  Co  formée  du  segment  AoO'de 
l'axe  t=^o  el  du  segment  0'D„  del'axe  j  =  o.  Les  droites  1- = /, 
<i=r,,  qui  coupent  Go  en  Ao  et  Do  sont  normales  à  Cq.  L'urc 
A„0'Do  de  Cq  ne  contient  que  le  point  singulier  O',  qui  est  un 
point  élémentaire.  JNous  connaissons  donc  la  forme  de  la  relation 
entre  x  et  :c,.  De  même  en  considérant  la  portion  de  Cj  située 
dans  le  quadrant  pour  lequel  on  a  /  <  o,  JK<C<>  nous  aurons  la 
foruie  de  la  relation  entre  x\  et  x' .  La  forme  de  ces  relations 
dépendra  de  la  nature  du  point  singulier  O'  :  col  ou  point  excep- 
tionnel. 

2"  Loi  de  correspondance  entre  .X',  et  x\.  —  Posons  j'  =  -x. 
L'équation  (i32)  devient 

(i34)       ^[P(i,  :;)-+-...  lf/.--^[^I'ti,  5)  +  Q(f,  z)-^...]dx=o, 

où  les  termes  non  écrits  contiennent  x  en   facteur.   Aux  droites 
.-r  =  ih  T,  )'  du  plan  des  xy  correspondent  les  droites  Tj  3  =  =t  i  du 


(  '  )  Si  l'on  a  P  (0,1)  -h  0(<),i)  =0,  le  point  t  =  »,  y  z=  o  est  pour  (i33)  un  point 
exceptionnel  et  l'on  peut  luonlrer  que  cette  équation  (i33)  admet  des  solutions 
y(^t)  telles  que  lorsque  t  Icnd  vers  zéro  suivant  un  chemin  convenablement 
choisi  dans  le  plan  de  la  variable  eomplexe  /.  la  fonction  y  et  le  ([uoticnt_y  :  t 
tendent  vers  zéro.  On  peut  donc  sujiposer  (n"  'i3)  que  l'on  n'a  pas  P  (0,1) -l-<)  (0,1), 
puisifuc  le  cas  réductible  ne  se  présente  pas  dans  la  recherche  des  intégrales 
de  (i3.>)  passant  par  x  =  o,  y  --  o  et  tangentes  à  O.r. 
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plan  des  xz\  à  C  correspond  une  caraclérislique  (>,  coupant  les 
droites  t,c^i  et  r,3  =  — i  aux  points  N,  et  N',  d'abscisses  a:, 
et  x\ . 

Supposons  d'aliord  que  l'équation  (i34)  n'admette  aucun  point 
singulier  situé  sur  x  =  o  entre  les  deux  droites  t^z=.  àz  ï  .  L'ex- 
pression ;P(i,  5)-|-Q(i,  z)  ne  s'annule  pas  lorsque  7^5  varie  de 
—  I  à  +  I . 

Désignons  par  Ao  et  A'„  les  points  dinterseclion  de  :r  =  0  avec 
les  droites  y,  ;  =  zb  1 .  Le  segment  AqAq  dea;  =  <)  est  un  arc  de 
caractéristique  qui  ne  contient  aucun  point  singulier.  I^a  caracté- 
ristique C,  étant  voisine  de  cet  arc  A^A^,,  il  y  a  une  relation 
holomorphe  entre  X(  et  .r\  abscisses  des  points  d'intersection  de  C, 
avec  r,  c  =  dz  I .  On  a 

/i(Xi  }  étant  holomorphe  pour  a:  =  o  et  Ton  a  ^(o)  ±  o. 

3"  Loi  de  correspo/idance  entre x^^  et  x\,  lorsque i \?>.\)  admet 
des  points  singuliers  situés  sur  x  =  o.  Considérons  maintenant 
le  cas  laissé  de  côté  dans  2°.  jNous  supposons  que  l'équation  (i-^i) 
admetle  un  ou  jdusicurs  points  singuliers  situés  sur:c  =  (),  entre 
les  droites  y, s  =  ±:  i,  11  n'y  a  aucun  point  singulier  de  (i3/|)  situé 
sur  a;  =  o  en  dehors  de  ce  segment  Ao  A„  compris  entre  les  droites 
•/l  3  =  rb  1 .  Divisons  le  segment  AqA,,  en  autant  de  segments 
qu'il  contient  de  points  singuliers,  chaque  seguienl  ne  contenant 
qu'un  seul  de  ces  points.  Soient  5  =  a/H-//  et  z  =  oLi — l',  les 
droites  perpendiculaires  à  x  =  o,  limitant  le  segment  contenant  le 
point  singulier  x  =  o,  :;  =;  x/.  La  relation  qui  existe  entre  .r,  et  j:."', 
résultera  des  relations  entre  les  x  des  points  d'intersection  de  C, 
avec;  les  diverses  droites  z  =  a,  +  //,  :;  =  a, —  /^  ,  en  (h)niianl  à  fies 
valeurs  i,  2,  ...,/?  correspondant  aux  p  points  singuliers  de  (^i>1) 
situés  sur  j:"  =  o.  Nous  aurons  la  forme  de  ces  relations  en  remar- 
([uaut  que  .r  =  o,  z  =  Xi  est  un  point  singulier  de  niènu-  espèce 
(jue  le  point  x  =  (»,  )' =  o  de  i'écpiation  (i.i2). 

Si  l'on  [)Ose  z  =z  a,-j-j-, ,  l'équation  en  x  ctj  ,  n'aduict  auciuu- 
caractéristique  située  du  côté  des  x  positifs  et  aboutissant  à  r  =  «>, 
)',  :=  o,  car  une  telle  caractérisli(jue  fournirait  une  caractéristique 
de  (i-^a)  aboutissant  à  x  =  o,  yt  =  <>•  L'équation  en  x  et  j'i  admet 
de  plus,   comuie  (i'^2),  la  solution  x=  o.  Pour  établir  la  relation 

LI.  I  I 
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qui  existe,  dans  le  plan  des  x.,yi  entre  les  x  des  points  d'intersec- 
tion d'une  caractéristique  avec  les  droites  r i  =  li  etj^i  =  —  ^'i ,  nous 
raisonnerons  donc  comme  nous  avons  raisonné  sur  l'équation 
en  X  et  y,  pour  obtenir  la  relation  entre  les  x  des  j)oints  d'inter- 
section de  C  avec  y  =  l  et  J'  =  —  i'  ■ 

Si  en  posant  y  I  =  ^i  x ,  l'équation  différentielle  en  :c  et  ^,  n'admet 
aucun  point  singulier  à  dislance  finie  situé  sur  la  droite  a?  =  <>, 
nous  aurons,  d'après  ce  qui  a  été  dit  dans  2°,  la  forme  de  la  rela- 
tion entre  le  x  des  points  considérés.  Si  nous  sommes  dans  le  cas 
où  l'équation  en  :r  et  :;  admet  des  jjoints  singuliers  à  distance  finie 
situés  sur  :r  =  o,  nous  raisonnerons  sur  cette  équation  comme 
nous  avons  raisonné  dans  3°. 

En  continuant  ainsi,  nous  arriverons  certainement  à  une  équa- 
tion en  X  et  -s^,  n'admettant  plus  de  point  singulier  à  distance  finie 
sur  X  =  o.  En  effet  les  équations  successives  que  nous  formons  de 
cette  manière  sont  les  transformées  fournissant  les  solutions  y(x) 
(imaginaires  si  x  est  positif)  telles  que  r  :  x  tende  vers  une  limite 
finie,  ainsi  ([neyt  ;  x;  y-i  '.  x^  ...,  lorsque  x  tend  vers  zéro  ('  ).  On 
sait  ([ue  la  suite  de  transformations  ainsi  effectuées  conduit  à  un 
point  singulier  élémentaire,  à  moins  qu'on  ne  soit  arrêté  à  une 
équation  en  x  et  Zq  n'admettant  pas  de  point  singulier  sur  x  =  o. 
C'est  le  cas  qui  se  produira  toujours,  car  si  l'on  arrivait  à  une 
équation  en  x  et  j'„,  admettant  ./■=  <>,  J'«,  comme  point  singulier 
élémentaire,  cette  équation  admettrait  au  moins  une  caractéris- 
tique, située  du  côté  des  x  positifs,  aboutissant  à  a?  =  o,  y«=  o.  A 
cette  caractéristique  correspondrait  une  caractéristique  C  située  (hi 
côté  des  X  positifs  et  aboutissant  h  x  .=  o,  y  =  o,  ce  qui  est  con- 
traire à  nos  hypothèses.  Nous  serons  donc  nécessairement  ramenés 
à  des  équations  pour  lesquelles  le  raisonnement  fait  (huis  le  cas  ?." 
s'applique. 

Nous  arriverons  donc  certainemeni  [)ar  la  méthode  indiquée  à 
trouver  la  relation  entre  Xi  et  x\.  Au  lieu  d'a\oir,  comme  (h\ns  :î", 
une  relation  holomorphe  entre  .r,  et  x\^  nous  serons  amenés  à  con- 


(')  Les  limites  finies  que  nous  considérons  poiu\T  :  x.  y,  :  x,  y^  :  x,  . ..  sont 
réelles,  puisque  nous  ne  considérons  que  les  points  singuliers  réels  situés  sur 
a;  =  o,  mais  les  solutions  ^(x)  correspondant  à  ces  limites  sont  nécessaire- 
ment imaginaires  pour  x  positif,  puisqu'il  n'3'  a  pas  de  caractéristique  située  du 
cùlé  des  X  positifs  et  aboutissant  à  .r  =  0,  j'  =  o. 
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sidérer  une  série  de  paramètres  inlermédiaires  a",  (i  =  'i,  3,  ...,  </), 
qui  sont  les  abscisses  des  points  d'intersection  de  G  avec  des 
courbes  passant  par  x  =  o,  y  =  o,  comprises  dans  l'angle  formé 
par  les  droites  r^y  =  ±  :c.  En  posant  x^^.,  =^',,  nous  aurons  une 
série  de  relations  entre  deux  valeurs  consécutives  Xi  et  x/^i,  l'en- 
tier /  prenantles  valeurs  i,  2,  ...,  q.  Ces  relations  seront,  ou  bien 
des  relations  liolomorplies,  ou  bien  des  relations  correspondant  au 
passage  d'une  caractéristique  dans  le  voisinage  d'un  point  singu- 
lier élémentaire. 

Conclusion.  ^-  Nous  vovons  que,  soit  dans  le  cas  où  le  raison- 
nement fait  dans  2"  s'applique  directement  à  l'équation  (i34),  soit 
dans  le  cas  où  nous  souimes  obligés  de  considérer  les  relations 
aux(pielles  conduisent  les  raisonnements  de  3",  le  passage  (r une 
caractéristique  C  dans  le  voisinage^  du  point  singulier  consi- 
déré est  équivalent.,  en  ce  qui  concerne  la  loi  de  correspon- 
dance, au  passage  d' une  caractéristique  successivement  dans 
le  voisinage  d\in  certain  nombre  de  points  singuliers  élémen- 
taires. 

Si,  par  exemple,  nous  supposons  pour  l'équation  (i33)quele 
point  /  =;  o,  y  =  o  soit  un  col  et  que,  pour  l'équation  (i34),  il  n'y 
ait  pas  de  point  singulier  >ur  x  =  o,  nous  avons  les  relations 

j:-  =  ax'^  [i  -;-  r(ari)|,  x\  =  bx'  [i  -H  G  (./•')  |,  xx  =  cx\[\.  -f- H  (>',)], 

a,  />,  c,  ).,  a'  sont  des  constantes.  On  a  W  =^  1 .  F  et  G  sont  semi- 
régulières  et  nulles  pour  la  valeur  zéro  de  la  variable.  Il  est  holo- 
niorphe  et  nulle  pour.z'j  =  o.  En  éliminant  successivement  x\  e\.x^, 
entre  ces  relations,  nous  obtenons 

X  =  A  x'[i  -^  K ( .t' )  \. 

k  est  une  constante,  Iv(.r')  est  une  Jonction  semi-régulière  et 
nulle  |)Ourx'=:o.  Dans  des  cas  particuliers,  K  jxuina  élre  une 
série  entière  en  x' .,  mais,  en  général,  K  sera  une  fonction  semi- 
régulière  dépendant  de  puissances  de  x',  x''  ,  ac'^',  et  même  dea:'  Lx', 
si  A  est  rationnel.  Si  tous  les  points  singuliers  élémentaires  que 
nous  rencontrons  en  appliquant  à  léquation  (i34)  bi  luétbode 
indi([uée  dans  3**  sont  des  cols,  et  -s'il  en  est  de  même  pour  le  point 
singulier  t  ^=  o.,  y  z=  u  de  (1 33),  la  relation  entre  x  et  x'  sera  encore 
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de  la  forme  x  ^=  kx'[^  -\-K{x')]^  la  fonction  K(a;')  étant  semi- 
régulière  et  nulle  pour  x'=  o.  Cette  conclusion  ne  me  paraît  pou- 
voir s'étendre  qu'avec  des  restrictions  au  cas  où  certains  des  points 
élémentaires  considérés  sont  des  points  exceptionnels.  Nous  pou- 
vons cependant  remarquer  que,  si  nous  traversons  l'un  de  ces 
points  exceptionnels  dans  le  sens  uv,  nous  traverserons  un  autre 
point  exceptionnel  dans  le  sens  vu  (n°  34). 

Remai'que.  —  La  méthode  que  nous  venons  de  suivre  pour 
trouver  la  loi  de  correspondance,  dans  le  cas  du  point  singulier 
considéi'é,  s'appliquerait  en  particulier  au  cas  d'un  point  semi- 
singulier  (n"  S).  Si  les  deux  arcs  de  caractéristiques  aboutissant 
au  poinl  semi-singulier  a;  =  o,  y  =  o  sont  les  deux  branches  d'une 
courbe  admettant  x  =  o,  y  =  o  comme  point  régulier,  nous  pren- 
drons, au  moyen  d'un  changement  de  variable,  cette  courbe  pour 
axe.r=oet  nous  serons  exactement  lamenés  au  cas  que  nous 
venons  de  considérer. 

Si  les  deux  arcs  de  caractéristiques  aboutissant  à  x  =  o,  y  =  o 
ne  forment  pas  une  courbe  admettant  x  =  o,  j^  =:  o  comme  point 
régulier,  nous  appliquerons  la  méthode  qui  sera  indiquée  plus 
loin  pour  le  cas  d'un  point  singulier  quelconque. 

47.  Modifications  A  INTRODUIRE  dans  les  raiso.\jneme\ts  lorsque 
LE  cas  réductible  SIC  PRÉSENTE.  —  Nous  avons  à  diverses  reprises 
supposé  dans  le  n"  46  que  le  cas  réductible  ne  se  présentait  pas 
dans  la  recherche  des  intégrales  de  (i3;i)  passant  par./- =  f),y  =  (). 
Nous  avons  fait  ensuite  implicitement  la  même  hypothèse  dans  3", 
pour  les  intégrales  passant  par  les  points  origine  des  diverses 
équations  transformées  que  nous  avons  été  amenés  à  considérer. 

Pour  lever  la  restriction  ainsi  faite  nous  pouvons  choisir  r  de 
manière  qu'en  faisant  le  changement  de  variable  x  =  u'.,  on 
déduise  de  (i32)  une  équation  difféi'entielle  en  u  et  y  telle  que  le 
cas  réductible  ne  se  présente  pour  aucune  des  intégrales  passant 
par  u  =^o,  y  z=  o.  Il  me  paraît  préférable  de  faire  le  changement 
de  variable  x  =  u'.,  en  choisissant  /•  de  manière  que,  dans  l'équa- 
tion u  et  y,  le  cas  réductible  ne  se  présente  pour  aucune  des  inté- 
grales telles  que  pour  l'intégrale  correspondante  de  l'équation  en  x 
cl  y,  X  :  y  tende  vers  zéro  en  même  temps  que  x  ely.  En  considé- 


] 
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rant  réqualiou  dillerenlielle  en  u  et  y^  le  cas  réductible  ne  se 
présentera  pour  aucune  des  intégrales  telles  ({Me y  '.  u''  croisse  indé- 
finiment, lorsque  >'  et  u  tendent  vers  zéro.  Le  changement  de 
variable  x  =  u''  fait  correspondre  à  la  caractéristique  C,  du  plan 
des  .r,  y,  une  caractéristique  T,  du  plan  des  u^y.  L'équation  (^^a) 
devient 

(i35)  u[\{u,  y)  -H. . .  ]  dy  +  [B(«,  jk)  +..  •  ]  du  =  o, 

en  désignant  par  «A  et  par  B  des  polynômes  homogènes  de  même 
degré,  représentant  les  termes  d'ordre  minimum  des  coefficients 
de  dy  et  de  da.  Si  nous  obtenons  la  relation  entre  les  valeurs  de  Uj 
correspondant  aux  points  d'intersection  de  la  caractéristique  F 
avecy  =:  /  et  avec  une  courbe  j'=  l'  u'\,  V  étant  une  constante,  il 
en  résultera  la  relation  entre  les  valeurs  de  x  correspondant  aux 
points  d'intersection  de  C  avec  les  droites  y  =  /  cty  =  l' x.  Nous 
nous  serons  ainsi  affranchis  de  l'hypothèse  restrictive  que  nou.s 
avions  faite  au  n"  46,  dans  i",  pour  établir  la  relation  entre  les 
valeurs  x  ei  Xt- 

Si  nous  posons  u  =  <r,  l'équation  (i35  )  devient 

(i3G)         t{\(t,  i)-+-B(7,  i)+...]dy^[h{t,  i) -^...]af«  =  o, 

les  termes  non  écrits  étant  nuls  pour  a  =  o.  Par  hypothèse,  le  cas 
réductible  ne  se  présente  pas  pour  les  intégrales  de  (i35)  passant 
par  u  =  o,  y  =  o,  et  tangentes  à  u  =  o.  Nous  savons  donc  (n"  45) 
que  t  =  o,  y  =  o  est  un  point  singulier  élémentaire  de  (i36).  Nous 
raisonnerons  sur  (i>i6)  comme  nous  l'avons  fait  pour  (i33).  Nous 
pourions  trouver  un  nombre  y, i  tel  que  A(<,  i  )  +  B(/,  i)  ne  soit 
pas  nul,  lorsque  f  varie  de  — 7,  ,à  H-r,,,  sauf  peut-être  pour  /  =  o. 
Considérons  dans  le  plan  des  t,  y,  la  caractéristique  F'  correspon- 
dant à  C.  Cette  caractéristique  1'  coupera  j)' =  / en  un  point  de 
paramétre  u  et  t  =  -r\,  en  un  point  de  paramétre  u,,  nous  connaî- 
trons la  forme  de  la  relation  entre  u  et  a,  d'après  la  nature  du 
point  singulier  élémentaire  f  =  o,  y  =  o.  Nous  aurons  donc  la 
foruie  de  la  relation  entre  les  abscisses  n  des  points  d'intersection 
de  F  avec  les  droites  j-  :=  /  et  r, ,  )'  =  u. 

Posons  maintenant  l'^j'i  u,  nous  obtenons  l'équation 

(13-)       m[A(i,7,)-4-...](//,   >j,A(i,7i)-4-  B{i,yi)-h...]du  =  o. 


—   1G6  — 

Si  cette  équation  admet  des  points  .singuliers  situés  sur  a  =  0  et 
d'ordonnée  yi  positive,  désignons  par  Z,  un  nomln-e  positif  infé- 
rieur aux  ordonnées  de  tous  ces  points.  Soit  F,  la  caractéristique 
de  (i>7)  correspondant  à  F.  En  raisonnant  sur  l'équation  (i3-), 
comme  nous  avons  raisonné  sur  l'équation  (i34)  (n°  46,  3"), 
nous  aurons  une  série  de  relations  établissant  une  correspondance 
entre  les  valeurs  de  u  correspondant  aux  points  d  intersection  de  F, 
avec  les  droites  ■f^^y^=z  1  etj  |  =  /|.  îSous  aurons,  par  suite,  une 
série  de  relations  établissant  une  correspondance  entre  les  valeurs 
de  u  correspondant  aux  points  d'intersection  de  F  avec_y=/ 
et  y=:liU.  Si  l'équation  (i3-)  n'admet  pas  de  point  singulier 
d'ordonnée  positive  situé  sur  u  =  o,  nous  posons  Tj/,  =  i  et  nous 
avons  la  relation  entre  les  valeurs  u  et  //,  correspondant  aux  points 
d'intersection  de  F  avec  j^=  /  et  )'=  /,  u. 

Considérons  maintenant  l'équation  (i3'y)  et  raisonnons  sur  elle 
comme  nous  avons  raisonné  sur  (  i35  ),  nous  établirons  la  relation 
entre  les  valeurs  de  u  correspondant  aux  points  d'intersection  de  F, 
avec  v'i  ^=  /,  et  avecyi  =  I2  u-,  le  nombre  Ly  étant  choisi  de  manière  à 
jouer  le  rôle  que  jouait  /,  pour(  iSj).  Nous  avons  ainsi  les  relations 
entre  les  points  d'intersection  successifs  de  F  avec  les  courbes  )==  /, 

y^=/fU^   y^^l.^n'-.  En  continuant   (b-   même,  nous  arriverons 

à  une  série  de  relations  entre  les  points  d'intersection  successifs 
de  F  avec  y  1=  /,  y  =  /,  m,  j)/-  =  /^  «-,  . . . ,  r  =  A _  <  u'~  '.;)'■=  //  W  . 

Si  dans  ces  relations,  nous  remplaçons  u  par./',  nous  aurons, 
[)ar  leur  intermédiaire,  la  correspondance  entre  les  valeurs  de  J", 
abscisses  des  points  d'intersection  de  la  caractéristique  C  de  l'équa- 
tion (iSa)  avec  les  droites  y  =  lely=  l'jo,  en  posant  l,=  t'. 

Passons  en  revue  les  diverses  formes  de  relations  que,  en  appli- 

tpiaut  les  méthodes    du    n"   40,  nous  pouvons   obtenir   entre   les 

valeurs  u  et  //'  correspondant  aux  points  d'intersection  de  F  avec 

deuxTcourbes  consécuti\es   >'=:/,?/,  y^li_^,u.   V^ovons   ce    que 

±  1 

deviennent  ces  relations,  lors([u'on  remplace  11  parr'  et  ^/'par  .r'. 

Si  nous  avons  une  relation 

li  =  aii'[i  -+-  V{n)], 

où  a  et  À  sont  des  constantes  positives  et  V(u)  une  fonction  semi" 
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régulière  et  nulle  pour  u  =  o,  nous  aurons 

li''  —  a'  ui'  [i  -i-  F(m)]'',         x'  =  y.x'[i  -^  o{x)], 

a  étant  une  constante  et  »(./)  une  ioncùoix  semi-régulière  cl  nulle 
pour  ./■  =1  (>. 

Si  nous  avon-s  une  relation 

u' =^  au'' e  ""  [( -t- F(  «)], 

OÙ  a  est  une  constante  positive,  b  une  con>tante,  ii  nn  entier, 
p{u)  un  polynôme  de  degré  inférieur  à  /i,  nous  aurons 

n 

x'^='xx''e        ''      [i-J-ç(^)], 

',t(.r)  étant  comme  I''(m)  senii-réj;;ulière  et  nulle  jwiur  la  xaleurzéro 
de  la  variable. 

Ces  relations  peu\ent  èlre  employées  dans  nos  démonslialions 
de  la  même  façon  que  les  relations  utilisées  précédemment  poul- 
ies lois  de  correspondance.  En  particulier,  subsiste  la  propriété 
établie  au  n"  34  pjur  une  caractéristique  passant  successivement 
dans  le  voisinage  de  deux  points  exceptionnels  traversés  l'un  dans 
le  sen^  wf,  l'autre  dans  le  sens  vu. 

48.     Loi    DE    COHUESl'ONDA.N'CE    DAAS    UN    CAS    PAUÏICULIER.     INoUS 

allons  étudier  la  loi  de  correspondance  pour  une  région  répulsive 
relative  à  un  point  singulier  comj)lexe  dans  les  hypothèses  sui- 
vantes : 

i"  L  équation  admet  x  =  o,  _}-- =  o  comme  point  singulier.  A 
ce  point  aboutissent,  entre  autres  caracléristiques.  a?  =  o  et  un  arc 
de  caractéristique  F  aboutissant  au  point  O  tangent icllement  à  la 
j)artie  positive  de  Ox. 

2°  r  et  la  partie  positive  de  Taxe  ()  r  limitent  un  secteur 
répulsif  R  relatif  au  point  O.  Il  n'v  a  dans  la  région  située  adroite 
de  O  )'  et  au-dessus  de  V  aucune  (•aract('risti(pie  aboutissant  au 
point  O. 

3"  Si  l'on  j)0se  )' =  )'„j;",  en  désignant  par  n  un  entier  positif, 
y„  tend  xcrs  zéro  en  même  temps  que  ./■,  si  l'on  se  déplace  sur  F, 
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en  se  rapprocliunt  indéfiniment  de  O.  De  plus,  Téquation  diffé- 
rentielle en  X  et  y,i  admet  a'  =  o,  J'rt=  o  comme  point  singulier 
élémentaire. 

Nous  écriions  l'écjuation  différentielle  considérée  sous  la  forme 
déjà  employée  (i32)  : 

(i38)  x{V{x,y)-^..  :\  dy  +  [Q  (^,  jk)  ^  •  •  •  J  f/^  =  o. 

Prenons  sur  la  partie  positive  de  O  )'  un  point  Mq  et  sur  F  un 
point  Mg,  tels  que  les  arcs  de  caractéristiques  MoO  et  OM'^  dont 
nous  désignerons  l'ensemble  par  Co  ne  contiennent,  en  dehors 
de  O,  aucun  point  singulier.  Par  M^  faisons  passer  une  droite  S, 
par  exemple  )-=/o.  Par  M'^  faisons  passer  une  droite  S',  par 
exemple  x^=-l'.  Soit  C  une  caractéristique  de(i38)  passant  par 
un  point  M  situé  sur  S  et  d'abscisse  x.  On  montre  facilement,  en 
raisonnant  comme  dans  le  lemme  du  n°  46,  moyennant  certaines 
restrictions  provisoires  sur  la  position  de  Mq  et  M„,  que,  si  a"o  est 
suffisamment  petit,  la  caractéristique  C  suivie  dans  un  sens  conve- 
nable à  partir  de  M  va  couper  j:  =  /'  en  un  point  M',  aussi  voisin 
que  l'on  veut  de  M'^. 

Ce  résultat  s'établit  également  par  le  raisonnement  employé  par 
M.  Bendixson  (p.  2.3).  Soit  r  la  longueur  M^ÎNr  définissant  la 
position  du  point  M'. 

L'expression  rP  (^5  y)  +  Q  (^,  .1)  ne  peut  être  identiquement 
nulle,  car  ,r  ^  o,  y^o  ne  peut  être  un  point  dicritique.  I*armi 
les  droites  réelles  ou  imaginaires  représentées  par  l'équation 
obtenue  en  égalant  cette  expression  à  zéro,  il  peut  y  avoir  un  cer- 
tain nombre  de  droites  à  coefficient  angulaire  positif. 

Soient  «,  6,  c,  ...,  k  ces  coefficients  angulaires  rangés  en 
décroissant.  Désignons  par  OD, ,  OD2,  . . . ,  OD,-,  .  . . ,  OD^  des 
demi-droites  situées  du  côté  des  x  positifs  et  admettant  pour  coef- 
ficients angulaires  les  (juanlités  positives  «j,  ^,,  c,,  ...,  Ai,  l\ 
telles  que  l'on  ait 

o  <  /i  <  Â-  <  A-,  <  . . .  <  6,  <  rt  <  a,. 

Dans  un  secteur  compris  entre  deux  demi-droites  consécutives, 
ODi  et  OD/^,,  il  n'y  a  qu'une  seule  demi-droite  r  =  n\x  dont  le 
coefficient  angulaire  vérifie  la  relation  P(i,  m)H-Q(i,  m):=o. 
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Si  oCq  est  suffisamment  pelit,  le  point  Mo  sera  au-dessus  de  OD, 
et  le  point  M'  sera  au-dessous  de  OD^.  Il  suffit  de  faire  la  figure 
pour  voir  (jue  l'arc  MM'  de  C  rencontrera  toutes  les  droites  OD,. 
Soit  Xi  l'abscisse  du  point  M/  d'intersection  de  C  avec  OD/.  Pour 
trouver  la  relation  entre  les  paramètres  x^  et  v  définissant  la  posi- 
tion des  points  M  et  M',  nous  allons  chercher  : 

1°  La  relation  entre  Xi  et  x/^,  ; 
2"  La  relation  entre  Xq  et  a?,  ; 
3"  La  relation  entre  x^  et  v. 

i"  Relation  entre  Xietxi^i . —  Cherchons,  par  exemple, la  forme 
de  la  relation  entre  Xt  et  ./o.  Posons  y  =  (a-\-  z)x.  D'après  les 
hypothèses  faites,  nous  avons  les  propriétés  suivantes  du  point 
singulier  a?  =  o,  z  :=^  o  de  réqualion  difierentielle  en  a:  et  3,  : 

a.  L'équation  admet  la  cax'actéristique  x  -^  <>; 

b.  L'équation  n'admet  pas  de  caractéristique  située  du  côté 
des  X  positifs  et  aboutissant  à  x  =  o,  ^  =  o. 

Nous  sommes  donc  dans  le  cas  du  n°  46.  Si  nous  désignons 
par  C  la  caractéristique  de  l'équation  en  x  el  z  corresj)ondantà  C. 
les  valeurs  a:,  et  .rj  sont  les  abscisses  des  points  d'intersection 
de  C  avec  les  deux  droites  j  =  «,  —  a  et  s  ■j=  6|  —  a.  L'arc  de 
caractéristique  a:  =  o  compris  entre  ces  deux  droites  ne  contient 
pas  d'autre  point  singulier  que  a?  =  o,  5  =  0.  Nous  connaissons 
donc,  d'après  le  n"  17,  la  forme  de  la  relation  entre  a;,  et  Xj,  et 
[)lus  généralement  entre  Xi  et  a'/_,.i. 

2"  lielation  entre  Xq  e^.r,. —  Posons  ./■  =  /)',  nous  obtenons  une 
équation  déjà  obtenue  (i33)  : 

(i3<,)       /[B(M)M-Q(M)-+-...l«y+7[Q(^i)-^...K<  =  o. 

Considérons  d'abord  le  cas  où  )'  =  o,  t  ^=  o  est  un  point  >in- 
gulier  élémentaire. 

Soit  C"  la  caractéristique  de  (i39)  qui  dans  le  plan  des  /,  )■ 
correspond  à  la  caractéristique  C  de  (i38).  Les  valeurs  a?o  etari, 
abscisses  des  points  d'intersection  de  C  avec  >^  =  la  et  y  =  ai  x, 
déterminent  la  position  des  points  d'intersection  correspondants 
(le  ÇJ'  avec   r  = /q  etai/  =  i.  L'équation  (139)  admet  les  deux 
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caractéristiques  t  =^  o  et  y  -=■  <>.  L'ensemble  des  portions  de  ces 
deux  arcs  de  caractéristiques  compris  entre  )'  =  /„  et  a<  ^  =  i  ne 
contient  que  le  seul  point  singulier  )-  =  o,  /  =  o  qui  est  un  point 
élémentaire.  Nous  connaissons  donc  la  forme  de  la  relation  entre 

^  ()   c  L  OC  \  • 

Pour  nous  affranchir  de  l'hypothèse  faite  en  supposant  que  ^  =  0, 
y  =  o  est  un  point  singulier  élémentaire  de  (i3()),  nous  n'avons 
qu'à  raisonner  comme  au  n°  17. 

3°  Relation  entre  x,/  et  v.  —  Posons  )' ='>'i'i"-  Nous  obtenons 
léquation 

(140)     a- 1  P  (  I ,  jKi  )  +  .  .  .  1  dfi  +  [jr,  I'  (1 ,  j-,  )  -1-  <M  I ,  J»'i  )  -^  •  •  •]  dr  =  o, 

admettant  le  point  singulier  x  =  o,  )',  =  o.  Par  ce  point  passent 
la  caractéristique  x  =  o  et  un  arc  de  caraclérisliqud  F,  corres- 
pondant à  l'arc  r  de  caractéristique  de  (i34).  La  région  située  à 
droite  de  a;  =  <>  et  au-dessus  de  T,  est  une  région  répulsive.  A  la 
caractéristique  C  de  (i38)  correspond  une  caractéristique  C, 
de  (i/jo)-  tl  coupe  la  droite  r=  l\X  en  un  point  My  d'abscisse  x^ 
et  la  droite  x  ^=  V  au  point  M'  défini  par  M'qMo=  «".  Ces  para- 
mètres déterminent  la  position  des  points  d'intersection  de  C| 
avec  les  droites  }^,  =:  /|  et  r  =  V  du  plan  des  xy\.  Nous  aurons 
immédiatement  la  relation  entre  v  et  Xq,  si  a;  =  o,  yi  =  o  est  un 
point  singulier  élémentaire  de  (  i  jo).  En  eflet,  sur  l'ensemble  des 
arcs  des  caractéristiques  formés  :  i"  par  le  segment  de  .r  =  o  com- 
pris entre  y,  =:  /|  et  r  =  <»,  2"  par  l'are  de  Fi  compris  entre  j?  =  o 
et  X  =  /',  il  n'y  a  pas  d'autre  point  singulier  que  x  =  o,  l'i  =^  o. 

Supposons  maintenant  que  x  =  o,  ))  =  o  ne  soit  pas  un  point 
singulier  élémentaire.  Inéquation  (i4<0  .jouit  de  toul(*s  les  pro- 
priétés énoncées  au  début  de  ce  n"  47  en  renqilaçant  dans  leur 
énoncé  F  par  F( ,  )'  parj»^,  et  x"  par  ^"~'.  Nous  pou\ons  donc  rai- 
sonner sur  l'équation  ('4")  comme  nous  avons  raisonné  sur 
l'équation  (  1 38).  Désignons  par  /o  un  nombre  (jui  jouera  pour 
(i4(')  le  l'ôle  joué  {)ar  /,  ])our  (i38).  Nous  aurons  la  forme  de  la 
relation  entre  les  x  des  points  d'intersection  de  C,  avec  les  droites 
y^  =  l^  et  7,  =  /...r.  En  continuant  de  même,  posant  yq-\  =  xy^ 
et  désignant  par  C^  la  caractéristique,  qui,  dans  le  |)lan  des  xy^^ 
correspond  à  C,  nous  aurons  la  forme  de  la  relation  entre  les  .r 
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des  points  d'intersecliou  de  C^avec  les  droites  j'^  =  /y  et  )-^=  In+^x. 
Celte  suite  d'opérations  revient  à  trouver  les  relations  de  corres- 
pondance des  points  d'intersection  de  C  avec  les  courbes  succes- 
sives y^^lqX'i  du  plan  des  xy(q=^(),  i,  2,  ...).  Lorsque  nous 
serons  arrivés  à  1  équation  en  xetj'„,  celte  équation  admctlra,  par 
hvpolliése,  .37  :=:  o,  )'„  =  o  comuie  point  singulier  élémentaire  et 
nous  fournira  par  conséquent  la  relation  entre  l'abscisse  du  point 
d'interàeclion  de  (]  avec  la  courbe  }-  =  l„x"  et  le  paramètre  v 
définissant  la  position  du  point  d'inlei'seetion  de  C  avec  x  ^=  l. 

Co/iclusi'o/i .  —  La  correspondance  entre  les  valeurs  ./o  et  r,, 
définissant  les  points  d'intersection  de  C  a\ec  les  deux  courbes  S 
et  S'  que  nous  avons  considérées,  résulte  des  diverses  relations 
que  nous  a\ons  établies  dans  i**,  2"  et  3".  Ces  relations  sont  de  la 
loruie  de  celles  que  l'on  rencontre  en  considérant  une  caractéris- 
tique passant  dans  le  voisinage  de  points  singuliers  élémentaires. 
Nous  en  concluons  que  le  passage  d'une  caractéristique  dans 
le  voisinage  du  point  singulier  considéré  équivaut,  en  ce  qui 
concerne  la  loi  de  correspondance^  au  passage  d'une  caracté- 
jislique  successivement  dans  te  voisinage  de  plusieurs  points 
singuliers  élémentaires. 

Bemarque.  —  Nous  avons  obtenu  la  forme  de  la  loi  de  corres- 
pondance entre  les  points  d'intersection  de  C  avec  les  droites 
y  z=;  /„  et  X  =  /'.  La  forme  de  cette  loi  serait  absolument  la  mémo, 
si  l'on  remplaçait  la  droite  ^)' =  /o  P^i"  l'^e  courbe  S,  repiésentée 
par)-=c(.r)  coupant  .z' =  »»  en  un  point  tel  que  sur  la  portion 
*\e  X --=  o  comprise  entre  S  et  y  =  Iq  il  n'y  ait  aucun  point  sin- 
gulier de  (i38j.  Nous  supposons  '-s  (x)  holomorplie  pour  ,r  =  o. 
En  effet,  entre  les  abscisses  x,,  et  x'^  des  points  dintersection  de  C 
avec  )' =  /o  et  S,  il  y  a  une  relation  liolomorplie 

x'q  —  a.r„  [i  -H  //(a'-o  i], 

a  désignant  une  constante  et  A  ('^o)  "i^<'  fraction  bolouiorplie  et 
nulle  pour  x  =^  o. 

i9.  Loi  de  (.()Kuksi'o.m)A.\ce  pour  u.>e  hkcion  iu:ri  i.si vie  uki.ativk 
A  u.\  l'oiNT  si>GUiJKU  QUELCONQUE.  —  Soicut  C,  et  C^  dcux  arcs  lie 


caracléristique  aboutissant  a  un  point  singulier  O  et  limitant  un 
secteur  répulsif  relatif  à  ce  point  O. 

Soient  0T(  et  OT2  les  demi -droites  tangentes  en  O  à  C,  et  C2. 
S'il  existe  un  segment  OD,  tel  que  OD  soit  tout  entier  dans  le 
secteur  répulsif  considéré,  nous  appellerons  angle  de  ce  secteur 
le  plus  petit  angle  dont  il  faut  faire  tourner  OT,  pour  l'amener  à 
coïncider  avec  OTo,  après  avoir  coïncidé  avec  OD.  Cet  angle  peut 
être  égal  à  2  7ï,  si  OT,  et  OTo  coïncident. 

S'il  n'existe  aucun  segment  OD  répondant  à  la  condition  indi- 
quée, V angle  du  secteur  sera  dit  égal  à  zéro.  Il  en  est  ainsi, 
lorsque  la  région  répulsive  est  comprise  entre  deux  arcs  de  cai'ac- 
téristique  formant  un  point  de  rebroussemenl. 

Si  l'angle  du  secteur  répulsif  est  inférieur  à  tï,  on  peut  toujours 
supposer,  au  moyen  d'un  changement  de  l'axe  O  )',  que  cet  angle 
ne  contient  à  son  intérieur  aucun  point  de  O  )■  et  que  ni  OT,,  ni 
OT2  ne  coïncident  avec  Oj^.  Nous  pouvons  également  supposer 
que  ce  secteur  est  situé  dans  la  région  des  x  positifs.  Si  l'angle  du 
secteur  est  supérieur  à  tt  nous  pourrons  toujours  su[)poser  que  les 
deux  demi-tangentes  OTj  et  OT2  sont  situées  dans  la  région  des  a? 
positifs. 

Considérons  une  droite  x  =  l  coupant  (\  et  Cj  en  Mj  et  Ma- 

Nous  supposons  que,  sur  les  arcs  OM,  et  OM2  de  C,  et  de  Co, 
il  n'existe  aucun  point  singulier  autre  que  O.  Une  caractéristique  C 
suffisamment  voisine  de  C|  et  de  Co  rencontre  x  =^  l  en  des 
points  N,  et  No  respectivement  voisins  de  M,  et  M2. 

Nous  voulons  trouver  la  loi  de  correspondance  entre  N,  et  No, 
c'est-à-dire  la  forme  de  la  relation  des  distances  M,N,:=t'i 
et  M2N2=  ('2- 

Écrivons  l'équation  difTérenlielle,  admettant  le  point  singulier 
a?  =  o,  y  =  o,  sous  la  forme 

(141)  [A(:r,j'H-...]û(r-+-[l}(.r,  j)-+-...]t/.r  =  o, 

A  et  B  désignant  deux  |)()ljnomes  homogènes  de  degré  /i,  repré- 
sentant les  termes  de   moindre  degré  des  coefficients  de  dy   et 

de  dx.  Soit 

R  (t,  y)  =  jkA  (j7,  y)  -t-  xW  {.r.  y). 

Laissons,   pour  le   moment,   de  côté  le  cas  où  R(jr,j)')  étant 
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identiquemenl  nul,  le  point  j;  =  o,  ^-  =  o  est  un  point  dicritique. 
Pour  trouver  la  loi  de  correspondance  nous  allons  considérer 
difiérents  cas  : 

1°  V  angle  du  secteur  répulsif  est  inférieur  à-  et  supérieur 
à  O.  —  Considérons  toutes  les  demi-droites  vérifiant  l'équation 
homogène  R(a:,  j)  =  o  et  situées  à  l'intérieur  de  l'angle  du  secteur 
répulsif.  Soient  OT,'  ces  demi-droites  que  nous  numérotons  dans 
l'ordre  où  nous  les  rencontrons,  en  partant  de  OT,  et  décrivant 
l'angle  du  secteur  répulsif.  L'indice  /  prendra  les  valeurs  i,  2,  ..., 
7—1.  A  l'intérieur  de  chacun  des  angles  T,OT',,  T'-OT;.^,, 
T^  j  OTo  intercalons  une  demi-droite.  Soient  OD/  c(;s  demi-droites 
C[ue  nous  numérotons  de  la  même  façon  (|ue  les  droites  OT^ . 
Désignons  par  a/  le  coefficient  angulaire  de  OD,-.  L'indice  i  prendra 
les  valeurs  i  ^  a,  ....  q. 

Un  raisonnement  analogue  à  celui  fait  pour  le  lemme  du  n"  40 
montrera  que  si  une  caractéristique  C  passant  dans  la  région 
réf)ulsive  considérée  rencontre  x  =^  l  en  un  point  N,  suffisamment 
voisin  de  M,,  elle  rencontrera  chacune  des  droites  OD,  en  un 
point  Q/.  La  position  de  ce  point  sera  déterminée  par  un  abs- 
cisse Xi. 

Pour  établir  les  relations  de  correspondance  entre  ces  (piau- 
tités  ./•,,  posons  )- ^  zx.  L'équation  (i40  devient 

(l4'>.)  ^fA(l,z)+...]f/s  +  [R(i,  z)-^...Jr/.r  =  0, 

les  termes  non  écrits  étant  nuls  pour  :r  ==:  o  ;  à  (1  correspond, 
dans  le  plan  des  zx^  une  caractéristique  (];  à  une  droite  ODj 
correspond  une  droite  z  =^  a/.  Au  secteur  compris  entre  deux 
demi-droites  OD,-  et  OD/^,  correspond,  dans  la  région  des  x 
positifs,  la  portion  du  plan  des  zx  comprise  entre  z  :=  cf.i  et 
:;  =  a/_^,.  L'équation  (142)  admet  la  caractéristique  x  -.^  o.  11  n'y 
a  sur  X  =■  o  entre  les  droites  z  =  a/  et  ;;  =  a/^,  qu'un  seul  point 
singulier.  Aucune  caractéristique  située  du  côté  des  x  positifs 
n'aboutit  à  ce  point  singulier.  Nous  sommes  donc  dans  le  cas 
étudié  au  n"  46.  Nous  sa\ons  trouver  la  forme  de  la  relation  (|ui 
existe  entre  les  abscisses  X{  et  x,_^.,  des  points  d'intersection  de  C 
avec  z  =  a;  et  z  =  a/^,.  Le  lemme  du  i\"  i6  montre  que  si  l'un 
de  ces  points  d'intersection  existe,  il  en  est  de  même  de  l'autre. 
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Pour  oblenir  la  loi  de  correspondance  relative  à  la  région  M,  MO2 
il  suffît  de  trouver  la  loi  de  correspondance  entre  les  points  N, 
et  Qi  où  C  rencontre  x  =  /  et  OD,,  puisque  la  loi  de  correspon- 
dance entre  N2  et  Qy  intersections  de  C  avec  x  =  /  et  OD^  s'ob- 
tiendra de  la  même  manière.  Employons  encore  le  changement  de 
variable,  y  =  zx.  A  la  séparatrice  C,  correspond,  dans  le  plan 
des  'zx^  une  séparatrice  C,  coupantx  =  /  au  point  M',  et  cou- 
pant ic  =:  o  en  un  point  A, ,  doutiez  est  égal  au  coefficient  angulaire 
de  OT,  ;  à  ODj  correspond  5  =  7.,.  La  caractéristique  C  corres- 
pondant à  C  coupe  X  ^=  l  el  z  =  y.^  en  des  points  ]\',  et  Q',  corres- 
pondant à  N|  et  Q|.  Si  Aj,  qui  est  un  point  singulier  de  l'équa- 
tion (142)  ^st  un  point  élémentaire,  comme  c'est  en  général  le  cas, 
nous  aurons  la  forme  de  la  relation  entre  .r,  alîscisse  de  Q,  et  la 
longueur  c,  =  M,  N'j  =  M,  N, .  ^ous  aurons  la  loi  de  correspon- 
dance entre  Qi  etN|. 

Si  A)  n'est  pas  un  point  élémentaire  nous  supposerons,  pour 
commencer,  que,  dans  la  recherche  de  la  séparatrice  C|,  on  est 
dans  le  cas  normal  (n°  Ai)  et  nous  ferons  un  changement  de 
variable  pour  être  ramenés  au  cas  considéré  au  n°  48. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  (n"  il)  nous  savons  cpi'il  existe 
un  entier  //?  et  un  polynôme  g' {-r)  de  degré  au  plus  égal  à  /;/,  tel 
que  si  l'on  fait  le  chaiigement  de  variable 

les  conditions  suivantes  soient  véridées  : 

a.  Vm  et  3C  tendent  .«>lniullauémcnt  vers  zéro,  lorsqu'on  se 
déplace  sur  C\  en  se  rapprochant  indéfiniment  de  A|  ; 

b.  L'équation  en  x  et  )„;  admet  r  ^=  o,  _)0// =  o  comme  point 
singulier  élémentaire. 

Il  résulte  de  là  que,  si  Ton  pose 

on  obtient  une  équation  dinérentielle  en  x  et  }o  admettant  ^  =  0, 
)  0  =  C)  comnu*  point  singulier,  tel  que  les  trois  hypothèses  faites 
au  début  du  n"  48  soient  v(''riliées.  Nous  aurons  donc,  en  utilisant 
également  la  remarque  (bi  n"  48,  la  forme  de  la  relation  entre  i> 
et  .r,. 
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La  loi  de  correspondance  entre  N,  et  No  résultera  des  diverses 
relations  que  nous  venons  d'établir. 

Examinons  mainlenant  les  divers  cas  (jue  nous  avons  laissés  de 
côté  : 

2°  L'angle  du  secteur  répulsij  étant  encore  compris  entre  O 
et  -,  supposons  que  le  point  A,,  considère  dans  i",  ne  soit  pas 
un  point  élémentaire  et  que  Von  ne  soit  pas  dans  le  cas  normal 
dans  la  recherche  de  la  séparatrice  i^^.  —  Puisque  C|  est  une 
séparatrice  différente  de  x  =  o,  nous  saxons  (n°  44)  que  si  le  cas 
normal  ne  se  présente  pas  dans  la  recherche  de  C|,  nous  serons 
dans  le  cas  rédui'tible.  Il  existe  un  entier /' tel  qu'en  posant  j::'  =  a'", 
on  soit  dans  le  cas  normal,  lorsqu'on  recherche  la  caractéristique  F, 
du  plan  des  uy  correspondant  à  C,. 

A  C  correspond  dans  le   plan    des   uy  une  caractéristique  "  F. 

Nous  savons  ol)tenir  (n°  49,   i",  et  n"  47)  la  relation  entre  le  para- 

1 
mélre   v,    définissant  l'intersection  de  Y   avec   u=  l ''  et  le  para- 
mèlre  u  définissant  l'intersection  de  T  a\ec  y=  y.\X.  En  rempla- 

çant,  dans  la  relation  obtenue,  u  par  ,r  '  ,  nous  aurons  la  loi  de 
correspondance  entre  Q,  et  N.. 

3"  L'angle  du  secteur  répulsif  est  nul.  —  Les  deux  demi- 
tangentes  OT,  et  OTo  sont  confondues  et  situées'  dans  la  région 
des  X  positifs,  comme  la  région  répulsive  considérée. 

Nous  savons  (n"  43)  qu'on  peut  séparer  les  deux  caractéris- 
tiques Cl  et  Co  iui  moyen  d'un  changemeni  de  \iuiable 

(pii  fera  correspondre  à  C  une.  caractérislicpie  V  et  à  C|  et  C-j  des 
séparatrices  F,  et  F.j,  limitant,  dans  le  |)lan  des  variables  x  et  r-j, 
une  région  répulsive  relative  au  point  singulier  x  =  o,  .)'2=  o-  En 
raisonnant  comme  nous  venons  de  le  faire  dans  i"  et  2°,  nous  éta- 
blirons la  loi  de  correspondance  entre  les  points  d'intersection  v, 
et  V2  de  r  avec  x  ^=  l.  Nous  aurons  ainsi  la  relation  entre  les  para- 
métres t',  et  v-2  égaux  respectivement  aux  longueurs  iM,N) 
et  M.N,. 

4"  L'angle  du  secteur  répulsif  est  supérieur  à  ~.  —  I^cs  deux 
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demi-droites  OT,  et  OT2  peuvent  coïncider  et  l'angle  du  secteur 
être  égal  à  2-,  sans  que  cela  modifie  les  raisonnements.  Nous 
adjoignons  aux  demi-droites  vérifiant  l'équation  R(;r,  j)')  =  o  et 
situées  dans  l'angle  du  secteur  les  deux  demi-droites  limitées  par 
le  point  O  et  portées  par  Oy.  Nous  intercalons,  comme  dans  i", 
entre  ces  diverses  demi-droites,  auxquelles  on  adjoint  OT,  et 
OTo,  des  demi-droites  OD/.  Nous  conservons  toutes  les  notations 
employées  dans  1°.  Pour  avoir  la  loi  de  correspondance  entre  N, 
et  N2,  il  suffit  d'utiliser  ce  que  nous  avons  dit  dans  1°  et  de  le  com- 
pléter en  montrant  comment  on  obtiendra  la  loi  de  correspondance 
entre  les  points  d'intersection  de  C  avec  deux  demi-droites  OD, 
et  ODy_^,  limitant  un  secteur  contenant  une  portion  de  Or. 
Soient  X  —  a.}-  =  o  et  j? -f- [j)' =  o  les  équations  de  OD^  et 
OD.Ç+,,  a  et  [i  étant  positifs.  Posons  x^^ty.  Nous  obtiendrons 
une  équation  différentielle  en  /  et  y,  admettant  la  caractéris- 
tique y  =  o 

(143)  [R(^  i)  +  ...]dy-i-y[B{t,  i)  ^  .  . .]  do:  =  o- 

Si  l'on  a  R  (o,  1)  y£  o,  cette  équation  (i43)  n'admet  aucun  point 
singulier  situé  sur  j'  =  o  entre  ^  =  a  et  ^  4-  jj  =  o  correspondant 
à  ODy  et  à  OD^.,.1  ;  à  G  correspond,  dans  le  plan  des  yf,  une 
caractéristique  G  coupant  i  —  a  =  o  et  / -|- p  =  o  en  des  points 
Q,s  6t  Q'^+i  correspondant  à  Q^  et  Qs+i-  Nous  avons  donc  une 
correspondance  holomorphc  entre  les  coordonnées  ys  et  ys+\ 
de  Qs  et  Qs+{,  En  posant  p/=  OQ,  nous  aurons  donc  une  relation 
holomorplie  p,.,.|  =  r/p^  [  1  +  A  (p,  j  J  entre  p«  et  p.ç+|.  Si  Ion  a 
R  (o,  i)  =  o,  le  j)oint  t  =  o,  y  :=  o  est  un  point  singulier  de  (i4>^)' 
A  ce  point  n'aboutit,  en  dehors  dey  =  o,  aucune  caractéristique. 
Nous  sommes  donc  dans  un  cas  identique  à  celui  considéré  (n"  40). 
Nous  savons  trouver  la  loi  de  correspondance  entre  p^  et  p^+i- 

En  employant  les  paramètres  p/  au  lieu  des  pai-amètres  xi  consi- 
dérés dans  1"  pour  exprimer  la  loi  de  correspondance  entre  Q, 
et  Q/+4,  nous  évitons  d'introduire  des  paramètres  négatifs. 

50.  Loi  df.  cokuespoadaivck  poi  h  une  rkoiov  rt^pulsive  relative 
A  UN  poi\T  oicuiTiQUK.  —  Nous  avous  VU  (  n"  37,  remarque),  dans 
quel  cas  il  y  a  une  région  répulsixe  relatixe  à  un  point  dicritiquc. 
Si  nous  considérons  une  direction  remarquable^ y  -\-ax,  relalixe 
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ail  [)()inl  (licriliqiie  x  =  o^  j)- =  o,  cl  si  nous  posons  y  =  ^37, 
l'équation  dilléicnlielle  en  z  et  .r  admet  le  point  A  (x  =  o,  ^  =  a) 
comme  point  ordinaire,  l^ar  ce  point  j)asse  une  caractéristique  \\ 
tangente  à  x^  en  A  et  ne  traversant  pas  .r  =  o  en  ce  point,  f.es 
caractéristiques  F  voisines  de  Fq  et  situées  dans  celles  des  réj^ions 
limitées  j)ar  Fy,  qui  ne  contient  pas  de  points  de  x  =  o  voisins 
de  A,  ne  couperont  pas  Oa?,  dans  le  voisinage  de  A;  à  F„  corres- 
pond une  caractéristiques  C»  de  l'équation  en  x  elj)'.  Les  deux 
branches  de  Cq  aboutissant  à  a:  =  o,  ^  =  o  forment  un  point  de 
rebroussement.  Aux  caractéristiques  F  correspondent  des  caracté- 
ristiques C,  comprises  entre  les  deux  branches  de  C„  formant  un 
rebroussement.  Ces  caractéristiques  C  \olslnes  de  Cq  n'aboutissent 
pas  au  point  O.  La  région  comprise  entre  les  deux  branches  de  C,, 
est  une  région  répulsive. 

Considérons  la  droite  x  =  l^  cou  pu  ni  les  deux  branches  de  C,, 
en  des  points  M,  et  AL,  tels  tjue  sur  Farc  INI,  OMo  de  Cq  il  n'y  ait, 
m  dehors  de  O,  aucun  point  singulier.  Une  caractéristique  C 
coupe  x=  l  aux  points  N,  et  N.,.  1Nous  aurons  la  loi  de  corres- 
pondance entre  N,  et  N^  en  considérant,  (hnis  le  plan  des  sx,  les 
[)olnts  correspondants  JN'j  et  N'^,  qui  sont  à  l'intersection  de  F 
avec  X  =  l.  Cette  droite  x  ^=  l  coupe  F„  en  des  points  M',  et  M'^, 
tels  que  l'arc  M'jAM'j  ne  contienne  aucun  |)oint  singulier.  Nous 
aurons  donc  une  relation  holom()r|)he  entre  les  paramétres 
i',  =  Ar,  A'j  et  f2=M2JN2.  Il  y  a  donc  une  correspondance 
holomorphe  entre  les  longueurs  M,  N,  et  MoiSo  proportionnelles 
à  f ,  et  ('2. 

51.  Cakactéristiquks  voisines  r)'u-\  cvclk  passa.nt  par  des  poims 
siNouLiEus  complexes.  —  En  résumé,  étant  donnée  une  région 
répulsive  limitée  [)ar  deux  séparatrices  C,  et  Co  aboutissant  à  un 
point  singulier  complexe  et  par  une  droite  x  =  /,  coupant  C(  ctCa 
en  M,  et  M^,  nous  avons  cousid(''rc  une  caractéristujue  C  coupant 
a;  =:  /  e-n  des  points  N,  et  N^.  En  posant  ^1  =  M|  iN|,  ^2=  ^Lî^a, 
nous  axons  établi  la  forme  (h'  la  relation  ou  des  relations  liant 
Zi  à  Z2-  Dans  le  cas  le  plus  général,  nous  a\ons  été  amenés  à  con- 
suh^rer,  au  moven  d'une  série  de  changements  de  variables,  les 
points  d  iiil(;rseclion  (h-  C  avec  une  série  <h;  courbes  S/,  passant 
par  le  point  singulier  et   Inlérieiiies   à    hi    région   répulsive.    Nous 

Ll.  12 
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aurons  oblcnu  les  relations  Kanl  les  poinls  d'inlersection  de  C 
avec  deux  courbes  consécutives  S/.  Certaines  de  ces  relations  sont 
holoniorphes.  Les  autres  relations,  obtenues  en  considérant  des 
équations  différentielles  auxiliaires,  dans  le  voisinage  d'un  point 
singulier  élémentaire,  ont  une  forme  qui  dépend  de  la  nature  de 
ce  point  singulier  :  col  ou  point  exceptionnel. 

On  voit  donc  que,  dans  le  cas  le  plus  général,  le  passage  d'une 
caractéristique  Cj  dans  le  voisinage  d'un  point  singulier  complexe 
est  équivalent,  en  ce  qui  concerne  la  loi  de  correspondance,  au 
passage  de  C  dans  le  voisinage  de  plusieurs  poinls  élémentaires 
successifs. 

Si  ces  points  élémentaires  sont  tous  des  cols,  la  relation  entre 
2,  et  ^:>  peut  être  résolue  soit  par  rapport  à  z^^  soit  par  rapport 
à  îo.  On  a,  par  exemple, 

z.2=  az[  [i-+-F(si)], 

a  et  V  étant  des  constantes  positives  et  F  (s,  )  une  fonction  semi- 
régulière  et  nulle  pour  z^^=  o.  On  peut,  si  l'on  ne  considère  que 
le  terme  principal  az\  du  second  membre,  dire  que  le  passage 
de  G  dans  le  voisinage  du  point  singulier  complexe  est  équivalent 
au  passage  dans  le  voisinage  d'un  col  unique. 

Des  simplilications  notables  interviennent  dans  la  détermination 
de  l'exposant  v  (')  et  de  la  forme  de  la  fonction  F. 

Si  parmi  les  j)oints  élémentaires,  qui  se  présentent  dans  l'appli- 
cation de  la  méthode  précédente,  on  rencontre  des  points  excep- 
tionnels, des  simplifications  pourront  encore  se  présenter.  Par 
exemple,  il  en  sera  ainsi  (n°  34),  si  l'on  traverse  deux  poinls 
exceptionnels  consécutifs  l'un  dans  le  sens  wt',  l'autre  dans  le 
sens  vu.  Nous  devons  remarquer  cependant  que  les  résultats  éta- 
blis ne  permettent  pas  d'affirmer  que  la  relation  entre  Z\  et  z^  peut 
être  résolue  par  rapport  à  :;,  ou  par  rapport  à  z.,.  La  relation  entre 
Z\  et  ^2  résulte  de  relations  liant  ;,  à  z-,  par  rintermédiairc  d'autres 


(')  On  peut,  niunlrcr  que  l'exposant  v  est  égal  au  qiinlionl  des  exposants  rrla- 
tifs  aux  séparatrices  C,  et  C,.  Ces  exposants  {voir  le  Mémoire  c|ue  jai  put>tié 
Annales  de  l'Université  de  Grenoble,  t.  XVII,  i()o5)  sont  donnés  immédiatement 
par  les  équations  à  point  singulier  élémentaire  fournissant  respectivement  les 
séparatrices  C,  et  Cj. 
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paramètres  définissant  l'intersection  de  C  a^ec  les  courbes  inter- 
médiaires S,. 

Nous  concluons  de  tout  ce  qui  précède,  par  les  raisonnements 
du  n"  35,  que  les  résultats  obtenus  pour  un  cycia  singulier  Co,  ne 
passant  que  par  des  points  élémentaires,  s'étendent  aux  cycles  sin- 
guliers passant  par  des  points  singuliers  quelconques. 

Il  existe,  dans  la  région  lin} i fée  par  le  cycle  Co,  el  dans 
laquelle  nous  trouions  considérer  les  caractéristiques  voisines 
de  Cfl,  une  région  annulaire  R  adjacente  à  C„,  telle  que  l'on 
soit  toujours  dans  l'un  des  deux  cas  suivants  : 

i"  Aucune  caractéristique  passant  dans  R  n^est  un  cycle; 
2"   Toutes    les    caractéristiques  passant    dans    R    sont   des 
cycles. 

QUAÏRIÈME  PAKilK. 

COMPLÉMENTS    ET    CONCLUSIONS. 

52.  GAnACTÉniSTIQUES  VOISINES  d'uN  POINT  SINGULIER  AUQUEL 
AUCUNE  CARACTÉRISTIQUE   n'abOUTIT   AVEC    UNE   TANGENTE   DÉTERMINÉE. 

—  Nous  allons  montrer  que  tout  se  passe  comme  si  ce  point  singu- 
lier O  était  un  cycle  singulier  réduit  à  un  point.  Si  Ton  considère 
les  caractéristiques  voisines  de  ce  point  O,  ou  bien  toutes  les 
caractéristiques  sont  des  cycles  entourant  O,  ou  bien  ce  sont 
toutes  des  spirales  qui,  suivies  dans  un  sens  convenable,  se  rap- 
prochent indéfiniment  de  O. 

Pour  démontrer  ces  résultats  prenons  le  point  singulier  pour 
origine  et  l'équation  difFérenlielle  sous  la  forme  déjà  consi- 
dérée (i4  ') 

(i44)  [A(.r,  r)  +  •  •  -1  dy  -+-  [B(.r,  y)  ^ .  .  .]  dx  =  ... 

L'expression 

R<'^,  y)  =JkA(j:,  j)  -+-  r  B(./;.  y) 

peut,  comme  au  n°49,  admettre  des  fadeurs  linéaiies  réels  ax-^-by^ 
mais  il  n'y  a  aucune  caractéristique  passant  pai-  ()  et  langente  en 
ce  point  à  ax  +  by  =  o. 

Considérons,  comme  au  n"   it),  les  diverses  demi-droites  véri- 
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fiant  ré(|iiali(>ii  R(^-,  j')  =  (i,  en  y  adjoignant  les  <leu\  dcini- 
droltes  liniilées  par  O,  sur  x  =  o.  Soient  OT/  ces  demi-droites, 
numérotées  en  partant  de  l'une  quelconque  d'entre  elles,  et  tour- 
nant dans  le  sens  direct.  L'indice  i  prendra  les  valeurs  i,  2,  ..., 
r — I .  Intercalons  entre  deux  demi-droites  consécutives  OTj  des 
demi-droites  CD,,  OD^.,  ...,  0D,._,,  OD,.;  la  demi-droite  OD2 
étant  identique  à  OD,.  Si  nous  posons  j^  =  sa?  et  si  nous  considé- 
rons l'équation  {\'\'i),  ainsi  que  la  caractéristique  F  de  cette  équa- 
tion correspondant  à  une  caractéristique  C  de  l'équation  (i44)i  le 
raisonnement  du  lemmc  du  n"  iO  montre  que,  si  C  rencontre  la 
droite  OD,  en  un  point  M/,  suffisamment  voisin  de  O,  la  caracté- 
ristique C  rencontrera  OD/^.,  en  un  point  M/^,,  aussi  voisin  que 
l'on  voudra  de  O.  Une  caractéristique  C  coupant  OD,  en  M, 
viendra  recouper  OD,  confondu  avec  OD,  en  un  point  M^.  Les 
caractéristiques  voisines  de  O  seront  des  cycles  si  M,- est  confondu 
avec  M,  et  des  spirales  si  M,  et  Mo  sont  distincts. 

Pour  préciser  la  circonstance  qui  se  présente,  remarquons  que 
les  raisonnements  du  n"  49,  en  particulier  ceux  de  4°;  nous  ont 
donné  la  forme  de  la  relation  entre  p/  et  p,.,.!  en  posant  p/  =  OM,. 
D'après  ce  que  nous  avons  vu,  il  y  aura  entre  C)  et  p,-,  déterminant 
la  position  de  deux  points  d'intersection  consécutifs  M,  et  M,deC 
avec  OD,,  une  relation  absolument  de  même  nature  que  celle  qui 
se  présente  entre  les  val(;urs  du  paramètre  définissant  la  position 
de  deux  points  d'intersection  consécutifs  d'une  courbe  S  avec  une 
caractéristique  G  voisine  d'un  cycle  singulier  Gq.  La  conclusion 
obtenue  au  n°51  s'applique  ici.  fin  général^  les  caractéristiques  G 
voisines  de  O  sont  des  spirales  qui^  suivies  dans  un  sens  con- 
venable^ se  rapprochent  indéfiniment  deO.  Si  certaines  condi- 
tions^ les  unes  algébriques,  les  autres  transcendantes^  sont 
vérifiées^  toutes  les  caractéristiques  voisines  de  O  sont  des 
cycles  entourant  O.  Etant  donné  un  cercle  de  centre  O  et  de 
rayon  aussi  petit  que  Ton  veut,  on  peut  trouver  une  infinité  de 
cycles  intérieurs  à  ce  cercle.  Dans  le  premier  cas,  le  point  O  est 
un  foyer.  Dans  le  second  cas,  O  est  un  centre. 

53.  Points  \  l'ijnfim.  —  Hieu  que  les  expressions  «  cycles  »  et 
«  courbes  fermées  »  semblent  exclure  l'élude  des  caractéristiques 
ayant  des  branches  infinies,  il  y  a  lieu  d'étendre  les  considérations 


i 
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des  Chapitres  précédents  aux  caractéristiques  qui  ont  des  points 
à  l'infini.  En  effet,  on  peut,  par  une  transformation  honiogra- 
phique,  faire  correspondre  à  ces  caractéristiques  des  courbes 
n'ayant  pas  de  point  à  l'infini.  L'étude  des  caractéristiques  ayant 
des  points  à  l'infini  n'est  donc  pas  distincte  des  caractéristiques 
qui  restent  à  dislance  finie.  Ce  n'est  point  du  reste  en  Nue  d'une 
simple  généralisation  que  nous  considérons  les  points  à  l'infini. 
Pour  montrer  que  le  nombre  des  cycles  limites  est  fini,  lorsque 
l'on  a  une  équation 

(i45)  X{x,y)ffy-h\{x,  y)dT^o, 

où  X  et  Y  sont  des  polynômes  en  x  et  y,  nous  aurons  besoin  de 
considérer  des  caractéristiques  passant  pai-  des  points  à  l'infini. 

Ainsi  que  nous  venons  de  le  dire,  nous  considérerons  exclusive- 
ment ici  le  cas  oii  X  et\  sont  des  polynômes  de  degré  n  en  x  el  y. 
Nous  désignerons  leurs  termes  de  degré  n  et  de  degré  n  —  i  res- 
pectivement parX„{x,y),  Yn{x,y)  et  X„_,  (a?,  j),  \n-t{x,y). 
Posons 

R(-»,r)  =  rX«(^,  y)  -t-  a7Y„(a7,  y). 

Pour  étudier  un  point  à  l'infini  dans  la  direction  de  Oy,  nous 
poserons 

t  V 

V  =    -  ,  T  —    —' 

''  H  U 

L'équation  (145)  devient 

(146)  "[Y„((^,  \)-^...\<h'=  [R(p,  I )-<-... ]rfM, 

les  termes  non  écrits  étant  nuls  pour  y  =  o.  Nous  étudierons 
à  l'aide  de  cette  équation  le  point  u  =  o,  <•  =  o. 

Pour  étudier  un  point  à  l'infini,  dans  une  direction  autre 
que  Oj',  nous  poserons 

I  z 

X  =  -■  y  =  -. 

a  -^        u 

L'équation  (i/iT))  devient 

(147)  M(\„(i,z)-H...]r/c=  I  H  M, -)-+-...  1^///, 

les  termes  non  écrits  étant  encore  nuls  pour  n  =  <>.   Pour  étudier 

LI.  '2. 
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un  point  à  l'infini  dans  la  direction  j' =  ax^  nous  poserons 

z  =  a  -t-  f , 

et  nous  étudierons  le  point  a  =  o,  t^  =  o. 

Les  deux  formes  d'équations  (i46)  et  (i47)  ne  conviennent  que 
si  R(j7,  y)  n'est  pas  identiquement  nul.  Si  l'on  a 

nous  poserons 

^n{x,  y)  ^xk{x,  y),         X„{x,  y)  =  —  xk{x,y), 

^{^^y)=y^n-\^oc,  y)  +  x\n~\{x,  y)\ 

les  équations  (i46)  et  (147)  deviennent,  en  n'écrivant  que  les 
termes  qui  ne  sont  pas  nuls  pour  u  =:  o, 

i;i48)  [— A((^,  1)+...]^;^==  [B(P,  \)  +  ...\du, 

^149)  [     A(i,^)  +  ...|^s  =  [B(i,z)+...]^M. 

Un  point  à  l'infini  sera  dit  un  «  point  ordinaire  »,  un  «  point  sin- 
gulier »,  un  «  col  »,  un  «  nœud  »,  etc.,  suivant  que  le  point  cor- 
respondant M  =  o,  cj  =  o,  que  nous  étudions  à  l'aide  des  équations 
(146),  (148)  ou  de  l'équation  déduite  de  (i47)  ou  (149)5  admet 
a  1=  o,  p  =  o  comme  point  ordinaire,  point  singulier,  col,  etc. 

On  voit  que,  si  R(x,  j^)  n'est  pas  identiquement  nul,  l'équation 
en  a  et  t»  admet  la  caractéristique  u  =  o.  Un  point  à  l'infini  sera, 
ou  bien  un  point  ordinaire,  par  lequel  passera  la  seule  caractéris- 
tique M  =0,  ou  bien  un  point  singulier,  qui  ne  sera  ni  un  centre 
ni  un  foyer.  F*our  qu'un  point  à  l'infini  dans  la  direction 
'^x  — a^  =  o  soit  un  point  singulier,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 
R(a,  P)  =  o. 

Si  R(.r,jK)  est  identiquement  nul,  les  équations  (i48)  et  (i49) 

montrent   que,    pour   que   le    point   à   l'infini    dans   la    direction 

^^x  —  ajK  =  o    soit   un    point   singulier,    il    faut    et   il    suffit   que 

l'on  ait 

A(a,  ^)  =  o,  B(a,  P)  =  o. 

Ce  ne  sera  donc  que  tout  à  fait  exceptionnellement  qu'un  point 
à  l'infini  sera,  dans  ce  cas,  un  point  singulier.  Ce  point  singulier 
ne  présentera  aucilne  particularité  à  signaler. 

Considérons  l'équation  en  u  et  p,  au   moyen  de  laquelle  nous 
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étudions  un  point  à  l'infini  en  considérant  le  point  m  =  o,  v  =  o. 
Soient  r,  et  Fo  deux  arcs  de  caractéristique  aboutissant  à  u  =  o, 
t-  =  o  et  formant  ou  bien  les  deux  branches  d'une  caractéristique  F 
passant  par  le  point  ordinaire  m  =  o,  1^  =  0,  ou  bien  limitant  une 
région  répulsive  relative  au  point  singulier  u  =  o,  v  =  o.  Fj  et  F2 
sont  dans  les  deux  cas  le  prolongement  l'une  de  l'autre.  A  ces  deux 
caractéristiques  F,  et  F-j  correspondent,  dans  le  plan  des  xy,  deux 
branches  infinies  Cj  et  C2  de  caractéristiquo  que  nous  considére- 
rons naturellement  comme  le  |)rolongement  l'une  de  l'autre  et 
comme  formant  les  deux  branches  d'une  même  caractéristique  C. 

Supposons  d'abord  que  le  point  u  =  o,  i'  =  o,  que  nous  dési- 
gnerons par  (JL),  soit  un  point  ordinaire.  Prenons  dans  le  plan  des 
variables  u  et  i>  deux  arcs  de  courbes  S,  et  S2,  coupant  F,  et  Fj  res- 
pectivement en  [i.,  et  [jlq,  ces  points  étant  tels  que  l'arc  uicouo  de  F 
ne  contienne  aucun  point  singulier.  On  pourra  toujours  prendre 
pour  ï,  et  Sj  des  droites  ç  =zti  l  ou  u  =  dz  l' .  Si  nous  considé- 
rons, dans  le  plan  des  av^  une  caractéristique  F' voisine  de  Fo,  il  y 
aura  une  correspondance  hoiomorphe  entre  les  points  de  rencontre 
u.',  et  [jig  de  F'  avec  les  arcs  S,  et  S^.  A  F'  correspond  dans  le  plan 
des  X  Y  une  caractéristique  C,  que  nous  appellerons  «  caractéris- 
tique voisinc'de  C  »  ;  à  S,  et  Sa  correspondent  des  courbes  Sj 
et  Sa  ;  à  a',  et  [j.',  des  points  M',  et  M'^.  Les  paramétres  (|ui  défi- 
nissent la  position  de  ijl',  et  |a'^,  et  par  suite  de  M,  et  iVJ!,,  étant  liés 
par  une  relation  hoiomorphe,  nous  dirons  qu'il  y  a  une  correspon- 
dance hoiomorphe  entre  les  points,  d'intersection  de  C  avec  S| 
et  Sj.  Si  la  caractéristique  F  n'est  pas  tangente  en  (o  à  la 
droite  w  =  o,  ou  si,  lui  étant  tangente  en  to,  elle  traverse  eu  ce 
point  a  =:  o,  la  courbe  C  présentera  deux  branches  infinies. 

Si  F  est  tangente  en  w  à  ?<  =  o  et  ne  traverse  pas  en  ce  point 
«  =  o,  les  caractéristiques  C  situées  d'un  côté  de  C  admettront 
deux  branches  infinies,  et  les  caractérislicjues  C  situées  de  l'autre 
côté  de  C  n'admettront  pas  de  branche  infinie  voisine  des  branches 
infinies  de  C. 

Supposons  maintenant  q!«e  m  =0,  v  =^  o  soit  un  point  singulier. 
F,  et  Fa  sont  deux  séparatrices  limitant  une  région  répulsive  rela- 
tive à  <<).  Considérons  une  caractéristique  F'  voisine  de  F  et  située 
dans  la  région  répulsive  limitée  par  F.  Traçons  comme  plus  haut 
deux  courbes  S,  et  Sa  coupant  F,  et  Fj  en  des  points  {jl,  et  pia  tels 
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que,  sur  l'arc  [jL,ti)|jL2  de  F,  il  n'y  ait  pas  d'autre  point  singulier 
que  a>.  Nous  savons  trouver  la  forme  de  la  relation  entre  les  para- 
mètres définissant  la  position  des  points  d'intersection  p.'j  et  [jl^  de  V 
avec  2,  et  S2-  En  considérant,  dans  le  plan  des  xy,  la  caractéris- 
tique C  correspondant  à  F',  nous  aurons  la  loi  de  correspondance 
entre  les  points  d'intersection  M',  et  M'.,  de  C  avec  les  courbes  S| 
et  S^  correspondant  à  S,  et  S^. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  nous  pourrons  appeler  <( cycle» 
une  caractéristique  possédant  des  branches  infinies  lorsque,  en 
s'éloignant  à  l'infini  sur  une  branche  de  la  courbe  et  suivant 
ensuite  à  partir  de  l'infini  la  caractéristique  qui  est  le  prolongement 
de  cette  branche  infinie,  et  marchant  toujours  dans  le  même  sens, 
on  revient  au  point  de  départ,  sans  traverser  une  région  nodale  rela- 
tive à  un  point  singulier. 

En  particulier,  nous  pouvons  considérer  des  cycles  singuliers 
ayant  des  points  à  l'infini.  Ces  points  à  l'infini  peuvent  être  soit 
des  points  ordinaires,  soit  des  points  singuliers.  Dans  ce  dernier 
cas,  le  cycle  pourra  comprendre  une  portion  de  la  droite  de 
l'infini. 

Si  l'on  considère  un  cycle  singulier  Cq,  une  caractéristique  C 
voisine  de  Co  et  une  courbe  S  coupée  en  Mo  par  Cq  et  coupée  suc- 
cessivement en  M  et  M'  par  C,  la  relation  de  correspondance  entre 
les  paramètres  définissant  la  position  des  points  d'intersection 
consécutifs  M  et  M'  de  C  avec  S  est,  d'après  ce  qui  précède,  de  la 
même  forme  lorsque  Co  a  des  points  à  l'infini  et  lorsque  Cq  est 
entièrement  à  distance  finie.  11  résulte  de  là  que  toutes  les  conclu- 
sions des  Chapitres  précédents  s'appliquent  à  la  généralisation  de 
la  notion  de  cycle  dont  il  vient  d'être  question. 

5i.  Les  cycles  limites  sont  en  nombre  fini.  —  Nous  savons 
(Bendixson,  p.  i6)  que  tout  cycle  contient  à  son  intérieur  au 
moins  un  point  singulier.  D'autre  part,  le  nombre  des  points  sin- 
guliers de  l'équation  (i45),  où  X  et  Y  sont  des  polynômes,  est  fini. 
Pour  montrer  que  le  nombre  des  cycles  limites  est  fini,  il  suffira 
de  montrer  qu'il  y  a  un  nombre  fini  de  cycles  limites  entourant  un 
point  singulier  P. 

Menons  par  P  une  droite  PZ  ne  rencontrant,  à  distance  finie  ou 
infinie,  aucun  j)oint  singulier  autre  que  P.  S'il  y  a  une  infinité  de 
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rvck's  liiiiilcs  cnltxiranl  l\  leurs  |)(jials  d  inlcrscclion  a\cr  l*Z 
admettent  au  moins  un  point  limite  M,  à  distance  Unie  ou  infinie. 
Il  existe  donc  un  segment  MM,  de  VZ  tel  que,  par  des  points  M' 
aussi  voisins  que  l'on  veut  de  M  et  situés  sur  MM,,  passent  des 
cycles  limites.  Montrons  que  cela  esl  impossible. 

Désignons  par  C  la  caiaclérislique  issue  de  M  et  suivie  dans  un 
certain  sens,  clioisi  arbitrairement.  On  sait  (Bendixson,  p.  i-) 
(pic  les  cas  sui\anls  sonl  seuls  |)ossibles  : 

1°  C  esf  un  cycle  ne  passant  par  aucun  point  singulier; 

2°  G  s'approche  indéfiniment  d' une  courbe  fermée  K,  s((ns 
passer  par  un  point  singulier  ; 

3"  C  aboutit  à  un  point  singulier  et  les  caractéristiques 
issues  des  points  du  segment  MM,  voisins  de  M  aboutissent  éga- 
lement à  ce  point  singulier  ; 

/i"  C  aboutit  à  un  point  singulier  et  les  caractéristicfues 
issues  des  points  du  segment  MM,  voisi/is  de  M  j}^ aboutissent 
pas  à  ce  point  singulier. 

Considérons  successivement  cliacun  de  ces  cas. 

i"  C  est  un  cycle.  —  Si  l'on  considère  une  caractérislicpie  C 
passant  par  un  point  M'  de  MM,  suffisamment  voisin  de  M,  cette 
cai'actérisli(pie  C  viendra  recouper  la  demi-droile  PM  en  un 
jioint  M' voisin  de  M  et  il  j  aura  une  relation  lioloniorplie  entre  les 
longueurs  MM'  et  MM".  11  en  résulte  que,  ou  bien  toutes  les 
caractéristiques  C  sont  des  cycles,  ou  bien  aucune  d'elles  n'est  un 
cycle.  Dans  les  deux  cas,  aucune  d'elles  n'est  un  cycle  limite. 

Pour  lever  l'objection  que  soulèverait  notre  raisonnement  si  la 
droite  PM  était  tangente  en  M  à  C,  il  suffirait  de  remarquer 
(  Bendixson,  p.  ii)  que  l'on  peut  décrire,  autour  de  M  comme 
centre,  un  cercle  de  rayon  assez  petit  pour  cpie  toute  caractéris- 
ticjuc  C  passant  par  un  point  iut(-rieur  à  ce  cercle  coupe  la  normale 
MX,  élevé(;  eu  M  à  C.  Toute  caiaclérislique  C  passant  par  un 
j)oint  M',  sullisanunent  \oisin  de  M,  coupera  la  nornude  en  N'. 
Aucune  objei'tion  ne  se  présentera  en  raisonnant  sur  le  point  N' 
de  MIN,,  comme  nous  a\ons  raisonné  sui'  le  point  M  de  MM,. 

2"  G  est   une  spirale  qui  se   rapproche  indéfiniment  d' une 
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courbe  fermée  K.  —  On  sail  (Bendixson,  p.  i'))  que  l'on  |ieut 
loujours  entourer  M  d'un  cercle  de  rayon  assez  pelit  pour  qu'une 
caractéristique  passant  par  un  point  intérieur  à  ce  cercle  soit  une 
spirale  se  rapprochant  indéfiniment  de  K.  Ce  cercle  renfermant  les 
points  de  MM,  voisins  de  M,  il  est  impossible  que,  par  ces  points, 
passent  des  cycles,  et  en  particulier  des  cycles  limites. 

3°  Puisque  les  caractérisli([U(;s  G'  issues  des  points  ^1'  de  MM, 
voisins  de  M  aboutissent,  comme  G,  à  un  point  singulier,  il  est 
impossible  que,  parmi  ces  caractéristiques  G',  il  y  ait  des  cycles 
limites. 

4"  On  sait  (')  que,  si  G  aboutit  à  un  point  singulier  P,,  et  si  les 
caractéristiques  Ç  passant  par  un  point  M',  voisin  de  AI  sur  MM,, 
n'aboutissent  pas  à  P,,  on  peut  prolonger  G  au  delà  de  P,  j)ar  un 
arc  de  caractéristique  G,  tel  que  les  caractéristiques  G'  restent 
voisines  de  G.  Nous  pouvons  raisonner  sur  l'ensemble  des  caracté- 
ristiques G  et  G,  comme  nous  avons  raisonné  sur  G.  Si  les  cas  2° 
et  3°  se  présentent,  il  est  démontré  qu'il  n'y  a  pas  de  caractéris- 
tique G'  formant  un  cycle  limite.  Si  le  cas  4°  se  présente  pour  G,, 
nous  considérons  l'arc  de  ceiactéristique  G2  qui  prolonge  G,  au 
delà  du  point  singulier  Po  auquel  aboutit  G,  et  nous  continuerons 
de  même. 

Si  les  cas  2"  ou  3"  se  présentent,  il  est  démontré  qu'il  n'y  a  pas 
de  cycles  limites  rencontrant  MM,.  Le  cas  4"  ne  peut  se  présenter 
Indéfiniment,  car  le  nombre  des  points  singuliers  ainsi  que  celui 
des  séparatrices  étant  fini,  nous  reviendrons  nécessairement  au 
point  de  départ  M,  si  les  cas  2°  ou  3°  ne  se  présentent  pas.  G  et  ses 
prolongements  successifs  G,,  Go,  ...  formeront  un  cycle  singulier. 
Nous  avons  vu  que,  dans  ce  cas,  toutes  les  caractéristiques  G'  pas- 
sant {)ar  des  points  M'  voisins  de  M  sur  MM|,  ou  bien  sont  toutes 
des  cycles,  ou  bien  ne  sont  jamais  des  cycles.  Dans  tous  les  cas, 
aucune  d'elles  n'est  un  cycle  limite. 

Nos  raisonnements  sont  valables  en  s'appuyant  sur  le  n''53,  dans 
le  cas  où  lepointlimile  Meslàlinlini  sur  P/.  Nous  pouvons  toujours 
supposer,  pour  éviter  l'objection  signalée  dans  i",que  la  droite  P/ 


(')  Voir  n*  3  ce  que  j'ai  dit  au  sujet  des  séparatrices,  en  rappelant  les  résullats 
énoncés  par  M.  Fiendixsoii  (p.  aS). 
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n'est  pas  langcnle  en  M  à  la  caiactérislique  C  passant  {)ar  le  point 
à  l'infini  M. 

Nos  raisonnements  ne  sont  pas  valables  si  le  point  limite  M  esl 
confondu  avec  P.  ÏNous  aurons  alors  les  deux  cas  suivants  : 

i"  Il  y  a  au  moins  une  caracLéristlquc  aboutissant  à  V  avec 
une  tangente  déterminée; 

2"  Kucune  caractéristique  n'aboutit  éi  I*  cuec  une  tangente 
déterminée. 

Dans  le  premier  cas,  il  est  évidemment  impossiMe  qu'il  vait  des 
cycles  passant  |)ar  un  j)oint  voisin  de  l*  et  entourant  P.  Dans  le 
second  cas,  nous  avons  montré  (n"  52)  que  les  caractéristiques  C 
passant  par  un  point  M'  voisin  de  P,  ou  bien  sont  toutes  des  cycles, 
ou  l)ien  ne  sont  jamais  des  cycles.  Dans  aucun  cas,  une  caracté- 
ristique G  n^est  un  cycle  limite. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  tliéorème  suivant  : 

Une  équation 
(i5o)  \{x,  y)dy  -^\(x,  y)  dx  =  o, 

OÙ  \  et\  sont  des  polynômes^  admet  un  nombre  fini  {i^in  peut 
être  nul)  de  cycles  limites. 

L'hypothèse  que  X  et  \  sont  des  polynômes  esl  intervenue  de 
trois  façons  difTérentes  dans  nos  raisonnements,  pour  nous  per- 
niellre  d'aflirmer  c[ue  : 

1"  On  peut  étudier  les  points  singuliers  à  distance  finie  de 
l'équation  en  supposant  ({ue  X  et  Y  sont  holomorphes  dans  le  voi- 
sinage de  chacun  de  ces  points; 

2"  On  peut  (  n"  53)  étudier  chacun  des  points  à  l'inlini,  et  en 
particulier  chacun  des  points  singuliers  à  l'infini,  en  ramenant 
celle  élude  au  cas  d'une  équation  P(  f/,  r)  rft  -t- Q(//,  i^)  </m  =  o, 
où  P  et  Q  sont  holomorphes  dans  le  voisinage  (h*  u=  o,  i-  =  o  ; 

3"  \a'  nond)r('  (h.>  points  singidiers  à  distance  finie  ou  infinie 
esl  fini. 

Nos  conclusions  s  aj)pliqiieraienl  au  cas  où  \  et  ^  sont  des 
fonctions  continues  de  x  et  y^  si  ces  fonctions  sont  telles  que  les 
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trois  propriétés  ci-dessus  subsistent.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  les 
conclusions  s'appliqueraient  aux  cycles,  et  en  particulier  aux  cycles 
limites  entièrement  contenus  dans  une  région  R  du  plan,  ne  con- 
tenant à  son  intérieur  ou  sur  son  contour  qu'un  nombre  fini  de 
points  singuliers,  à  condition  que,  dans  le  voisinage  de  chacun  des 
points  de  R  ou  de  son  contour,  X  et  Y  soient  holomorphes,  ou 
bien  encore  que  l'étude  des  caractéristiques  de  (i  ào),  dans  le  voi- 
sinage de  chacun  des  points  de  R  ou  de  son  contour,  puisse  se 
ramener  à  l'étude,  dans  le  voisinage  de  a  =  o,  ^^  =  o,  des  caracté- 
ristiques d'une  équation  P(  ?/,  v)  dv  +  Q(m,  v)  dv  =  o,  où  P  et  Q 
sont  holomorphes  pour  //  =  o,  r  =  o. 


ISO  - 


SUR  LES  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIE 
SUIVANT   LES   INVERSES   DE   POLYNOMES 

l^AU     M.      Pai  I.     ApI'ELT.. 


Dans  le  IJulletin  de  la  Sociélé  mat/iématique  (p.  7-4H,  1920), 
j'ai  résumé  diverses  reclierclies  antérieures.  Il  est  évident  que, 
étant  donnée  une  suite  de  polynômes  dans  les  conditions  indiquées 

P.j(x )  =  ./■'■'H-  </|,v  i''"'  -f-  ^'i,'/  x"'-----  .  .  .  -\-  ''/v,  V, 
si  Ton  développe  ^ pai-  une  série 

I      _      I  Qii.)-')      Q-2i.>') 

on  peut,  par  rideutilication  des  développements  des  deux  membres 
en  séries  procédant  suivant  les  puissances  de  -,  |j'|  ^Cl-^b  déter- 
tnincr  les  poljnomes  Qi(^),  Q,i(y)i  •••5  Qv(y)  dont  les  coef- 
ficients apparaissent  alors  comme  polynômes  par  rapport  aux 
coefficients  a„t^k  «^les  |)olynomes  l\. 

Comme  je  l'ai  montré,  o\\  peul  cousidt'n'i'r  l'intégrale 


prise,  dans  1(;  sens  f)0^ilif,  sur  un  contour  (i  cntotiranl  toutes  les 
racines  du  polynôme  donné  \'*,ij^x[x)\  la  notation  (),,[.r)  désigne 
un  polynôme  de  degré  v 

(l-j{x)  =  X''  -+-  6i,v  •'■■'-'  4-  /v2,v  X''-  -^  -+- .  .  .  6v,  V, 

assujetti  à  une  sorte  d'ortliogonalit('' avec  P/,^,,  de  telle  manière 
(|ue 

(  I  )  \''„  =  o,         V  ?;  n;         i;{  —  1. 

Vax  vue  de  la  détermination  des  hm.-n  nous  écrirons 

II.  i:i 
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en  posant 


I           f          XI' 
W,]  =  :    / dx. 


Vérifions  d'abord  que  celle  intégrale  est  une  fonction  rationnelle 
entière  des  coefficients  de  P^+i.  En  prenant  le  cas  général  où  P,j+) 
a  (n  +  i)  racines  distinctes  quelconques  a?,,  x-2t  •••,  -î^rt-f.»,  l'inté- 


grale est  égale  à  la  somme  des  résidus 


u.  =  n  -1-  1 

(4)    K/;=   2j 


X(i. 


(Xu.~  -fi)  (./-u.—  .r-i).  .  .{Xii, 


,)(X, 


l)-  •  •(•^■[J.  —  •''■«  +  1  ) 


OÙ  x,|_^.^^k  est  identique  à  jj^;  en  réduisant  au  même  dénominateur, 
on  obtient 

où  A^  désigne  le  déterminant 

x'I        x^,         ...     xr+ 


^6) 


et  où  A„  s'obtient  en  remplaçant  p  par  n.  Ces  déterminants,  qui 
s'annulent  évidemment  dès  que  deux  des  x^^  deviennent  égaux, 
sont  bien  connus.  On  voit  que  A^  est  divisible  par  A„  :  l'inté- 
orale  K^J  est  donc  une  fonction  symétrique  entière  des  racines  .r^; 
■elle  est  une  fonction  rationnelle  entière  des  coefficients  a,^„^i, 
^'■2.ii+i  •••:  ««+i,«+i-  Comme  on  a.  évidemment,  ainsi  qu'on  le 
M)il  uolamnienl  d'après  (5), 

K^  =  o,         p<n;         Kj;=i. 

les  é([ualions  déterminant  les  6,„,v  deviennent 

K_i  +  6,  V  k;;i-;,  +  b,.,  k:;z-.  +...  +  bi,  =  o, 


elles  (lonucnl  successivemenl  />,  vj  f^-zy^-  •  ••  ^v,v- 


à 
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Les  K^  peuvent  s'obtenir  de  proche  en  proche.  On  a  en  effet, 
poni'  chaque  racine  .•r,j, 

(7»  ./•  —  <^i./(  Hi  -^u. -— f'^yz  +  l    ''a       -T- .  .  . -l- l'^/j  +  I  /j-t-1  =  O. 

C  fJl  =    I .    J!  ,     .  .  . ,   /l  -f-   I  ) . 

On  a  alors 

■^«M  =  -~  "l,«  +  l  ^n-  'V'/^'     —  —  "l.n  +  \  ; 

puis,  en  multipliant  (-)  successivement,  car  .r,j,  x'fj_,  .  .  .,  x^~\ 


ou  encore 

K7/1-2   .  ,,  k"  t^l  ,1 


Kii  t-l,-  ,,  K  "+-/'- 1  xt  k  *  - 1 


SUR  LES  FONCTIONS  HOLOMORPHES  ET  BORNÉES 
A  L'INTÉRIEUR  D'UN  CERCLE; 

Pak   m.    V.    Fatoi. 


I.  Traitons  dabord  le  pn^blème  suivant  :  trouver  Jes  fonc- 
tions/(^j  holomorphes  pour  o  ^ |  s  |  •<  i  et  satisfaisant  en  outre 
aux  conditions  suivantes  : 

2"  liin  |y( /r''J)  I  =  I  ("  iiiiifoniiéineiU). 

/■=  1 

La  fonction  harmonique  log|y(3)|  est  alors  régulière  dans  la 
couronne 

'o  <  '•  <  I  • 

et  continue  sur  la  circonférence  /•  =:  1 .  où  (-Ile  piend  la  valeur 
zéro;  elle  est  donc,  en  vertu  du  |)rincip(!  de  prolongement  par 
symétrie  (!<•  Schwarz,  régulière  dans  la  couronne 

'•0 
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prenant  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  en  deux  points 
symétriques  par  rapport  au  cercle  unité;  la  fonction  /(z)  est 
elle-même  prolongeable  au  delà  de  ce  cercle  et  même  dans  tout  le 

plan,  prenant  en  deux  points  symétriques  re'^^  et  -  e'^  les-  valeurs 
symétriques  Re'*"^  et  rr  e'*-\   et  n'ayant  par  suite  d'autres  points 

singuliers  que  des  pôles;  c'est  donc  une  fonction  rationnelle  qui 
fait  la  représentation  conforme  du  cercle  unité  sur  une  surface  de 
Riemann  à  m  feuillets  couvrant  chacun  ce  cercle,  et  définit  ce  que 
nous  avons  appelé  «  une  substitution  à  cercle  fondamental  de 
première  espèce  (')  ».  On  voit  facilement  qu'on  peut  écrire 

n'      i_li!i'        (v^,). 

a,i  et  a\^  désignant  respectivement  un  point  intérieur  au  cercle 
unité  et  son  symétrique.  En  prenant  la  dérivée  logarithmique  des 
deux  membres  et  y  faisant  ensuite  z  =  e''\  on  obtient,  en  s'aidant 
de  considérations  géométriques,  l'inégalité 

\J  (e'^)\  >v  4-  >   \~^  >    I. 


plus  précise  que  celle  obtenue  dans  le  Mémoire  cité  et  (|ui  est 
utile  dans  l'étude  de  ces  subslllutlons. 

11.  Si'lon  \eut  obtenir  des  fouettions  transcendantes  générali- 
sant ces  fonctions  rationnelles,  il  faut  remplacer  la  condition  2° 
par  une  condition  moins  restrictive.  Nous  adnu'ttrons  que  l'égalité 

liiii  I  /'(  re'^^  )  I  =  I  (  iinifoniu'moiil  ,1 

est  vérlliée  seulement  pour  une  certaine  .suite  de  valeurs  de  /■ 
tendant  vers  l'unité.  Si  l'on  n'est  pas  dans  le  cas  précédemment 
examiné,  c'est  (pie  j/"(r)|  a  des  minnua  dans  certaines  couronnes 
ten(huit  vers  la  circonféienci;  /  ::=  i  ;  J  {:■)  a  doue  une  infinité  (h' 
zéros  dont  les  [)oluts  limites  sont  sur  celte  cir(u>nféience  ;  de  plus 
si  I  Zi„  j  -     1,  le  principe  de  l'argunuMil  de  Caucliv  numlre  (pie  les 


(')    Voir  noire  Mémoire  sur  les  équaliotis  foiiclionaellcs  (C.liap.  III)   {Ihilleliii 
(la  la  Société  niatlicnuitiqtte^  i<j2(>,  fasc.  I). 


.i^ 
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é(jualionsy  1  :: j  =  o  clJ[Zj  =  Zq  onl  le  même  nombre  de  racines 
dans  le  cercle:  |Z|<'  r,i,  si  /„  appartient  à  la  suite  en  question  et 
est  suflisamment  voisin  de  i .  En  outre  si  ^  tend  vers  un  point  de 
la  circonférence  limite  suivant  un  diemin  continu,  la  valeur 
asjmptotique  de/{z),  si  elle  existe,  a  l'unité  pour  module. 

Ceci" posé,  soit  Zq  une  racine  de  l'équation y"(:;)  =  Z.o;  on  pourra 
définir  un  élément  de  la  fonction  inverse  de  /{:■),  soit  ;  =  '-^(Z), 
jjrcnant  en  Zq  la  valeur  z^f.  et  faire  le  prolongement  de  cet  élément 
le  long  d'un  chemin  (pielconque  intérieur  au  cercle  C;  les  valeurs 
obtenues  pour  ;  restent  elles-mêmes  inlérieun's  à  C,  et  toutes  les 
branches  de  la  fonction  'f(Z.)  n'ont  à  l'intérieur  de  ce  cercle 
d'autres  points  singuliers  que  des  points  Critiques  algébriques; 
c'est  ce  qu'on  voit  par  un  raisonnement  constamment  emplové 
dans  l'étude  des  fonctions  inverses  des  fonctions  uniformes. 

On  voit  donc  que  les  valeurs  de  /(:■)  pour  |5|<;i  couvrent 
une  surface  de  Rieniann  à  une  infinité  de  feuillets  najant  pas 
d'autres  bords  que  la  circonférence  |;|  =  i,  cl  dont  les  feuillets 
sont  reliés  par  des  points  de  ramification  algébriques. 

Sur  la  circonférence  limite,  '.sfZ)  pourra  avoir  des  points 
criti(jues  transcendants,  à  savoir  les  valeurs  asjmptoticpu^s  dey  (c) 
aux  points  de  la  circonférence  qui  sont  des  points  singuliers 
de  f{z).  Si,  en  particulier,  cette  circonférence  est  une  coupure 
poury"(s),  il  en  est  de  même  pour  '-3(Z<);  dans  ce  cas,  on  démontre 
qu'aucune  branche  de  <û(Z.)  ne  peut  être  uniforme  dans  un 
domaine  intérieur  à  C,  ayant  un  arc  de  la  circonférence  comme 
frontière  :  tout  point  de  cette  circonférence  est  doue  limite  de 
points  critiques  algébriques  de  'f  (Z). 

11  s'agit  maintenant  de  montrer  qu'il  y  a  elTectivement  des  fonc- 
tions y(«)   possédant   ces    propriétés.   Soit   une    >uite    infinie    de 

nonibres 

««(<)<  I  'f,i\<  i). 

dont  le  |)roduit  soit  aljsolument  convergent,  et  formons  le  prinluil 

1 

absolument    convergent    pour   ,3|<^i,   qui    définit    une    fonction 
holomorphe  dans  C.  On  peut  choisir  les  Un   de   manière  ([ue  ja 
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condilion  :  lini|y"(^)  |  =  ',  soit  vérîliée  sur  une  infinité  de  circon- 
férences concentriques  tendant  vers  la  circonférence  limite.  Le 
cas  le  plus  défavorable  est  celui  où  les  a„  sont  tous  réels  et  posi- 
tifs, 4;  tendant  lui-même  vers  -\-  i  en  restant  sur  l'axe  réel;  on  doit 
alors  étudier  dans  ces  hvpollièses  les  valeurs  limites  du  produit 


n 


I.  Un-r 


(o<  ((xàd'i'i-  --^(hiK-  •■ 


On  trouve  facilement  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  la  valeur  1  soit  l'une  des  limites  de  cette  cxpi'ession  pour  ,r  ->  i . 
Cette  condition  n'est  pas  très  simple,  mais  elle  est  vérifiée  pourvu 
que  '-^-^  ail   nourlimite  zéro  (  evemplc  :  a„=i  —  -, :-:)• 

Les  (1,1  cta,nt  ainsi  choisis  (multipliés  si  l'on  veut  par  des  facteurs 
quelconques  de  module  é^al  à  1),  la  fonction /(s)  correspondante 
satisfait  aux  conditions  demandées. 

Si  l'on  conserve  les  a,i  réels  et  positifs,  /(s)  est  uniforme  dans 
tout  le  plan  avec  le  seul  point  singulier  essentiel  :;  =  i  ;  elle  n'a 
pas  (le  valeurs  exceptionnelles  ni  de  valeurs  asvmptotiques 
pour  r —>  1 ,  d'où  il  suit  que  la  fonction  inverse;  n'a  pas  de  points 
critiques  transcendants.  La  substitution  7j=iJ\z-)  admet,  outre 
les  points  o  et  oc,  une  infinité  de  [)oints  invariants  sur  la  circonfé- 
rence I  G  I  ==  I ,  et  possède  notamment,  au  |>oinl  de  vue  de  l'itcra- 
lion,  essentiellement  les  mêmes  proprii'ti's  (pie  les  fonctions 
rationnelles  analogues. 

III.  Les  produits  infinis  considérés  ci-dessus  sont  analogues  à 
ceux  que  considère  M.  Picard  (  l'raité  (V A nalyse,  t.  11.  (vhap.  \  , 
i>  \  )  pour  obtenir  une  fonction  liolomorphe  dans  un  cercle  avec 
des  z(''ros  donnés  à  l'avance;  seulenu-nt  nous  a\ons  choisi  comme 
pôles  de  nos  facteurs  primaiics  non  pas  des  points  de  la  circonfé- 
rence, mais  des  points  extérieurs,  symétriques  des  zéros;  nous 
avons  ainsi  des  facteurs  primaires  dont  le  nu)dule  est  égal  à  i  sur 
la  cireoixférence,  <  1  à  l'intérieur,  ce  qui  facilite  l'élude  des  pro- 
duits (  '  ).  (  )n  voit  notamineul  (pie  si  les  nombres 


(')  BiiMi  entendu,  si  le  produit  Ila„  n'est  pas  convergent,  on  doit  introduire 
des  faclciiis  exponentiels  analogues  à  ceux  de  Wei«rstrass.  cominc  le  fait 
iVl.  Picard. 


i 
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onl  un  produil  absolumenl  converj^enl,  il  est  possible  de  trouver 
une  ("onelion  lioloinorplic  et  i)ornée  dans  le  cercle  |  Z  |  <<  i ,  ayant 
les  u,i  pour  zéros.  11  est  remarquable  que  cette  condition  suffisante 
est  égalemenl  nécessaire  pour  qu'une  telle  fonction  exisle. 

Cela  va  résulter  dune  formule  de  M.  Jensen  [Acta  mal/iema- 
tica,  t.  XXII)  fréquemment  employée  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions entières:  ran<>eons  les  modules  /•„  des  a„  par  ordre  croissant 
et  soit 

On  a  alors 

/ilogr— lo<4/-,/-2. .  ./•„  =  -^    /        log\/(  re'^>)\  ffO  —  \i>'j.\  f(o)\. 


En'posant 


'og-r-  =  '"•        '"8::  =^- 


r,. 


le  premier  membre  s'écrit 

Les  X,  sont  positifs,  décroissants  et  tendent  vers  zéro  avec  -.■,  "/.  est 

compris  entre  A„  et  À//+|.  D'autre  part,  /{:•)  étant  bornée,  le 
second  membre  de  la  formule  reste  borné  supérieuiement 
pour  /  — >  I.  On  conclut  de  là  très  facilement  (jue 

est  bornée  supérieurement  quel  (pie  soit  p.  ce  (jui  prouve  la 
convergence  de  la  série  SX^  ou  du  produit  II/-„  ('). 

Voici  une  autre  consé([uence  immédiate  de  la  formule  précé- 
dente :  on  sait  que/(:;)  a  presque  paiUml  sur  la  circonférence 
une  valeur  limite  radiale  bien  déterminée;  je  dis  que  l'ensemble 
des  points  où  cette  limite  est  nulle  est  de  mesure  nulle.  S'il  en 
élail  autrement,  soit  jj.  la  mesure  de  cet  ensemble  el  su|)p<>- 
soins  |y('S)|<^  I  dans  C.  A  tout  nombre  positif  A  on  peut  faii-e 
(M)rrespondre  un  nombre  /"' <<  1,   tel  (jue  l'inégalité  /■;>/■'  entraîne 

l">g|/('-e''')|<-A 
(')   I^c  raisonniinenl  s'applique  s'il  y  a  des  /■„  ♦•gau\  entre  eux. 
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pour  des  valeurs  de  0    forinanl   un   ensemble    de    mesure    ^—' 

■i 

L'intégrale  du  second  membre  tendrait  aloi's  vers  —  x,  ce  qui  est 

impossible  puisque  le  premier  membre  est  posiiifel  que  logj /'(o)  | 

est  constant.  On  a  donc  [j  =  o.  Ce  résultat  a  déjà  été  obtenu  par 

M.    M.    Riesz    d'une    manière   beaucouj)    moins    élémentaire,    en 

s'appujant  sur  les  résultats  de  notre  thèse  (').  La  démonstration 

précédente    a    aussi    l'avantage    de    s'étendre    au    cas    où    l'inté- 

grale     /       \f{re'^^)Ydh  est  bornée  pour  /<!,  sans  qu'il  en  soit 

de  même  de  !/(■::)  |    (a,    nombre  po>ilil'  arbitraire).  Dans  ce  cas, 

en     eflet,     l'intégrale       /       logj/l^/O     a     des     éléments     positifs 

pour  l/l  >i,  mais  donl  la  somme  est  inférieure  à  C   /       l/j^^/O, 

c  est-à-dire  bornée,  el  la  conclusion  subsiste. 

Il  en  est  de  même  de  la  conclusion  concernant  les  modules  des 
zéros  de/(;)  intérieurs  au  cercle.  Je  signale  en(iii  que  le  théorème 
de  M.  Riesz  s'étend  par  l'emploi  de  la  fonction  modulaire  aux  fonc- 
tions holomorphes  dans  un  cercle  a\('c  deux  valeurs  exception- 
nelles. Cette  extension  n'csl  pas  (bflicilc  mais  (l('|)asscrait  le  cadre; 
de  cet  article. 

NOTliS. 

1.  La  dérivée  logaiithmiquc  de  /  (  z)  ciiangée  de  signe  est 
égale  à 


1 


/,.,,      i/i-ii>«- 1=1  =--•)• 


Prenons  |  ^  |  =  i  ;  les  quantités  —  z-,  (t  —  ;,  a' —  ;  sont  rcpri'-- 
sentées  par  des  vecteurs  ayant  pour  origine  le  point  :;  de  la  circon- 
férence et  pour  extrémités  les  points  o,  «,  a'  {Jig.  i).  Les  quan- 
tités inverses  sont  représentées  (abstraction  faite  d'une  symétrie 
par  rapport  à  un  axe)  |)ar  les  \ectcurs  d'origine  ;  el  d'extré- 
milés  o,  t,  J)'  transformés  des  points  o,  a,  a'  dans  l'inversion  de 
centre   z   el    de    puissance   égale   à    i    (pii    Irausforuic  la   circonlé- 

(')  F.  et  M.  Riesz,  Ucher  die  Raiichvcrte  einer  Aiialylisclien  Fuiiktion 
(4'  Congrès  des  inatlidmaticiens  Scandinaves,  Stock/io/m,  1916). 

Depuis  la  rédaction  de  cet  article,  M.  Bios/,  a  d'ailleurs  développe  des  considé- 
rations analogues  à  celles  du  texte. 
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reuce   [^1  =  1,  en   une  droite  perpendiculaire  au  nùlieu  de   ;o; 
a  ela'  étant  symétriques  par  rapport  à  la  circonférence,  0  et  h' 


I-iiî.   i. 


sont  symétriques  par  rapport  à  celle  droite,  o  et  b  étant  du 
même  côté;  la  différence  géométrique  {zb)  —  {zb')  est  égale  au 
vecteur  b' b  parallèle  à  ^o  et  de  même  sens.  jNous  voyons  que  la 
quantité  à  évaluer  est  représentée  par  une  somme  de  vecteurs 
parallèles  et  de  même  sens.  On  en  conclut 

1  /■'(e''J||  ^  -/--y  |//6|  >i. 
jamais  =  1  si  y  est  de  degré  >>  1.  On  peut  préciser  davantage 


Coi 


i  -  -  z        a' —  z\        \\  a  —  c)(a'    -  : 

—  , — :  sur  la  circonférence  cl  (lue  1  aa'  I  =  i ,  cette 

\  a\  III' 


expression  est  aussi  égale  à  -, ^ — -n  et  varie  entre — 

*^  '^  \a  —  z\^  I  -h  I  </ 

On  obtient  finalement 


!/''<!'*) 


ÎDC-I»!.. 


<pianlité  >•  i.  On  a  aussi 

.nax|/'(e'0)|=v -1-2^-777 


quantité  qui  devient  infinie  si  l'un  des  \a\  tend  vers  1 
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II.   Si  o{Tj)  est  holomorplie  clans  un  domaine  tel  que  A  {/Ig.  2), 
logl«{Z)|  est  analytique  dans  ce  domaine;  il  est  presque  évident 


Fig.    2. 


que  |cp(Z)|  prend  la  valeur  i  en  tout  point  de  lare  pq.  On  na 
alors  fju'à  appliqiHM'  le  principe  de  Scliwarz  pour  voir  que  'f  (  /) 
est  prolongeablc  au  delà  de  yjy;  mais  si  cp(Z)  est  holomorphe  en  Z^, 
le  point  correspondant  ^„=(2(Z(,)  ne  peut  être  pour/(^)  qu'un 
point  ordinaire  ou  algébrique;  comme  |  Zy  |  =  1 ,  ceci  est  incom- 
patible avec  l'hypothèse  que  la  circonférence  est  une  coupure 
poiir/\G). 

Soit  à  étudier  les  variations  du  produil 

z  —  a'„ 

((iiand  les  arguments  des  différentes  quantités  varient ,  non  les 
modules. 

Nous  pouvons  d'abord  taire  décrire  à  :;  la  circonférence  V 

(■|  V  1  =-  /•<  11. 

a  et  a'  étant  fixes.  .Si  a  et  a    sont  extérieurs  à  I\  le  minimum  et 

le  maximum  du  rapport  — ;  sont  atteints  respectivement  aux  deux 

^  '  ma  ' 

extrémités  du  diamètre  Oaa'  ifig-  3).  Si  a  est  intérieur  à  T. 
soit  a    le  symétrique  de  a  par  rapport  à  F;  a"  est  extérieur  à  V 

mais  à  yauchc  de  a'  :  comme  — ;  est  constant  sur  V  on  a  à  étudier 
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le  rappoil  — t  On  est  ramené  au  premier  caï<  de  figure.  Il  suit  de 
^^         ma  ^  " 

là  que  le  minimum  minimorum  du  produit  fini  ou  infini  considérr 

est  atteint  quand  les  arguments  de  z  et  des  a„  sont  tous  é^aux. 

Fig.  3. 


Nous  avons  maliilcuant  à  é'.udicr  les  \arialions  de 

nx  ~  a,,       , 
y-^^     (aus.gnepres; 

pour  x-vi,  toutes  quantités  réelles. 
i"   Pour  X  y>an  nous  posons 


—  =  I  —  /i„. 


En  faisant 
on  obtient 

Soit 
On  a 


X  —  I  —  V 
a,,=  i  —  'j. 


/i„  = 


<7-   '^n>0. 
j(2  —  |X„)  -.ly 


p    .  .  /■ 


1  I  I    ' 

en  posant 
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On  a  aussi  (en  supposant  jx„  •<  - 


'ln>   7    ^— 

1      IJ-H 


1  —  //„   ::  I 


3  y_ 

4  ;-'•« 


1  [•'■^'''"'^  *-'    '' 
2°   Pour  a,i^x  nous  écrivons 


^v  <!.,,'! 


I  ~  a,,./- 


■  -•/.„. 


d'où  l'on  lire  coiunie  plus  liant 


/  „  = 


i  y 


1  —  /.„  I  >  1  — '- 


ri> 


3    ] 


On  a  donc  |)our  la  valeur  absolue  P  du  [)roduil  étudié 


I ç  (  /M 


'  —  '^  J 


Pour  que  P  soil  inliniuKMil  soisin  de  i,  il  faut  et  il  suffit  que  iii— 
cl  j'^lM  i>)  soient  tous  deux  infiniment  j)etits;  j'est  supposé  compris 
enlie  a„  et  'jl„  .  . .  Comme  <!>(«)>> — ■■,  le  rap|)ort  ^-^^  est  infini- 
ment  petit.  Supposons  qu'on  ail  toujours 


l'.n  écrivant 

ri>  L  1-^/'- 


V-n^\<C\^n  (0<C<|). 


1  !^/'-l    H-A>-2 


on  obtient 

De  même  on  trouve 
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^h(p)<  — 


'//>  +  !<  ?(/')< 


La  condition    trouvée    exprime   alors    (jue  i-tll  est    inlinimeiit 

petit  avec  -,  au  moins  pour  une  certaine  suite  de  valeurs   de  />. 

On  pose  alors,  par  exemple,  y  =  y'Z^pUp^,. 
Considérons  la  fonction 


en  prenant  par  exemple  a„^=  i  —  ; ;■:  le  second  membre  (îst 

^  '  (  /t  -H  n  ! 

absoliimenl  et  unKormémenl  couver«;enl  dans  tout  domaine  fermé 

qui  ne  contient  aucun  polut  ((„  ou /{:■)  fst  donc  unefonction 

uniforme  dans  tout  le  nlaii  avec  les  zéros  c  =  a„,  les  pôles  ;  =  — 

et  le  point  sin<^ulier  essentiel  :==i;  elle  tend  pour::  -i  Miivanl 
l'axe  réel  vers  toutes  les  \aleurs  réelles  comprises  entre  zt  i . 
Supposons  que  f{z)  tende  vers  une  limite  (nécessairement  de  la 
forme  e"")  ({uand  :;  tend  vers  i  >ui\an[  un  chemin  quelconque; 
on  peut  supposer  ce  chemin  iatérieui'  au  cercle  |  ;;  |  <;  i  ;  sinon  ou 
remplacera   les  arcs   exlérieuis    par  leui's   svniétriipies,   ce  «pii  ne 

change  |)as  la  limite  piiisqiM-  /'(  c  )  prend  aux  points  rc''^  et  -  e''' 
r<'spectivement    les    valeurs    ll*^''"'    et    -jt '-''"' ;    uiais    |/(^)1     étant 

bornée  (  <;  i)  à  rinlérieiir  du  cercle  devrait  alors  prendre  la  nième 
valeur  limite  (juand  z  tend  vers  i  en  restant  à  l'intérieur  d'un 
angle  <<  -  avant  pour  bissectrice  le  ra\on;  e'ot  ce  cpii  résulte 
d'un  important  théorème  de  MM.  I.indel()f  cl  Montel  (^').  On 
Ncrra  sans  |jeine  que  la  démonsti'alion  es!  encore;  \alable  si  la 
courbe    (•onsub-rc'c    a    d(;>     points    sur    la     circonlV-rence     limite. 


(')  LiNDKi.or,  .S'a;-  un  principe  général  de  r  Analyse  { Acta  Societatix 
Fennicce,  ifji.'),  p.  lo).  —  Montki.,  >'/</•  la  représentation  conforme  {Journ.  de 
Math.,  7'  sc'ric,  t.  III,   i()i7,  Cliap.  II.  ,!;  11  ). 
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/■(;.)  étant  continue  en  ces  points.  Examinons  de  plus  près  ce  qui  se 
passe  quand  z  tend  vers  i  en  décrivant  la  circonférence; 
soil /(e'^)  =  e'*^  ;  la  partie  réelle  de  f{z)  dans  G  peut  se  juellre 
sous  la  forme  d'une  intégrale  de  Poisson,  la  fonction  de 
contour  cosO(9)  étant  bornée  et  discontinue  pour  8  =  0:  les 
valeurs  limites  radiales  de  cette  fonction  harmonique  pour  ;■  =  1 
comprenant  tout  l'intervalle  (—1,  +1)5  ''  ^"  *'^^  ^^  même  de 
l'intervalle  d'oscillation  de  la  fonction  de  contour  pour  0  =  o; 
comme  d'autre  part  :j  el  ?_,=/( z)  marchent  toujours  dans  le 
même  sens  quand  c  décrit  la  circonférence, /'(s)  n'étant  pas  nulle 
sur  celle-ci,  Z  décrit  la  circonférence  entière  quand  ;  décrit  des 
arcs  infinlmenl  petits  tendant  vers  :;  =:  1 ,  de  sorte  que  Z  et  :; 
viennent  une  infinité  de  fols  en  coïncidence;  la  substitu- 
liou  Z  =/'(;)  a  une  infinité  de  points  doubles  de  multlplica- 
leur  >  1 ,  lendani  vers  le  point  x;  =  1 .  Si  l'on  fait  l'itération  de  la 
substitution  Z  =  /u),  les  conséquents  d'un  point  tendent  ré';u- 
lièrement  vers  zéro  el  00  respectivement  dans  les  deux  régions  du 
plan  séparées  par  la  circonférence;  ceUe-ci  esL  aussi  l'ensemble 
dérivé  des  antécédents  d'un  point  quelconque  du  plan. 

Remarquons  que  si  l'on  prenait  a,t=  1  —  — -7.  toutes  choses 

égales  d'ailleurs,  on  aurait  une  fonction /(^g)  analogue  mais  pour 
laquelle/!  5)  aurait  une  valeur  limite  nulle  siiivant  le  rayon  abou- 
tissant au  point  ::  =  1 .  Le  point  Z  =:  o  serait  alors  point  criticpie 
transcendant  de  la  fonction  inverse. 


INVARIANTS  PROJECTIFS  DES  CONGRUENCES  W; 
Pau  m.   Paul  Mentri^.. 


ï.  Généralités.  — Les  congrueucesW,  pour  lesquelles  les  lignes 
asymptotlques  des  surfaces  focales  se  correspondent,  jouent  un 
rôle  important  en  géouiétrie  réglée  projective.  Je  me  propose 
de   donner  quelques   propriétés    des   Invariants  projectifs  d'une 
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congruence  W.  J'emploierai  la  méthode  de  .M.  Cartaii  (  '),  le  lan- 
gage de  M.  Waelsch  (  -),  les  notations  de  ma  Thèse  (  '). 

Soit  un  repère  mobile  (lia^ciiCi!,  de  l'espace  projectif  ponctuel. 
On  peut  considérer  que  l'espace  réglé  est  rapporté  à  un  systéni-e 
de  six  comj>lexe>  linéaire^  spéciaux  : 

r  =  [aiai\,  /■,  =  [a,  rr,  ],  '^  =  ['«i  «■.], 

r'—[a:^a^'\.         /•,  =  [«.  r/.,].         r\=\a^a^']. 

Le  déplacement  infiniment  petit  du  repère  est  caractérisé  par 

liai  =  (0, 1  ai  -4-  oj/2 «j»  -^  t<^/:t  <^3  -+■  ^'hi  ^4  '■, 
<i[aiaj]  —  [da,aj]  -f-  [a,daj]  ; 

dr=:^  (  ''>\l-\-  (0.22  ^  f  ~r-  ")2:i/'i  "4-  0)2;  '"1+  Wll '''|  'O^-tf'^. 

Fi^tant  donnés  deux  complexes  linéaires  (U>nt  les  symboles  sont 

a  =  or -+- pi /'i  -f-.  .  .  el  [b  =  t/' -I- 7,  r, -j-.  . . , 

ces  complexes  linéaires  sont  conjugués  >i  Ion  a 

a  I   3  =   C.7'4-  p't  ■+■  pi  7',  -^  p\  7,  -H  pi  7j  -+-  p'.,  72  =  o. 

II.  Rayons  centraux.  Complexe  oscillateur.  Donnons-nous 
une  congruence  à  nappes  focales  distinctes  2il|  et  '^2-  Associons  à 
la  droite  génératrice  ;•  un  repère  soumis  aux  restrictions  projectives 
suivantes  :  les  points  a,  et  «2  sont  les  foyers;  les  plans  [<2,a2a;(] 
et  [a^a2aJ^]  sont  tangents  aux  nappes  focales  en  a,  et  en  a-^,  de 
sorte  que  les  droites  [aia:,]  et  [a2Ût,|  touchent  les  nappes  focales 
el  sont  par  suite  des  «  droites  focales  »  tandis  que  les  di-oites  \a,  a,] 
et  [rtafls]  sont  des  «  rayons  centraux  ».  Nous  aurons 

(ij,j^()j  (0,3^0.  '•>')  V  =  I  f'M  COiji]  —  [ 'O;,  c,)j2]   =   o. 

i,)'., .,  =  —  (  oj,  (.)2i  I  -f-  [  (0;,  (O.,:,]  =  o. 


(')  Voir  nolarnnienl  le  Mémoire  sur  Les  Vnriëlés  de  cniirOiirc  ton.staii/e  (fini 
espace  euclidien  ou  non  euclidien  (  BuH.  des  Sciences  niatliéinatiqiics, 
t.  XLVII,  1919,  p.  i25-i6o,  el  t.  XLVIII,  1920,  p.  i32->o8j. 

(-)  Zur  In/initesimalgeometrie  der  Strahlencongruenzen  and  FInchcn 
(Wiener  Silzungsberichle,  l.  100,2  a,  1891,  p.  158-M9). 

(^)  Les   Variétés  de  /'espace  réglé  {  Les  Presses  universitaires,  Paris,  19^3). 
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si  nous  posons  pour  abréger  :■ 

W)3  =  coi  et  0)21  =  ^'*i- 

Nous  sommes  conduits  à  écrire  : 

0);:;  =  —  v'mi->-  ir'tO:). 

Une  modification  infinitésimale  du  repèie  entraîne  : 

0//  ou' 

—  =  >  e-ii  —  en  —  e,;-,  —r  =  «'22  -+-  Crt  —  '  <'i  1  : 


oir  OU' 


"^      T 

\wu 


?jV  =  l>{  e:,:i —  «22)  +  ^:i2'-         0(>'  —  •''(  ^ï', —  en) 


En  générai,  aucun  des  coefficients  a,  a',  iv.  w'  ne  sera  donc  nul. 
Supposons  qu'il  en  soit  ainsi,  ce  qui  signifie  que  les  deux  nappes 
focales  sont  des  surfaces  non  développables.  Donnons  au  repère  la 
normalisation  intrinsèque  qui  consiste  à  annuler  i-  et  i>\  ce  qui 
annule  e-^o  et  r*, ,.  On  a  donc  alors  : 

Les  droites  r,  et  /',  sont  immobilisées.  11  est  aisé  d'ailleurs  d'avoir 
la  signification  géométrique  de  ces  droites;  en  efiet,  /et  /'i  son! 
deux  tangentes  conjuguées  de  S,,  tandis  que  /•  et  /•',  sont  deux 
tangentes  conjuguées  de  So  (cela  résulte  immédiatement  de  celte 
remarque  que  les  deux  «  directions  de  développables  »  (o,  =  o 
et  0)3=  o  sont  conjuguées  sur  les  deux  nappes  focales).  Les  droites 
;■,  et  r'j  sont  donc  les  «  droites  focales  principales  ».  On  a  d'ailleurs  : 

—  flr^]  (h\^=  u  .iv  .'Ir  \(lr  v\  — (lr\  |  r//',  =//'.  ic' .<//-|  <■//•. 

l'ar  suite,  lorsque  /■  décrit  une  surface  développable,  il  en  est  de 
même  de  z',  et  de  7',. 

Les  com|)lexes  linéaires  tangents  ^' sont  tels  (pie  l'on  a  ^' |^//' =  o. 
Ils  constituent  donc  le  réseau  singulier  : 

y  =  or  -T  pi/-i-l-p',  r\. 
Les  droites  communes  du  réseau  sont  mauile>tement  les  «  rayons 
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ccnliaiix    •  |tiiisqiio 

ï  i  '•  =  T  \'2  =  Y  I  '-,.  =  o. 

On  a  (l'aillctirs 

Y  I  d/\  =  p  w,  -T-  (p'i  iv' —  pi  W  )  0):j. 

Par  siiilc,  y  |  (^//j  <;st  nul  [)oiir  p  =  o  el  p,  :=«'',  o'^  i=  tw  11  existe 
donc  un  complexe  linc-aire  tangent  qui  contient  non  seulement  les 
rayons  centraux  relatifs  à  «,,  rrj,  mais  ceux  relatifs  à  (a,-\-  \a^)^, 
c'est  le  «  complexe  d"accoinpa«>nement  »  (  Beolcitcomplex)  du  pre- 
mier foyer  "',.  On  trou\c  de  même  un  complexe  d'accompagne- 
ment du  deuxième  foyer  -'.j.  Comme  l'on  a 

on  en  dcduil  que  les  rayons  focaux  principaux  sont  conjugués  par 
rapport  à  chacun  des  complexes  d'accompagnement. 

Les  deux  complexes  d^accompagnement  sont  confondus  lorsque 
l'on  a  (vm'=  mv'  on  ).  =  i .  11  est  aisé  de  voir  qu'alors  les  direc- 
tions asymptotiques  des  surfaces  focales  se  correspondent  car  elles 
sont  déterminées  par  les  équations  dilTérentielles 

[(fi  a<>a:ifi-a\  \  =  ii {o)i  1--+-  in  (»:j  i-  =  d 
et 

[«1  </2  </•,(/-«.)  ]    =    u'(  lOi)-  -+-    (l''l   10,  I-  —   O. 

i\ous  retrouvons  ainsi  l'un  des  résultats  obtenus  par  M.  W  adscli  : 
une  con^riicnce  W  admet  pour  chacune  de  ses  génératrices  un 
complexe  Linéaire  qui  contient  les  rayons  centraux  des  deu.r 
foyers  et  des  foyers  infiniment  voisins. 

Il  est  aisé  de  voir  que  le  complexe  double  d'accompagnemcul  ■'„ 
est  osculateur  à  la  congruencc  W.  On  a  en  ellel  : 

Yo  1  d'  r  =  M:,  Yo  I  dr.,  —  (o,  Yo     dr'.,  —  o. 

III.  \ornialisati()/t  jxtrticlte  inl ri nsrcfue  du  repère.  —  Une 
normalisation  inlriiiséipie  du  repère  associé  à  la  génératrice  d'une 
congruencc  W  s  inq)ose  :  celle  qui  égale  à  +1  ou  — i  les  cjuatre 
coefficients  u.  tr,  u\  it'.  Nous  allons  choisir  le  repère  de  manière 
à  avoir  «r^  »!->'  =  I  et  u' =z  \v ^=  —  i.  (Ce  choix  de  la  normalisa- 
tion n'a  d'autre  but  que  de  se  prêter  à  des  l'cmarques  géométriques 
i.i.  i\ 
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(ailes  à  propos  d'éléiuenls  réels.  Ijuc  iionnalisation  plu^  sycué- 
triquf,  mais  équivalente,  consislerait  à  é<>aler  à  -|- 1  les  quatre 
coefficients  intéressés.  ) 

Les  directions  asvniptotiques  en  coirespondaiice  seiont  iour- 
nies  par  (o,  -j-  (O;,  =  oet(o,  —  (03=  o.  Ce  seront  respectivement  : 

r-~>\  il  i-r\.  r — r^  el  /• — /•,. 

lioiiai'cpions  que  les  |)oinls  géométriques  «:,  et  k ;  auront  des  posi- 
tions "  arbitraires  »  respecliv(>menl  sur  /,  et  sur /j  puisque  e^^ 
et  «12  ne  seront  pas  nuls. 

Le  complexe  osculateur  aura  pour  sjnd)ole  *'„  =  /"i  — r\. 

Soient  ///  le  point  de  rencontre  d'une  tangente  asvmptotique 
en  a,  avec  la  droite  /'^  et  n  le  point  de  rencontre  d'une  tangente 
asymptotique  en  (t^^  avec  la  droite  i-,-  ^)'i  peut,  d'une  infinité  de 
manières,  sans  modiliei-  les  positions  géométriques  des  sommets 
du  repère,  choisir  les  symboles  «,  de  façon  qiu'  l'on  ail 

m  =  <(i-T-  ai,.  n  =  (ly-r-  a.^. 

On  pourra  (encore  ensuite  nuiltiplicr  c/j  el  a,  par  un  uième 
coelficKînl,  les  symboles  Oj,  et  a -^  par  un  uièuu-  coefficirni  ;  cette 
modilicalion  des  syudK)les  dj  laisse  {\xc  les  c(jmplr\es  linéaires 
( /•,  H-  K^ '■',)!  ^'^'^'^  montre  que  le  complexe  osctdateiir  esl  déjà  repré- 
s(Mitf  par  son  symbole  noinial  /•,/",.  (îela  rcsnllr  d'ailleurs  de 
ce  fait  que  le  choix  du  repri(î  impose  : 


On  a  donc 

Il      ^ 

Pour  achevcM- la  n(»rmalisation  partielle,  il  faut  réduire  k  à  l'unité. 
Il  siidira,  comme  on  le  vérifie  aisément,  de  poser  : 

avec  a.2  =  ai  y  11 . 

De  ce  qui  précède  résiille  e<aie  remar(pie  intéressante  :  il  existe 
déjà  un  repère  intrinsèque  bien  déterminé  pour  chaque  choix  arbi- 
traire des  positions  géométri((ues  de  rt;(  et  a-,  sur  /i  et  r,,  si  l'on 
s'impose  la  restriction  indifiéreute  \a ^a^ia■.^a■^  =  i. 
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l\  .  Jnva  ri  unis  principaux.  Invariants  de  déjornialion  i>ro- 
jective  de  deuxième  ordre.  —  Après  la  normalisation  précédonle 
on  a 

Ce  sysU'ine  de  IMad  (nilraînc  qiiain'  équations  <jiia«lraliqiic> 
extérieures  : 


[(0|  ((0,1   —    Wj^-f-  (0,J3 (»;•,  )  I    -T-   [t0.t(«O,,2  Wil  )  I 


^=   O. 

=  o. 


I  2  j  , 

[wi  (W32  -H  w.i  )]  -i-  [oj;i(',)|,  —  'ioj22 —  'Oas-H  Jf'Jvv  '  |       =  •'. 

f  r.)i(' 'îtOi,  -t-  (0  22 -f-  '>"-';i:i  —  ''»V,  )  I   -~  I  «"S*^'»:!*^-  ("il  H    ~  "■ 

Par  suite,  les  ciiuj  expressions  cli;  PfaM 

'.1,2 Wvi)        W.ti' -+-  '">■.  1-        ''Ml  —   ''Jjî  ^-  W:i3 —  '■'••l'i!       <'^;!.l '■•'il-        '''iV  —   '''22 

s'expriineul  linéaireinenl  au  moyen  des  expressions  fondamen- 
tales W|  et  O);).  La  seule  Iraustoruialion  finie  permise  au  repère  esi 
définie  par 

rt,=:/t-f/,,  r/2=/iV<2.  rt:j  =/.<?(—  A  af^l.  it,=^Ln^ h'jd^. 

Les  cinq  expressions  de  PfafT  précédentes  et  celles  fondamentales 
sonl    susceptibles  de   transformations.   Tandis  (jue   Wn^  —  (•)  ; ,    et 

(0, ,  —  0)22  +  <'':t:i  —  <•>  ■  1'  ''' I  ^^  ^  :\  sout  invaiianlcs,  on  a 


l   Was —  Wii  —  '.)j, —  (Oji    -  Jiaoji.  oj,;  —  io.>.i  =  lo-,-,  —  (oi..  -(-  7.3(0;. 

Ci)    ;  -  -       . 

]Nous  sommes  ainsi  conduits  à  écrire,  en  désignani   par).,,).2. 
'j.,,  |ji2  des  invariants  et  |)ar  // , .  h-,  des  cocfficienis  variahies  : 

I     '»<  1 1  —  (O22  -r-  ''>.•).)  —  t'Jj  ■,  ;=   ■'  ).  1  (O]  -i-  V.  À2  (O3. 
j  (O32  —  (Oji  =    *./v2CO|     •-  2).)  (O:,, 

'  i)         (  «033 — ''>ii  =  2/»!  (0| -f- ^iJi^Wa. 

(On —  t022  =2[Jli(0i     ~  i./l-tlO.t. 

(O32  -T-  (0.,  —  (  G;/2  -    '  /'î)  <o|  -f-  ((i;xi  —  a/»,  )(03. 

La  normalisation   im|)()séc  an   repère   a    donc   mis  en   évidencf 
quatre  invariants  fondamenlanv  a,.  '/..,^  ;J-i  <'l  [t-i- 
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La  solution  générale  du  système  (2)  exige  six  coelTicienls.  eu 
vertu  des  équations  (4).  Comme  ou  a  .«,  =  4,  Vo^  i,  on  en  déduit 
que  : 

La  congriience^  lapins  générale  dépend  d'une  seule  fonc- 
tion  arbitraire   de   deux   arguments. 

Les  valeurs  numériques  des  invariants  fondamentaux  ),  et  |j. 
associés  aux  différentes  droites  d'une  congruence  AY  arbitraire  ne 
peuvent  donc  manifestement  pas  être  quelconques.  F^es  deux  pre- 
mières équations  (4)  entraînent  d'ailleurs  : 

j     [</À|W|l     -  I  '/>•!!  W;j|   =   'il  ,U.,),2—    \}..Ai)  [0),0):t], 

\       [r/ÀoW,]     4-    l//Àl(0;,J     =    G(lJ.l   À,—     U.2),2)    [10,   (■>;(]. 

Posons  alors  : 

(0)  '/>.x=  >''awi  H-  /aw.-i  (a  =  i.  -i). 

À^  et  Aa  seront  les  inxarianls  dérivés  de  A  puisque  les  valeurs 
de  <iX(,  o)|  et  to;,  sont  indé[)endanles  de  la  façon  dont  on  achève  le 
choix  du  re|)éi<'.  Les  équations  (5)  exigent  : 


(7) 


Il  est  donc  naturel  tle  réserverle  nom  »  d  invariants  principaux  » 
aux  quantités  \{  et  A2,  puisque  |j.i  et  |j.o  sont  imposés  lor>que  ).,, 
A2  et  leurs  dérivés  sontimposés.  l^es  équations  (7)  montrent  qu'en 
particulier  si  les  invariants  ).,  et  À2  sont  égaux  sans  être  nuls,  les 
invariants  jji,  et  [jl^  doivent  aussi  être  égaux. 

On  peut  appeler  jx,  et  ]x^  les  «  invariants  de  déforuuilion  »  car, 
dans  une  application  projeclive  du  deuxième  ordre,  ces  invariants 
ont  les  mêmes  valeurs  numéricpu's  sur  les  droites  eu  correspon- 
dance, puisque  l'on  a  en  particulier  : 

12,  =  f,),j  il■^  —  (03,  iiii  —  tiji  =  ''^r.\  —  "Jn.  --V.  —  ^-n  —  w,;  —  ion. 

D'ailleurs 

(8)  (o'i  =  aa^l  (0)  (t);,|  cl  '•'')= — 2  [JLi  [(•),  (1);,]. 

Ces  deux  équations  moulreul  rimportaïue  du  rôU'  joué  par  Ui 
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et  |J2  'liiiis  le  choix  des  lijçnes  coordonnées,  c'esl-à-dire  dans  le 
choix  des  formes  linéaires  co,  et  tuj  en  f//>,  el  dp-i-  Remarquons  de 
plus  qu'une  déformation  projective  singulière  respecte  les  valeurs 
numériques  des  (juatre  invariants  Xi,  Aj,  <i.|,  'x^,  car  on  doit  avoir 
en  outre 

et,  par  suite, 

lin  —  --i->^  "i:i —  ii;»  =:  Wii  — •  0)2j-f-  (033 —  t»;;. 

\ .  \ornialisalioii  inlrinsi'qdc  dcjinitiie  du  repère.  —  Pour 
avoir  un  repère  dénnilif  il  suflil  (h-  s'imposer  les  positions  des 
points  ij;é()niétrique.s  «;,  et  a,,  c'est-à-dire  qu'il  n'y  a  qu'à  choisir  a 
et  ^  ou,  ce  qui  revient  au  même,  /t,  el/ii.  H  importe  de  remarquer 
que  l'on  peut  cRectuer  une  normalisation  intrinsèque  de  plusieurs 
manières  essentiellement  distinctes.  Ou  j)ourra.  pai- exemple,  grâce 
aux  équations  (3),  s'imposer  : 

f    Wj,  =  O  ou  (0;i  =:   O  1)11  [(■) ;j.>(0|  ]   =  o  fl  |Wi|(i>3l=:0 

(  y  '      i        ' 

(     OU  [(  (033—  (On)  O-d   =   ((oJii—  '.).^j)  M,|    =   O. 

Aussi  convient-il  dans  une  étude  générale  de  se  contenter  de  la 
normalisation  partielle,  celle  complète  devant  s'adapter  aux 
diverses  applications. 

Si  l'on  veut  étudier  les  proj)riétés  de  la  congruence  ch'-crite  par 
la  droite  focale  principale  /,.  il  coiiviendi-a  d'adopter  la  première 
des  normalisations  (9).  Supposons,  en  ellel,  (pie  o),!-,  soit  nulle.  11 
en  résultera  que  le  point  «;,-[- (/«n  sera  situ ('•  dans  le  |)lan  [a,  «;,«,  |  ; 
par  suite  la  droite  /•,  tangente  en  cif  à  ï,  icstera  tangente  en  r/3  à 
une  nappe  foeale  2C:,  ;  donc  a^  sera  en  eoiiicideiiceavec  le  deuxième 
loyer y'3  de  la  (;ongruen(;e  (/'i).  tandis  (pu;  a-,  sera  en  coïncidence 
avec  le  point  i,',  commun  au  plan  langent  à  Ï3  en/,,  el  à  la  droite 
/■',.  De  même  pour  annuler  o^,  il  siiKil  de  prendre  </-,  en  coïnci- 
dence avec  le  foyer^j  de  la  congiuence  1  /',  1  el  a,^  en  coïncidence 
avec  le  point  ^'■■,,  situé  sur  /',,  dans  le  plan  langent  en  /'•,  à  ï,. 

Quan<l     on     désire     eonsidérei-     l'applieahilile     projective     du 
deuxiènu!  ordre,  il  convient  d  adopter  jxxir  le  i(!père  a;  de  la  pre- 
mière  congruence  la  deinière    des    nornialisiilions  (<)),   car  celte 
même  normalisation  complète  esl  alors  imposée  au  re|)ère  A,  de  la 
deuxième  congruence.  Nous  désignerons  p;ir  /// ,  et  /// ,  les  jioinls 
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avec  lesquels  «3   et  a-,  viennent  respectivement  en  coïncidence 
(tans  ces  conditions. 

M  est  évident  que  les  différentes  positions  intrinsèques  de  a-i  et  ci; 
dépendent  uniquement  de  l'une  d'entre  elles  et  des  valeurs  numé- 
riques des  invariants  X, ,  a^,  [Jl,  .  jj^a-  A  ce  propos  il  est  intéressant  de 
remarquer  que  les  rapports  anliarnioniques  ;,=  (/»,  j?:j,  /«s,  «i  ) 
et  ^2=  iS'ii  f'>i  "''o  ^'2)  sont  respectivement  égaux  à 


On  en  déduit  la  signification  d<'s  cas  particuliers  poui-  lesquek  un 
invariant  )>  ou  jj.  est  nul  :  si  )\,  =  o,  /";,  coïncide  avec  g^]  si  ia,  =  o. 
le  segment  ^':t/':j  partage  harmoniquement  le  segment //?:$«)  .  Oi\ 
voit  en  outre  que  dans  le  cas  j)arliculier  pour  lequel  A,  =  X.  (et 
par  suite  \x^  =  [JI2)  «i^  îi  ii  ^=  Ça- 

Donnons  un  exemj)]e  de  (dioix  complet  du  repère.  Imposons- 
nous  tO;,^::^:  O.   Cela  CxigC 

(  î  his )  /' I  =  >I^i  -^  /'  1  ■         l' i  =  >  l^>  +  ^-2 • 

D'ailleurs  on  doit  satisfaii^e  à  la  nouvelle  équation  quadratique 

(■Ahl'.S)  ((.);..2V=   I  (•)i''>',.>J   -t-    I  "■>l"''.-îl  I   =  •>• 

On  est  ainsi  conduit  à  poser 

On  introduit  ainsi  trois  nouveaux  invariants  fondamentaux. 

Une  congruence  W'  possède  donc  sept  in\ari(tnts  projeciifs 
fondarnen  taux. 

\  I.  Caraclcristlqucs  du  complexe  osculaleur.  —  Nous  ailon.- 
trouver  d'autres  propriétés  des  invariants  X,  jjl  en  considérant  la 
fiimille  des  complexes  osculateurs  y,,.  Donnons  au  repère  la  seule 
normalisation  partielle.  iNous  aurons 

,  (  10  )  (l'i^s  =  d/i  —  <//•',  =  (  lo-ii  -f-  (0.,..  )  yo  -f-  (  •■'  '-2  Wi  -+-  '-^  ''  1  W;)  ,1  '■ 

-I-  (  uÀi  '.)i  -+-  2X2(03)  r, . 

Pdiir  immobiliser  r„,  il  faut  annuler  A,  (o,  +  K-^^'^i  ^^  A^oj,  -+-  À|  lOu. 
Il  \  a  donc  trois  cas  à  distinguer.  En  général,  il  faudra  annuler  (.>< 
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fl  t.):,  el  par  suite  dp^  el  dji,-  Dans  le  (■!!>  j)art.i4;ulier  [>oiir  lequel 
A-,  =  ±  \r^  o,  il  suffira  d'annuler  a,  (,>,  -h  >>2''>:t  1  |><n'  suite  le  con»- 
plexe  osoulaleur  ne  dépendra  que  dun  paramètre  aii  lieu  de  deux.. 
Enfm,  dans  le  cas  très  particulier  pour  lequel  Xj  et  X.^  ^^^^^  nuls, 
le  complexe  osculateur  sera  fixe:  comme  la  droite  /'  se  déplace, 
dans  Yu,  il  en  résulte  que  les  droites  de  la  congruence  considérée 
appartiennent  à  un  complexe  linéaire  fixe.  (La  récipro([ue  est  bien 
connue  :  >i  une  congruence  est  formée  des»  droites  communes  à  un 
complexe  linéaire  et  à  un  complexe  ([uelconque,  le  complexe 
linéaire  sera  manlfeslemenl  osculaleur.  >uroscidateur,  .  . .  cl  par 
suite  la  congruence  >era  W.) 

Plaçons-nous  d  abord  dans  le  cas  général.  Les  droilc>' commuiio 
aux  deux  complexes  *'n  et  *'„  -  *■/•'„  doi\enl  rencontrer  le>  didiles  r 
el  /',  (;t  èli*e  >iluées  dans  *'„  ;  (dles  doivent  donc  rencontrer  le> 
trois  droites  /',  /•,,  /', .  La  «  demi-(ptadrique  »  caractéristi^pie  est 
dégénérée;  elle  est  formée  de  lensemble  des  rayons  centraux.  D'où 
le  résultat  suivant  : 

Ufiiscinhle  des  rayons  ceniidux  de  chacune  des  deur  sur- 
faces focales  l'jj  dune  congruence  W  générale  co/istifue  un 
complexe  H^^  cjui  est  enveloppé  par  le  complexe  linéaire  oscul((- 
teur  y„.  C/tatjue  droite  r  de  la  congrue/ieeW  apparticnl  à  li^ 
et  le  point  a^  ffui  est  manifestement  un  foyer  inflexionnel' de  r 
est  un  foyer  inflexionnel  double  ou  triple  parce  que  la  carac- 
téristique de  "„  est  dégénérée  (M. 

Plaçons-nous  mainlenaiil  dans  le  cas  pail  i<  uiiei"  pour  N-ipiel 
Al  =  Àj  =  A.  Nous  aurons  : 

(10///.V)  </y»  =  ''<22 -r-  ('>■,',)  Yo-^ '-'•''•(  "M -^  "■•:()''"■""  '1  )• 

La  congruence  linéaire  earacItTislupie  \  Csi  lormee  |)iu  les 
dioites  qui  sont  siiiié(\s  dans*',,  (;l  (pu  rencontrent  /-!-/,.  I.<s 
directrices  de  e(;lle  congruence  caractéristique  non  spéciale  sont 
donc  les  deux  direclions  asymptotiques  r  + 1\  et  /•-+-/■,.  D'ailleurs 
la  congruence  V  el  par  suite  ses  direcirices  n(;  penveul  dc'peiuhe 
manifeslemeni  i pie  du  paraïuèl  re  de  |t()silion  de  -'„ .  D'où  le  r<''sulta1  : 


(  ")   Vo\r  ma  No4e  :  Complcs  n'nffiis.l.  175,  ii)'^.  P-  ',)\t. 
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Lorsque  le  complexe  oscillateur  d'une  congruence  W  ue 
dépend  que  d'' un  paramètre ^  les  deux  surfaces  focales  ï,  et  ïo 
sont  réglées  et  la  congruence  VV  établit  une  correspondance 
entre  les  droites  de  S,  et  "£,.2.  L'ensemble  des  droites  qui  s'appuient 
sur  des  génératrices  correspondantes  de  ï,  et  i^o»  constitue  un 
complexe  K  qui  est  emeloppé  par  le  complexe  osculateur.  Lés 
deux  foyers  inflexionnels  doubles  du  complexe  ^sont  toujours 
situés  sur  les  nappes  focales. 


SUR  LA  THÉORIE  INVARIANTE  DES  CUBIQUES  PLANES  ; 
l>A.l    M.    P.-C.    Dklkvs. 


.le  vais  indiquer  ici  quelques  propriétés  d'une  forme  mixte. 
cuvarianLe  à  une  forme  cubique  ternaire,  qui  a  été,  je  crois,  peu 
étudiée. 

Soit  F'^-  une  cubique  «générale  du  plan;  à  tout  point  ///  du  plan 
correspond  une  conique  polaire 

(i)  Pi2':--F'-''îm  ou  I'<»'|»J. 

Les  coniques  polaires  de  tous  les  points  du  plan  forment  un 
réseau  linéaire,  que  j'appellerai  le  réseau  polaire.  Il  sera  dans  la 
suite  nécessaire  de  distinguer  entre  les  lieux  de  points,  conique, 
cubique,  etc.,  et  les  enveloppes  de  droites,  que  j'appellerai  sim- 
|)lement  deuxième  classe,  troisième  classe,  etc.  Ainsi  une  conique 
polaire  a  comme  forme  contrevariante  la  deuxième  classe 

Celle-ci   dépend    linéaireuuînt  de  la  deuxième  (dasse   m-,  qui  est 
un  point  doidjle  ;  c'esl  ce  que  nous  indiquerons  par 

Plus  généraleuient,  à  toute  deuxième  classe  7'^  ,  l'opération  M' 
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fera  correspondre  une  deuxit'me  classe 
(il  />(2'r    M'vfî 

(|uc  nous  dirons  polaire  de  la  [)ienîière. 

La  corre^|)ondance  polaire  par  rapport  à  la  cubique  conduit 
également  à  associer  à  une  droite  D  sa  poloconicpic  R^-  .  Si  x  est 
le  point  courant  du  plan,  l'équation  de  celle-ci  est 

yî:  :  l»î  =  -L  I'  3,  I  ,x  ;  F'-*>  I  .V  :  D'--=  R  2'  :  ,r2  =  O. 

Plus  généralement,  nousappellcron.s  po/oco/tifji/('(\'unv  (niiicjne 
S^-'   la  courbe  d'équation 

<  1  )  y-'  ï  S*^'=  R'ï  ;  a:»=  o. 

cl  nous  liaduirons  celle  correspondance  entre  les  <lcux  coniques 
par 

Les  deux  o[)éniteur>  (1>  cl  M'  sont  représentés  s(»u>  la  lorine  sj  ni- 

l)oli(ju<'   |)ar  le  même  covariant    uiixte  \^ai2    dans  la  notation  de 

Caylcv),  du  second  degré  par  ra|)port  aux  coenicienls  de  la  cubique 
et  aux  deux  séi-ies  de  variables  (covarianles  cl  conlrcvariantes). 
Cette  forme  mixte  est  encore  ce  (|ue  Clebs('li  ap|)('lle  un  coiiucx^', 
et  qu'on  désigne  maintenant  sous  le  nom  de  tenseur.  Mais  nous 
distinguerons  ici  les  deux  formes  sous  lesquelles  il  agit,  l'our  les 
calculs,  la  forme  caiionicpic 

|.-3=^       (JS_^       \;._|_       ^V:<_^       1|:. 

avec 

n-aU  H-îî\      wyW    ^?Al 

send>le  la  plus  simple.  On  a  alois 

ce  (pu  montre  (juc  ces  deux  i)p(''ralcur>  >nut  conj us; nés,  c'esl- 
à-dirc  (pic 

(6)  //2' J  S'î' =  «7'»)  ï  U  - 


—  ^214  — 
Iradiiil 

Les  correspondances  entre  conicjues  et  entre  deuxièmes  classes", 
lndic[uées  par  les  opérateurs  <P  et  ^F,  jouissent  de  la  propriélc 
essentielle  d'être  involutives. 

Appliquons  en  effet  4>  aux  six  paires  de  droites  UV,  WH,  UW, 
HV,  UH,  \  ^^  .  qui  sont  six  coniques  linéairement  indépendantes. 
On  obtient 

i>tjv  =  whTJ  wïTv  wn,  - 


*  W  H  E=  UYW  UVH  L V, 

et  les  relations  analof;;ues;  puis,  par  répétition  de  l'opération  $, 


•b'I'  \]  \  s  0  V  W  IJ  V  II  \^  H  U  W  H  V  l]  V  .=  (7  U  V. 

T  étant  l'invariant  du  quatrième  degré  d(î  la  cuhique,  qui  s'annule 
si  la  forme  cubique  est  réductible  à  la  somme  de  trois  cubes,  ce  que 
nous  ne  supposerons  pas  dans  la  suite.  Il  en  est  de  uièmc  pour  une 
quelconque  des  paires  de  droites  indiquées,  donc  pour  une  conique 
quelconque,  c'esl:-à-dire 

(S)  «M>S'2'=tS'î). 

Le  carré  fonctionnel  de  l'opérateur  <!>  est  donc  l'invariant  t:  de 
même  pour  l'opérateur  conjugué  M/.  En  outre,  la  relation  précé- 
dente donne,  si 

De  mènu^ 
entraîne 

ar/'«'-:M>'2). 

Dans  ces  conditions,  la  relation  (^(i )  devient 

(y)  /y2)  \  S(2  ^  ^  M'y  2    ,  «!•  1V2'  -  7'^'  ;  It'^', 

Cl  montre  cpie  l'invariant  linéaire  <t>  ,  U'  de.  <I>  et  W  a  aussi  potir 
valeur  7. 

Nous  pouvons  désormais  donner  les  définitions  suivantes  des 
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poloconiques  et  deuxièmes  classe^  polaiirs,  prises  par  rapport  k  la 
<ul)i<|ue  directrice  F'''  : 

I.  I^a  poloconique  R'-'  d'une  conique  S  -  est  le  lieu  des  points 
(doubles)  dont  la  deuxième  classe  j)olaire  est  apolairt;  à  S^  . 

il.  La  deuxième  classe  polaire  p  -  d'une  deuxième  classe  q  •  est 
l'enveloppe  des  droites  (doubles)  doni  la  poloconique  csfapolairc 
à  q<-''. 

On  voit  que  les  iransloriuations  «I>,  U*  conservent  les  sys(èm<'s 
linéai^'cs  de  coniques  et  deuxièmes  classes,  el  les  relations  d'apo- 
larilé.  Nous  allons  résumer  en  un  tableau,  qwe  nous  justifierons 
ensuite,  les  propriétés  les  plus  remarquables  de  ces  transforma- 
lions.  On  n'oubliei'a  pas  que,  les  transforuialions  étant  involu- 
tives,  ce  tableau  peut  être  lu  dans  les  deux  sens. 

Transforinatinii  <t>. 


1 .  (  l*olo-  )  conique. 

2.  Droite  double. 
.{.    l'aire  de  droites. 

\     Conique     polaire     du     point     //* 

pour  F'3'. 
5.    Conique  I  -'  ou  V  2'. 


I  i'oio-j  conique. 

Conique  iritani-enle  à  la  iiessienne. 

Goniqui-    passant    par   deux   triade- 

de  contacts. 
Conique    polaire   du    poiui    m  pour 

<  ionique  I-    ou  I' 2'. 


'rrtinsforinatioa   M' 


1 .  2"  classe  (polaire  I. 

2.  l'oint  doui)le. 

3.  I*aire  de  points. 

4.  Apolaire  au  résciiu  polaire. 
V).  1''  clas.se  e'-'  ou  c'  '  . 


i'  liasse  (  polaire). 

l*'ornie    tangenlielle    d'une    conique 

du  réseau  polaire, 
^/classe  harmonique  ;>  deux  coniques 

du  réseau  polaire. 
Vp(daire  au  réseau  polaire  de  11'^'. 
■>'  classe  e'*'  on  e  -  . 


j'onr  déuioiilrer  les  pro|)ositions  "2.  .'{  l'I  i  'In  liihleaii  <!'.  iiou,> 
formerons  d'abord  l'équalion  de  la  licssieime  H  '  de  la  ciibiciue  l-'^  , 
Ce  sera  évidemment 


(10) 


3! 


(  F' 3'  I  x  j  F'^o  I  j- 1  F^-''  I  ;r)  3  ir-»  l  .r»  =  o 


exprinuiiil  (pie  la  coiiicpu;  polaire  j>^  -    du  point  ./•  est  décomposée. 
La  conique  i^olaire  d'un  point  ///  par  rapport  à  la  liessienne  auia 
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donc  pour  équalion 


\  (F's'  1  m  \  F(3)  I  u;  f  F'»)  |  ^)  =  H'.»'  {  mx'-  =  o, 


M 


-<1>(F  '  I  m)  =  H'3'  I  m, 

ce  qui  établil  la  proposition  4. 

Représentons,  comme  précédemment,  par  )'  -  la  deuxième 
classe  polaire  du  point  double  x-,  et  soient  D  et  D'  deux  droites. 
En  utilisant  l'identité 


ainsi  que 


-  x'^'5jk'2'eese[H'3"'{;^-»JF13>  \.r. 


(il)     [<I)D2  Î,r2]  [.^D'2ï:r2|  — [<I>DD'îif2]2=[Hi3;  ;  .r^'KFt»'  |^:  01)    , 

([ui  monlre  qu'en  leurs  points  communs  avec  la  hessienue,  les 
coniques  <1>D-  et  <I>D'-  lui  sont  tangentes,  et  que  la  conique  tt>DD' 
passe  par  les  deux  tiiades  de  points  de  conlacl.  On  voit  en  oulre 
(pu'  cette  dernière  conique  recoupe  les  précédentes  sur  la  droite 
polaire  du  point  DD'  par  rapport  à  la  cul)i(pie. 

i^a  proposition  5  du  tableau  <l>  se  rapporte  aux  coni(|ues  inva- 
riantes dans  la  transformation;  celles-ci  se  partagent  en  deux  s>'s- 
lèmes,  que  nous  a|)pelons  les  coniques  I'-'  et  1'-   suivant  que 

(1-2;  <I»    1(2)==-^  y/ÏI(2) 

OU 

(15)  '1'!''^'      _/j|'(2.. 

Pour  les  déterminer,  considért>ns  une  conique  dépendant  linéai- 
rement des  six  formes  indépendantes  UV,  WH,  UW,  HV,  UN,  \ W 
déjà  considérées.  Soit 

r2'  =  £UV  +  rwH  -+-rji\v  h  owy  -;- .  m  -+-  y.\\\. 
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Pour  satisfaire  à  ItKjiialion  (i:>  ),  il  taii(Jra 


/'  = r =  ^ : 


0  LWIl  (JWV         .  VWU  WVII 


Y, 

H VU  HVW 

0 

/. 

[ HVUHW 

Les  coniques  I  -    foiinenl  donc  le  reseau  linéaire 


I  2     .       >.<  \  UVW  UVU  UN     -\-  \  WHL  ^VH^  \N  II  ) 


a(  \  U  WH  UWV  l  W  --  \  H  vu  HVW  HV 


+  v(\  [HVUHW  un    4-  \  VWU  VWH  vw  >, 

les  coeflicienls  a,  u,  v  élant  arbitraires. 

De  même  les  coniques  \-    forment  un  second  réseau  linéaire 


1^^       À'(\  U\WU\nuV-\  WIIU  WHV  WH  ) -^;Ji'(...)^-v7...)• 
Or  on  peut  reconnaître  que  ces  deux  réseaux  linéaires  sont  les 
réseaux  polaires  des  deux  cubiques  A'-''  et  A''^*'  cjui  ont   même 
eajlejenne  que  la  cubique  F  •'  ,  la  cavlevenne  étant,  comme  l'on 
sait,  l'évectant  de  l'invariant  a. 

De  la  même  manière,  la  proposition  5  du  tableau  M"  se  rapporte 
aux  deuxièmes  classes  invariantes  par  la  transformation  U';  là 
encore  il  suffit  d'appliquer  la  transformation  aux  six  points 
doubles  ijv',  WÏï',  LW',  HyMÎh'.  V\v\  pour  trouver  deux 
réseaux  linéaires  de  deuxièmes  classes  invariantes,  à  savoir  : 

e'2'  ^\  (\/WïrÛ  WlW ÏÏV '  —  \  ImN'TJVÎTWÏÏ'  )  ^  -i  (...)  +  v  (...;, 
e'(2)  =  X  (\  WHU  WHV ÏJV*  -^  \  VS^  ÏÏVÏÎWÏÏ'  »  +  ;ji'(.  . .) -h  v'(. . .). 

Ces  deux  réseaux  sont  les  réseaux  de  deiixiéjues  classes  respective- 
mont  apolaires  aux  réseaux  I  ^  et  1'  -  ,  i-omuie  on  le  v»''ri(ie  Ininié- 
diatement.  On  se  rend  facilement  compte  combien  la  connaissance 
de  ces  réseaux  de  conicpies  et  deuxièmes  classes  invariantes  j;uide 
en  quelque  sorte  les  tiuinsformations. 

Ces  transformations  seront,  je  |)ense.  particulièrement  utiles 
|)(>ur  étudier  le  réseau  des  coniqiM.'s  trilanj;entes  à  une  cubique  II  '  , 
considérée  comme  liessiennc'  d'une  autre  cubicpn^  F''.  On  n'obtient 
ici   qu'un    seul    dr^  ces   réseaux,    les   deux   autres  eorrespondani    à 
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(leuv  autres  cubiques  B  ■'  etB'^^  de  même  hessienne.  Les  tangentes 
menées  à  la  courbe  d'un  de  ses  points,  en  pai'liculier.  constituent, 
de  trois  manières  différentes,  deux  de  ces  coniques  dégénérées, 
donc  sont  de  la  forme  (I>D-  et  $0'^,  tandis  que  la  coni([ue  polaire 
du  point  est  de  la  foruie  <1>DD'.  Une  telle  étude  correspond  à  celle 
des  faisceaux  de  coniques  ([uadritangentes  à  une  quarti(jue  donnée, 
comprenant  les  bitangentes  de  la  courbe. 

A  ce  sujet,  on  peut  signaler  qu'une  quartique  ]m)ii\  anl  être  définie 
comme  enveloppe  des  coniques  polaires  des  points  dune  conique 
par  rapport  à  une  cubique  F''  ,  on  peut,  sans  référence  à  cette 
cubique,  la  définir  comme  enveloppe  de  deuxièmes  classes,  formes 
laugentielles  de  coniques  d'un  léseau  linéaire,  qui  sont  apolaires 
à  une  conique  (ixe.  On  voit  ainsi  imuiédialement.  par  exemple, 
que  les  centres  de  six  paires  de  bitangentes  se  trouvent  sur  cette 
conique. 

En  ce  <pii  concei-ne  la  théorie  iu\ariante  des  cubiques,  il  seudjle 
avantageux  d'associer  plus  étroitement  qu'on  ne  le  fait  souvent,  à 
l'étude  d'une  cubique  F^'.  celle  de  la  troisième  classe  contreva- 
riante  ^  ■'  qui  a  pour  réseau  polaire  (tangentiel)  celui  qui  est 
apolaire  au  réseau  (ponctuel)  de  F^  ,  ainsi  que  les  cubi(pies  cova- 
riantes  à  F'"'  qui  ont  même  hessienne  ou  caylejenne  que  cette 
fonne. 

.\ole.  —  Après  avoir  reuiis.  celte  étude,  jai  découxeil  que  les 
liansforinations  <I>  et  W  avaient  été  signalées  et  étudiées  par  Hil- 
hert  (')  et  H. -S.  White  (-),  tandis  que  Gordan  donnait  des  déve- 
loppements invariants  s'y  rapj)ortant.  Mais  ces  études  sont  limitées 
à  celles  des  réseaux  d'autopolo(oni((ues  el  de  deuxiêntes  classes 
autopolaires,  dont  l'origine  est  du  reste  reconnue  par  TI. -S.  White, 
et  aussi  à  l'application  de  <I>  et  ^1'  à  des  courbes  d'ordres  ou  de 
classes  plus  élevés  qui  soient  iu\ariiintes  ou  singulières  pour  ces 
transforuiatious.  Notre  travail  ne  fait  donc  pas  double  euqiloi  avec 
les  articles  cités.  Nous  nous  contenterons  d'ajouter  pour  le  inomenl 
(pi'il  résulte  des  tableaux  <^  et  M'  qu'on  obtient  une  correspon- 
dance entre  [)oints  (doubles)  seulement  pour  les  points  «'onjugués 


(')  Journal  de  Lioinitle,  vol.  4,   'f  .«('•rie,  iî^8S. 

(^)   Trctnsarlion"  nf  the  Americon  ^ffifhenia/ica/  Sorief)'.  vol.  1,  iijdo. 
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dv  h'  •'  qui  flécrivenl  la  licssienue  H  '  et  les  canrspoiidaiices  uuu- 
logiies  entre  droites  de  la  <'aylejeune  par  l'échange  entre  droites 
d'im  couple  invariani  de  tajageaites  à  la  cavlevennc  k^^  . 


SUR  UNE  QUESTION  DE  PROBABILITÉ 
Pm(   m.   .1.    Haa... 

1.  ^r.  Borel  a  déinoutréi  Inlrodiirlioii  ^t'oitK'tiiijue  à  quelques 
théories  physiques,  noi»;  \  )  cjue,  si  des  points  M  sont  distribués 
au  hasard  sur  une  droite  indclinie,  à  raison  dun  point  en  moyenne 
par  unité  de  longueur,  la  probabilité  pour  cpi'il  y  en  ail  n  dans  un 

interxallc  de  louiiiieur  ./•  est  e' ■''  —r  •  Je  me  proposi;  détendre  cette 
^  Il  .  '      ' 

formule  au  cas  où  la  densité  des  points  le  loni;  fie  la  droite  n'est 
pas  uniforme. 

2.  Soit  /\a:)  la  densité  au  point  A,  d  abscisse  x.  Cela  Nc'ut  dire 
que  la  probabilité  pour  qu'il  \  ait  au  moins  uu  poiut  M  dans  le 
seguient  {x,  x  -\-  dx  )  esl  fix  )  dx. 

Il  csl  à  peu  prés  évicb'nl  (juc  la  probabilité  pour  (pi'il  y  en  ait 
plus  d'un  esl  du  second  ordre  |>ar  ra|)port  à  dx.  Démontrons-le 
néanmoins. 

Si  p  esl  son  ordre  infiuitésiu)aK  elle  esl  de  la  foinie  A[dx)P, 
A  étant  une  certaine  fonction  de  ./•.  Considérons  alors,  de  part  et 
d'autre  de  A,  deux  intervalles  infiniment  petits  du  premier  ordre  s 
et  z' .  Vinxr  qu'il  y  ail  au  uioins  deux  points  dans  l'intervalle 
total  î  -f-s',  il  faut  qu'il  n"\  en  ail  pas  dans  z  et  qu'il  y  en  ait  au 
(uoins  deux  dans  e' ;  ou  bien  (ju'il  n'y  en  ail  pas  dans  t'  et  qu'il  y 
en  ail  au  uioins  deux  dans  î;  ou  enfin  (piil  \  eu  ail  au  moins  un 
da!i>.  £  et  au  moin>  un  dans  i  .  On  a  donc; 


i  :r' 


A(  c  ■+-  1)1'  —  .\(  II'  -+■  Z't' }  -r-/''' 

fi 
Ceci  exige  ^  =  2  et  Ton  a  en>uile    V  ^=  ^^  • 

La  probabilité  pour  (ju'il  y  ail   juste   un    poiul  dan>   dx   est,  au 
second  ordre  \n-ifs.,  J\x)  dx. 

\a\  probabilité  pour  qu'il  n'y  eu  ait  aiuiin  est   i  —  f  [x)  dx . 
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3.  Cela  posé,  nous  coinmeiiceious  par  calculer  la  probabilité  Pu 
pour  qu'il  n'y  ait  aucun  point  sur  le  segment  (  o,  x). 

Pour  qu'il  n'y  ait  aucun  point  sur  le  segment  (o,  x-\-dx),  il 
tant  cl  il  suKîl  qu'il  ny  en  ait  pas  sur  le  segment  (  o,  x)^  ni  sur  le 
segment  (x,  x-\-dx).  Dès  lors,  si  nous  admettons,  comme  nous 
l'avons  d'ailleurs  fait  implicitement  tout  à  l'heure,  que  les  proha- 
bilités velaliK'cs  à  des  segments  différents  sont  indépendantes. 


nou.>  avons 

\\\(l\\=  \\\\—J\x)djc 
ou 

d\\,       .   .  J 

d'où 

-f'^f'.r)  d.v 


en  posant 


1=  f  f{x)dx. 


l.  Clierclions  maintenant  la  probabililé  I*,,  pour  qu'il  v  ail 
n  points  sur  le  segment  (o,  .r).  Il  peut  y  avoir  /*  points  sur  le 
segment  (o,  x -\- dx)  de  trois  manières  difFérenles  dont  cliacune 
exclut  les  deux  autres  : 

i"  11  y  a  /i  points  sur  (o,  x)  cl  zéro  sur  (.r,  x  ^  dx)  ;  la  proba- 
bilité correspondante  est  P//[i  —  f{x)dx]; 

:>."  Il  y  a  /<  —  i  points  sur  (o,  x)  et  i  point  sur  {x,  x-\-dx);  la 
probabilité  correspondante  est  P,/_(  f\x)dx; 

.)"  Il  y  a  //  — p  points  sur  (o,  x)  et  p  points  sur  (.r,  x -{- dx). 
p  étant  plus  grand  que  i  ;  la  probabilité  correspondante  est  infi- 
niment petite  du  second  ordre  au  moins  par  rapport  à  dx. 

On  a  donc,  au  second  ordre  [)i'ésj 

!'„  -4-  dVn  =   l'„  I  I  — /<  T  )  clx]  +  !•„_, /,  ./■  )  d.V 


OU 

Posons 


^/P"         I.     r  1.         r 


\\,=  e"'On- 


L'équation  (2)  devient 

'3)  ^'  =  ^^"   '/(-O 
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Coiumc  nous  savons  que  Q(,=  i  et  que  Q„  doit  s'annuler  avec  j", 
dès  que  /*  ^  i ,  on  peut  calculer,  par  des  quadratures  successives, 
toutes  les  fonctions  Q,j.  Ces  quadratures  s'eirectucnt  aisément,  en 
intéj;rant  par  parties.  Mais,  il  est  plus  simple  de  vérifier  a  posle- 
riori  ([ue  la  fonction 

satisfait  à  l'équation  (3)  et  aux  conditions  ci-dessus. 
Nous  avons  donc,  en  délînitive, 

I  I" 
(4)  P„=e-'  — . 

n  ; 

\Ç'est  bien  la  formule  de  M.  Borel,  la  longueur  x  de  i iiilcr- 
valle  devant  être  simplement  remplacée  par  la  valeur  probable 
du  nombre  de  points  situés  dans  cet  intervalle.  Celte  valeur 
probable  est,  en  elTet, 

^mà        "  jLu  {n  --  i)! 

n  = 1  n  —  l 

t 

o.  \  oici  maintenant  une  autre  mélliode,  (pii  a  l'avantaj^e  de 
s'applifjuer  à  des  points  répartis  dans  un  espace  à  un  nombre 
quelcon'jue  de  dimensions.  Pour  simplifier,  nous  supposerons 
seulement  trois  dimensions  et  nous  appellerons  / (.r,  y.,  'z)  la 
densité  au  point  A(a7,^,  s),  ce  qui  signifie  que  la  pi'obabilité  pour 
qu'il  y  ait  au  moins  un  point  dans  un  volume  dY  entourant  A 
est/(.r,  j,  ::)^V. 

Appelons  encore  P,,  la  probabilité  pour  qu'il  y  ait  juste  n  points 
dans  un  volume  donné  V^  et  commençons  toujours  |)ar  calculer  Pq. 

Partag(^ons  V  en  volumes  inlinimcnt  petits  c,.  (_.,  ...,  v,„.  I.a 
probabilité  pour  qu'il  n'y  ait  aucun  [)oinl  <laM>  aucun  de  ces 
volumes  est 

(\  — /l''l)  (^—.U^i)---(\  —fm^'m). 

Son  logaritliuie  est,  au  second  ordre  près, 

—  (/l  «'1  -r/î  Ci  -(-...  4-  /„,  <•„,). 

Lorsque   les   volumes   élémentaires    tendent   vers  zéro,   la  somme 

LI.  1 ') 
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entre  parenthèses  tend  vers  l'intégrale  triple 

(5)  l=J  f  f/(x,y,z)dV. 

11  s'ensuit  que 

(•6)  P«=e-'. 

6.  Cherchons  maintenant  la  relation  entre  P^  et  P^-i-  Parmi 
boutes  les  répartitions  possibles  de  points  M  dans  l'espace,  appelons 
répartitions  de  la  classe  C,  celles  pour  lesquelles  il  y  a  un  point 
dans  le  volume  élémentaire  r^  et  n  —  i  points  dans  la  portion  de  V 
extérieure  à  r/.  Appelons  répartition  de  la  classe  C  toute  réparti- 
lion  pour  laquelle  il  j  a  n  jioints  dans  Y. 

Si  une  répartition  est  de  la  classe  C,  elle  appartient  à  la  fois 
à  n  classes  C/,  sauf  si  plusieurs  points  se  trouvaient  être  dans  un 
même  volume  élémentaire.  Mais,  cette  dernière  circonstance  a  une 
probabilité  infiniment  j)etite  du  second  ordre  au  moins,  si  les 
volumes  c/  sont  infiniment  petits  du  premier  ordre.  Tl  suit  de  là 
que  l'on  a,  au  second  ordre  près, 

(7)  nV„  =  pf-^p-i-h..  .-^Pm, 

en  appelant  />i  la  probabilité  pour  qu'une  répartition  appartienne 
à  la  classe  C/.  Or, 

(8)  Pi  =  f,i'i'Pn-U 

en  renq^laçant  la  probabilité  j)our  qu'il  y  ait  /i  —  i  points  dans 
V  —  ('/,  par  la  probabilité  pour  qu'il  j  ail  //  —  i  points  dans  V,  ce 
qui  n'entraîne  qu'une  erreur  du  second  ordre  sur^/.  Portant  (8) 
dans  (^),  il  vient,  toujours  au  second  ordre  près, 

A  la  limite,  quand  les  volumes  élémentaires  tondent  vers  zéro, 
on  a 

Telle  est  la  relation  de  récurrence  cherchée.  On  en  déduit 
immédiatement 

I"  1  I' 
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On  retrouve  encore  une  fois  la  formule  de  M.  Borel,  où  I  désigne 
toujours  la  valeur  probable  du  nombre  de  points  situés  dans  V. 

7.  A  litre  de  vérideation,  on  peut  faire  le  raisonnement  suivant  : 
Partageons  \'  en  m  volumes  quelconques  i( ,  to,  ...,  v,n-  Pour 
qu'une  répartition  appartienne  à  la  classe  C,  il  faut  et  il  suffit 
qu'elle  ait  «<  points  dans  V,,  «a  points  dans  r^,  ...,«/,,  points 
dans  r„,,  avec 

Or,  la  probabilité  d'une  telle  répartition  est 

I    f"'        I    V-  1      F""'  I     I"'  f"'       !""> 

«-'.  1±.  e-'-  liL  .  .  ,  ,-'".  hL_  ^  e-'     '',  '^•••'"',, 
ail  rt,  :  a,„!  «lia»  !...«,„! 

en  posant 

La  probabilité  totale  pour  qu'une  répartition  appartienne  ù  la 
classe  C  est 


la  sommation  étant  étendue  à  toutes  les  valeurs  possibles  des  ai 
satisfaisant  à  (lo).  En  comparant  avec  (ç)),  on  obtient  la  formule  bien 
connue  qui  donne  le  développement  de  di  -h  Ij-}-. .  •  +  !/«)". 


SUR  UNE   CONDITION   DE  MINIMUM 

NÉCESSAIRE   POUR  LES   SOLUTIONS   ANGULEUSES 

DANS  LE   CALCUL   DES  VARIATIONS, 

l*vn    iM.    A.    \\K/.\\s.\^/^. 
(Tillis). 

Introduction. 

1.  Considérons  le  problt-ine  fondamcnlid  du  cidciildcs  \aiiiitions 
qui  peut  être  formulé  ainsi  : 

Ti-ouver  un  extremum  relatif  de  riiil<'':;ialc 


=  /      1"(^5  yi  ■^■' ■<  y'  )  ''^ 
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dans  le  champ  loiictionnel  des  courbes  admissibles  qui  joignent  les 
deux  points  donnés  P,  (Xf,  yt)  et  P.^  {.r-.,  y-»)- 

La  fonction  F  de  quatre  variables  x,  y,  x' ^  y'  est  continue  ainsi 
que  ses  dérivées  jusqu'à  celles  du  troisième  ordre  lorsque  le  point 
{oc^  y)  reste  dans  une  région  R  du  plan  et  pour  tout  sjslènic  des 
valeurs  finies  de  x' ^  y'  tel  que  x'--\-y'-  y^  o.  En  outre,  elle  vérifie 
la  condition  connue  de  l'homogénéité 

F  =  ^'F.,-+yiv. 

Généralement  ce  problème  admet  des  extrémales  de  deux 
espèces  :  ou  on  a  des  extrémales  à  tangentes  continues  ou  l)ien  des 
extrémales  angulaires. 

Tous  les  éléments  linéaires  des  extrémales  des  deux  espèces  véri- 
fient l'équation  différentielle  d'Euler 

^xy  —  F.r..'  +  ^\{x' y"  —y  x")  ^  o, 

mais  néanmoins  entre  ces  deux  espèces  d'exlrémalcs  nous  trouvons 
une  différence  esssenlielle.  Tandis  que  le  choix  du  j)oint  initial  sur 
l'extréniale  de  la  première  espèce  n'influe  pas  sur  l'extremum  de 
l'intégrale  ],  l'extréniale  angulaire  peut  rendie  minimum  l'inté- 
grale I  à  la  seule  condition  que  le  point  initial  I^(:r,,  j)',)  se 
trouve  à  droite  du  point  Eo  de  Carathéodory  ('). 

Si  par  £'0  nous  indiquons  la  valeur  du  paramètre  t  pour  le  point  Eo 
et  par  <,  celle  du  point  initial,  la  condition  précédente  peut  être 
énoncée  par  l'inégalité  suivante  : 

Tout  naturellement  se  pose  maintenant  la  question  :  Quelle  est 
la  cause  de  la  différence,  que  nous  avons  indiquée  entre  les  extré- 
males des  deux  espèces? 

Supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  l'extréniale  de  deuxième 
espèce  ait  un  seul  point  anguleux  Ko(^n,  jko)-  Si  P^^i"  ^05  Yo  ^^ 
xi,  _)'o  nous  indiquons  les  valeurs  des  dérivées  x\  y  à  gauche  et  à 
droite  au  point  Kq  (.ro,  J'o),  alors  les  deux  éléments  linéaires  du 
point  anguleux  satisfont  aux  conditions  de  Weierstrass-Erdmann 

j   I\c'(-^o.  Jo,  .r'u,  /o)  =  I^-(^o,  ro.  -^o'  yo), 
(   Fj.-(^o,  J-0,  ■^•'1.  yo^  =  f^'(''fo,  roi  ^0'  j'o)- 


(0 


(')   Ueber  die  discontinucrliche  Losungcn  in  der  i'ariation.srec/iniing  {Thèse, 
GoUingue,  190 '|  ). 
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Il  est  aisé  de  \oir  maiiitenanl  ({iie  la  cause  de  la  diflérence  entre 
les  extrémales  des  deux  espèces  doit  être  clierchée  dans  les  deux 
conditions  précédentes  auxquelles  satisfont  les  éléments  linéaires 
du  point  angulaire  outre  celle  d'Eulcr. 

Le  but  du  présent  travail  est  de  démontrer  luimédialement  de 
quelle  manière  l'apparition  des  deux  nouvelles  conditions  peut 
limiter,  pour  l'extrémale  angulaire,  le  libre  choix  du  point  initial 
qui  a  lieu  pour  l'extrémale  à  tangente  continue. 

2.  11  ne  sera  question  dans  la  suite  rpie  de  la  première  des  deux 
extréma  :  minima  et  maxima. 

En  outre  nous  admettons  que  les  conditions  de  Legendre  et  de 
Jacobi  pour  les  arcs  P,  K^  et  K„  P^  : 

I^  >  o,        Vi  >  o, 

'o   ~-~  'l         '»)  '«  '^  'ï  '^  'o 

soient  vérifiées  au  sens  strict  ;  fç,  et  /„  étant  les  valeurs  du  paramétre  t 
pour  les  foyers  Kj,  et  Rj  conjugués  du  point  Rq  sur  les  arcs  P,  Rq 
et  Rq  P2  respectiveuient.  F,  est  définie  par  les  équations  suivantes  : 


L.V.    DKlilVKI-:     l)K    1'^    rOCTION     DANS    LE    CHAMP. 

3.  Formules  préliminaires.  — Soit 

(3)  x  =  x{t,'x),         y=y(t,%) 

un  faisceau  d'extrémales  à  tangente  continue  quelconque  pour  le 
problème  donné.  Dans  le  domaine  du  cliauip  de  courbes  de  ce  tais- 
ceau,  le  déterminant  fonctionnel 

est  différent  de  zéro  et  par  consé(|uent  les  équations  (3)  seront 
résolubles  sans  ambiguïté  par  rapport  aux  t  et  a  tant  que  le  point 
[x,y)  restera  dans  ce  clianip. 
Soient 

(4)  <  =  <(^,r).         a=ï(-r,7) 
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ces  solutions.  Alors  nous  avons 


(5; 


ôt 

âx 

dt               Xx 

dx 
Ox 

_    y' 

A  ' 

Ox         x' 
^  ^  Â"' 

OÙ  par  l'accent  nous  notons  la  dérivation  par  rapport  à  t.  D'après 
les  équations  (3)  et  (4)  les  dérivées  x\  y'  sont  des  fonctions  de  x 
ei y  bien  définies  dans  tout  le  champ. 

En  tenant  compte  des  formules  (5),  nous  aurons  pour  les  dérivées 
de  x'  ei  y'  les  expressions  suivantes  : 


dx'        x"  Xx  —  oc'af' 

Ox' 

ày 
ày' 
ày 

x"  XrjL  -+-  t'x  x' 

dx                     A 

^y'  _  y"  yoL  — .ra.r' 

A 

—  y"  .^a  -+-  -r'x  ^' 

ux                     A 

A 

De  ces  quatre  formules  on  déduira  immédiatement 

,  Ot'  ,  Oy'        y' A'  —  >'"  A 

y x'  -^  =  -^ , 

^    Ox  dx  A 

,„■  ]      ,  dx'  ,  Oy'        .r"  A  —  x' \' 

^^)  \yj::—^7^= 1 ' 


<^y              ày 

Ox'       Oy' 

Ox     ôy 

A' 

formules  qui  vont  être  utiles. 

4.   Nous   nous   proposons   maintenant   de    trouver  les   dérivées 
partielles  de  F^.-  et  P\.  dans  le  domaine  du  champ. 
D'après  (2)  on  a 

'^l'V'         ,,.  ,       ,/    ,àx'  ,  dy'\ 

à^\>'        ,,  ,/    ,  Ox'  ,  Oy'\  ,^ 


ày    -''''       M-^  ày        "^  Oy) 


Moyennant  les  formules  (G)  et  les  notations  de  Weierstrass 

L  =  F^..,  -y  y  F,,      M  =  F.ry  -Hy  x"  f,  =  f,-^  h-  x'y  f„ 

N       =       '\^y>y     —     x'    x"     F), 
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on  lire 

—. —  =  L  -f-  r  -  !■  1  —  > 

-5 —  =  M  —  X  y  l  X  —  , 

'^  >^F.        ^,  _,,    A' 

d.r  A 

formules  qui  joiicnl  le  rôle  très  important  dans  le  calcul  des  varia- 
tions (formules  de  Dresden). 


5.  Passons  à  la  fin  à  la  recherche  de  la  dérivée  de  E  fonction  de 
VVeierstrass  prise  suivant  une  courbe  donnée  dans  le  champ. 
Soit 

x  =  x[-.),        j^j^i-.) 

une  courbe  quelconque  située  dans  le  champ.  Considérons  E  fonc- 
tion de  Weierstrass  prise  le  long  de  cette  courbe 

Cherchons  -r--  On  a 

En  tenant  compte  des  expressions  des  dérivées  partielles  de  F,. 
et  F^.,  nous  pouvons  écrire  l'équation  i)récédenle  de  la  manière 
suivante  : 

^  ^  r:i'2  +  .^  Yi  xy  ^  Nj'î  -  L  x'2  -  ;.  M  x'y—  N  J'î 

-  {y'x'  -  le' y  y  1' 1  y  ^-  (  F^ F,  ,)x"^{  Vy—  Vy  )  y. 

Notons  maintenant 

I  -  I.  =  Z,       M  -  M  =  .')IL,       N  —  N  =  -X.. 
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Alors  on  aura 


(8)  -^  =  £:p'2+2  01l:ry-l-  ;)by2— (yar'— ^'j')"-!"!  X 

+  (f.,.-f,,)::^"+(f,..-f,.)?, 


dC 


c'est  ce  que  nous  voulions  chercher. 

La  formule  générale  (8)  établit  que  la  dérivée  ^  dépend  du 
foyer  du  faisceau  d'exlrémales  et  celte  propriété  de  E  fonction  va 
jouer  le  rôle  important  dans  quelques  questions  du  calcul  des 
variations. 

Nous  allons  maintenant  faire  usage  de  la  formule  (8)  pour  la 
résolution  de  la  question  fondamentale  du  présent  travail. 

Développement   de  E  fonction. 
6.   Soit  jiour  le  problème  donné  PiKqPî  l'exlrémale    angulaire 

Fig.  I. 
P' 


qui  joint  les  deux  points  donnés  P,  (:r, ,  i',  )  elV^ix^,  y-^)  {/<§'■  ')■ 
Soient 

x==x(j),       r^j'(0,       h^fîto 

l'écpialion  de  la  branche  P,  Ko  et 
l'écjuallon  de  l'autre  branche. 
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Du  |)()iiil  P,  menons  un  faisceau  dcxliéniales  qui  conlieul  la 
ligne  donnée  P|  Ky. 

Comme  le  point  Kq  n'est  pas  le  foyer  conjugué  du  point  P, 
cha(jue  ligne  de  ce  faisceau  coupe  l'extrémale  KqPs  et  son  prolon- 
gement à  gauche  P'Ko  en  un  seul  point. 

Soient 

(a)  x=z{t,(x),         y='l((,')L) 

les  équations  de  ce  faisceau  et  a  =  Xq  la  valeur  du  j)arauièlrr  a 
pour  l'extrémale  P|  K,). 

l'renons  maintenant  sur  la  ligne  l^'Po  deux  points  H  et  B  voi- 
sins de  Ko  et  situés  à  gauche  et  à  droite  du  point  Kq  respecti- 
vement. 

Désignons  la  valeur  du  paramètre  t  jxmr  B  par  To  —  £  et  celle 
de  B'  par  Tq  +  e';  £  et  z'  sont  positives. 

Considérons  deux  lignes  anguleuses  P,B1*2  et  PiB'Po  comj)o- 
sées  res[)ectivement  des  lignes  P,  Bet  P,  B'  de  notre  faisceau  et  des 
arcsBP,  etB'P,  de  P'P,. 

11  est  évident  que  l'ensemble  (a)  forme  le  champ  et  par  consé- 
(juent,  d'a[)rès  le  théorème  de  Weierstrass,  on  a 

Al(ii)=  Ip.itp,—  h',K„i>,  =    /        o(x)(/-:v, 

OÙ  par  i! {')  nous  désignons  la  valeur  suivante  de  E  fonction 

C{-)  =  e(x(-),  J-(-)\     x',  y-     x'(-),  J'(-))v, 

x'  cl  }'  étant  les  fonctions  de  x  cl  y  définies  par  le  faisceau  (a) 
comme  au  n"  3. 

Quant  à  la  différence 

^1(11',  =  Ip,  Il  l'j —  I|',K„I',, 

on  peut  l'écrire 

■^  '  If,  =  —  (  I|',K„-t-   Ik„II  —  h',  11) 

et  alors,  d'a[)rès  le  même  théorème  <le  \\  ei(;rstrass,  on  a 
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Mais  pour  le  nilnimum  il  est  nécessaire  que 

AIjB,>o,        AI,it)>o, 

et  par  conséquent  /       l'{-)ch  doit  être  positive  et  /  ^\~)"~ 

négative  aussi  petits  que  soient  t  et  s'. 

Ainsi  nous  trouvons  comme  condition  nécessaire  la  condition 
suivante  : 

Lexlrcmalc  angulaire  l^Kol^,  pour  laquelle  les  conditions 
de  Legendre  et  de  Jacobi  sont  vérifiées^  peut  fournir  un  mini- 
mum pour  r intégrale  si^  en  faisant  passer  t  par  la  valeur  t,» 
en  croissant^  la  fonction  c{~)  passe  du  positif  au  négatij. 

On  conclut  de  là,  en  outre,  que  C{-)  s'annule  pour  t  =  ":(,,  c'est 
ce  que  l'on  voit  immédiatement  d'après  les  conditions  (i). 

7.  Développons  maintenant  la  fonction  «1(t)  dans  le  domaine 
de  ~  =  Tq  pour  savoir  dans  quel  cas  la  condition  de  mininnuu 
mentionnée  tout  à  l'heure  peut  être  vérifiée.  Pour  cela  reportons- 
nous  à  la  formule  (8)  du  n°  5. 

Pour  notre  faisceau  d'après  cette  formule  nous  avons 

-^  =  £x'-^-^  2  ,')H  t'y'  -+-  Db7'2  —  {y\t  —  x'  'i^  iYY  ^- 
+  (F,.-F.,.0^"-i-(Fv'-F,.)?'. 

Soit  (■)(/,  t)  l'intégrale  de  l'équation  de  Jacohi  qui  s'annule 
pour  ^  =  t.  Dès  lors 

©('/,/,)  =  CA  (7, a).  0/ (/,/,)  =  CA'i/.a). 

D'après  cela  la  formule  [)récédente  pcul  s'écrire  ainsi  : 

■^  =  Lx'-  +  i.^\Lx  y  -H  ^)<^v^~{y  ^i—x  <l//jM',  ^  ^^   ^^  . 

+  (F,,.-IV)i"+(lV-F.')?'- 

Supposons  maintenant  dans  celle  équation  l  =  tQ.  En  posant 
■Co,  '^li^oi  -^^^0  l<^s  valeurs  de  J^,  -Tl,  iK.  en  ce  point  et  en  tenant 
compte  de  la  condition  de  Weierstrass-Erdmann  on  aura  le  déve- 
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loppement  siiivaul  : 

K  étant  une  foncnlon  dont  il  est  inutile  d'écrire  l'expression  déve- 
loppée, mais  cjni  conserve  une  valeui-  (inic  dans  le  voisinage  du 
point  T  =  Ty. 

Tel  est  le  développement  de  }\  fond  ion  cpii  \a  nous  donner  la 
résolution  complète  de  la  question  du  problème.  En  elTet,  faisons 
passer  -r  par  la  valeur  To  en  croissant,  alors  d'après  ce  développe- 
ment on  déduit  que  la  fonction  »^(t)  passe  du  positif  au  négatif  si 

(9)  £o^o-'  +  2 D\io-r\J'^ -+-  OboJ^ir  -  (y[r ^0 "  -^-^ro )' i^  ^^/^y,  <  o-  . 

Considérons  maintenant  la  fonction 

Comme  le  rapport 

(^roît  avec  t,  la  fonction  H'(t)  décroît  en  même  temps  que  t  croît. 
Soit  t  =  Aq  la  valeur  de  t  pour  laquelle 

(  l  O  )      £û  ^ir  -+-  i  ^y^  0  ^'o  Jo  -^   ^t^Oj'o-  —  (r  0  -^0  —  -^0  JO  )'  I"  1    QUo\o)    ^  ^' 

Alors  l'inégalité  (9)  nous  permet  d'énoncer  la  proposition  sui- 
vante : 

La  condition  nécessaire  pour  le  inininiuni  est  que  ta  valeur 
du  paramètre  t  correspondant  au  point  initial  vérifie  l'inéga- 
lité s  a  ii' a  nie  : 

(II)  ti^h^. 

Donc  nous  avons  lfoii\c  la  cause  grâce,  à  laquelle  les  ilcux 
conditions  fondamentales  ont  limit(';  le  libr(,'  clioiv  du  point  initiid 
qui  a  lieu  pour  rextremum  ordinaire. 

Passons  maintenant  à  la  construction  géomélrique  du  point  IIq. 
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8.  Tout  dabord  nous  allons  montrer  qu'il  existe  un  faisceau 
entourant  P|  K,,  et  composé  d'extrémales  pour  lesquelles  E  fonc- 
tion de  Weierstrass  prise  le  long  de  P' Pa  soit  identiquement  nulle. 

En  effet.  Soient  2r  l'angle  qui  fait  avec  l'axe  des  x  la  tangente  à 

l'extrémale  de  notre  faisceau  au  point  [^^(t),  J'(~)J  de  la  ligne 
P'Pa,  et  .^0  la  valeur  de  S?  correspondant  à  l'extrémale  PiK,,.  Si 
donc  E  fonction  prise  le  long  de  P'P2  doit  être  identiquement 
nulle  on  aura 

(12)     F  (^^-),/(t),  ^7^),y(-))  —  ^•'(- »F.r'(^(-),3'(~).  cos2?,  sin2r) 
—  y  {')^y\x  {■'■),y  '^-)>  cos2r,  siiiSr)  =  o. 

Alors  le  faisceau  en  c[uestion  existe  toujours  s'il  est  possible  de 
résoudre  la  dernière  équation  par  rapport  à  .37. 

•  Mais  celle  équation  est  vérifiée  pour  ."Bf^.rJy,  t^t,,.  La 
dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  2r  est 

—  .r'(-)(—  F.t.',,.'siii^+  F.,.',' cosSj— j^'(-:)(—  F,.<.r'siii  f-î  +  Fv'y'C0s2r), 

ce  qui  conduit,  d'après  les  formules  (2),  à  la  relation 

\x\\)  sinS?  — y' (J-)  cosSr)  F,. 

Mais  la  dernière  expression  est  différente  de  zéro  pour-:  =  To, 
."Sr  =  .37o  et  par  conséquent  on  peut  résoudre  léqualion  (12)  par 
rapport  à  '^  dans  le  domaine  du  point  t  =  To,  ISr  =  ."^o-  Soit 

cette  solution. 

L'ensemble  des  extrémales,  menées  par  chaque  point  de  ligne 
P'Pa  dans  la  direction  correspondante  qui  fait  l'angle  2f(T)  avec 
l'axe  des  j?,  forme  un  faisceau  à  un  seul  paramètre.  Ce  faisceau 
contient  la  ligne  P,  K,,. 

Soient 

(X)  ^=t(/,X),         y  =  r,{tX) 

les  équations  de  ce  faisceau  el  X  =  ^o  la  valeur  du  paramètre  ). 
pour  l'extrémale  PjK^.  Nous  allons  maintenant  démontrer  le 
théorème  suivant  : 

TiiÉORkME.  —  Le  point  IIo(/<o)  ^sl  le  foyer  du  faisceau  (X) 
sur  Vextrémale  P(  Kq. 
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En  effet,  comme  E  fonction  d^  Wcierstrass  prise  le  lonj;  de  P  P^ 
est  identiquement  nulle  dans  le  faisceau,  c'est-à-dire 

K{x(-),,y(-);x\y;x'{-.),y(-.))  =  o, 

alors  la   déri\ée  de  E  fonction   par   lapporl  à  -  s'annulera   aussi 
identiquement. 

En  tenant  compte  de  la  fornuile  fonilamenlale  (8)  on  aura  donc 


(  1 3  )  £ x'2  +.  '2  dvl  .T'y -I-  DLy-^  -  (y'zc  -  .r' -^.z  ) n- ,  ^ 


,  A' 

-H  (  F.,. -  \\, ■  )  x" -+-  f  F,.  -  F , . ) y  =  o. 
Posons  maintenant  7  =  -:,,.  L'identité  (i3  )  nous  donne  alors 

où  r„,  -'>Ho?  "^^0  ont  les  mêmes  valeurs  qu'au  n"  7.  De  la  coni|>a- 
raison  de  cette  équation  avec  (i3)  nous  obtenons 

A(/(„Xo)  0(^0,  /'o/ 

Mais  le  rappoi  t 

va  constamment  en  croissant  lorsque  t  varie  de  f'^  jusqu'à  ^„.  Par 
conséquent  l'équation 

admet  un  seul  zéro  t  =  Iiq  dans  l'intervalle  t'^^^f^to,  c'est  ce  qui 
démontre  que  IIo(/j„)  est  le  fojer  du  faisceau  (X)  sur  l'exlré- 
male  I*,  Kq. 

9.  Cette  interprétation  géouiétrique  permet  de  démontrer  d'une 
manière  purement  géométrique  la  nécessité  de  la  condition  (i  i). 

Admettons  que  le  point  initial  P,  de  l'exlréuiale  P|K„  se  trouve 
à  gauche  du  point  Ily.  Menons  par  le  point  [*,  dans  le  voisinage 
de  P|  K„  une  extrémale  quelconque  et  soil  B  le  point  où  cette 
extrémale  coupe  la  ligne  P'P^  (A^-  a)- 
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jNous  allons  montrer  que 

Ip,;«BPs<  Ip,  K„P.,- 

Pour  cela,  soit  AB  l'exlrémale  spéciale  du  faisceau  (X)  qui  passe 
par  le  même  point  B  et  A  soit  son  point  de  contact  avec  l'enveloppe 


Fig.    2. 


i 


de  la  famille  ().).  Comme  il  est  certain,  d'après  la  signification 
géométrique  du  foyer,  Ho(/<o)  est  le  point  de  contact  de  Textré- 
male  P)  Kg  avec  la  même  enveloppe. 
D'après  la  nature  du  faisceau,  on  a 


Mai; 


fp,!!,,-!-   f|I„A-t-  lAB-t-  Ilili,, —  •p,II„K„=  O. 
Jp,  wl!<  U',  ll„+  lll„\-!-  IaI! 


et  par  conséquent 
d'où  vient 


Ip,  «ilt+  J|lKa<  'p,iii,K„ 
U\m  RP.  <  I|'|  Ko"*. 

c'est  ce  que  démontre  notre  proposition. 

10.  11  ne  nous  reste  plus  maintenant  qu'à  comparer  le  foyer  Ho 
avec  celui  de  Carathéodory. 

Entourons  l'extrémale  angulaire  P,K„l\.du  faisceau  d'exlré- 
males  angidaires  (')  dépendant  d'un  paramètre  unique,  que  nous 
obtiendrons  en  faisant  décrire  au  point  anguleux  Ky  l'arc  P'p2-  Le 
foyer  de  ce  faisceau  sur  l'extrémale  P|  Kq  est  E^. 

Mais  le  long  de  chaque  courixî  des  sommets  (Knickpuuktskuive) 

(')  Carathkodouy  (Thèse  ciloe  plus  liaul  ),  §  9,  p.  jS  à  3i.  Ou  sait  {loc.  cit.) 
«|u"à  tout  point  K,  voisin  tic  Kj,  correspond  une  exliénialc  bien  délcrniincc 
avant  K  pour  point  anguleux  cl  \(>i>ine  «le  P^K,,!';. 
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K  fonction  (Je  Weierslrass  est  identiquement  nulle,  c'esl-à-dire 

où  x',  y'  sont  les  dérivées  à  gauche  et  x',  )'  celles  à  droite  pour 
rexlréinale  angulaire  en  un  point  quelconque  M  (.r,>')  de  la  courbe 
des  sommets. 

En  appelant  T  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe 
<les  sommets  en  M(j7,  )-),  on  déduira  de  l'équation  (  i4) 

^")  "     à^- --^^      ^^}^— 


x   -^ : -'  -I-  y   — ^— i- ■—!-      r  =  o. 

L  ày  -^  àj  ] 


Dans  le  cas  où  la  courbe  des  sommets  est  I*  P^,,  on  a 

et  par  conséquent  l'équation  (  i5  )  nous  donne  alors 

-,.,<;  (F,- -F,-)         -,-,,;  (F, -F.,.)      _,;(?,.- F,.) 

()x  ^  ()y  ^  ôy 

Posons  maintenant  -  =  To-  Alors  de  la  dernière  identité  d"a[)iès  les 
formuies  (-),  on  déduit 

ce  crue  nous  pouvons  écrire  de  la  manière  suivante  : 


que  nous  [ 


L 


-.'  ^'      -■   j  ^•.  I.'  ^<('o.^o) 


"(  '0)  ^0  j 

La  comparaison  de  cette  équation  avec  (i3)  nous  conduit  à  1  éga- 
lité suivante  : 

e/j^oj_M  ^  e^  (  ^,.  e„  ) 

On  a  donc  comme  auparavant 

Nous  concluons  dès  lors  que  le  fover  II,,  cl  le  poinl   !•]„  de  (lara- 
théodorj  sont  identiques. 
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Note  de  la  Rédaction.  —  Cette  dernière  conclusion  de  l'auteur 
surprendra  au  premier  abord.  Eu  elFet,  le  loyer  Ey  de  M.  Cara- 
tliéodorj  est  obtenu  à  l'aide  d'une  famille  d'extrémales  données 
par  leurs  points  aujj^uleux,  ceux-ci  étant  supposés  décrire  une 
courbe  donnée  en  l'espèce  PPa-  Les  directions  des  tangentes  à 
ces  courbes  en  chaque  point  B  de  P' [\  sont  absolument  déter- 
minées, à  savoir  données  par  les  conditions  de  Weierstrass- 
Erdmann,  et  la  direction  considérée  jiar  l'auteur  en  B  est  difFérenle 
des  précédentes. 

'  Si  l'on  appelle  F'  la  figurative  au  p(jint  B,  les  directions  de 
]M.  Caiathéodory  correspondent  aux  points  de  contact  d'une  tan- 
gente double  à  cette  courbe,  tandis  que  la  direction  de  M.  Raz- 
madzé  est  (c'est  l'interprétaLion  que  l'on  peut  donner  au  para- 
graphe 8  de  son  Mémoire)  déduite  du  point  de  contact  d'une 
tangente  menée  ù  V  par  le  point  qui,  sur  cette  courbe,  correspond 
à  la  direction  de  la  tangente  à  P'P^. 

L'identité  du  foyer  H,,  avec  E^  est  cependant  bien  exacte  :  elle 
lient  à  ce  que  les  deux  directions  ainsi  introduites  par  M.  Cara- 
ihéodory  d'une  part,  par  M.  Razmadzé  de  l'autre,  ne  diflfèrent,  au 
voisinage  du  point  anguleux  donné  Kq,  que  d'un  infiniment  petit 
du  second  ordre. 

En  efTet,  sur  F',  le  point  M'  représentant  la  tangente  à  P'Po  dif- 
fère d'un  poiat  de  contact  M,  de  la  tangente  à  double  F',  d'un  infi- 
niment [)elit  du  premier  ordre;  sa  dislance  à  la  tangente  double 
M|N,  est  donc  du  second  ordre,  et  si  Ton  mène  M'N'  tangente 
en  N'  à  F',  l'arc  N'  N,  est  du  second  ordre. 


DETERMINATION  DE  CERTAINES  COURBES 
PAR  DES  ENSEMBLES   DISCRETS   DE  POINTS 

Pau  m.   a.   Ancelesco 

(Cluj). 


Soit 


une  éfpialion   diflerenlielle  linéaire  à   coefficients  réels   et   cons- 
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tanls.  Désignons  par  /,,  i\,,  . . .,  /•,(  les  racines  de  l'équation  carac- 
téristique. 

Proposons-nous  de  déterminer  les  coefficients  C|,  Co,  ...,  C«, 
en  fonction  du  paramètre  )>,  de  manière  que  l'on  ail  identiquement 


(2)  /(a7-H/iX)-+-C,y\jr-f-  n  —  1  À  )  +. . .  +  C„_  i/(a- -t-X) -f- G„/(  j:)  =  o, 

f{x)  étant  une  quelconque  des  intégrales  de  l'équation  (i). 

On  trouve  immédiatement  que  ces  coefficients  âont  déterminés, 
dans  le  cas  où  les  racines  /•,,  /'a,  ....  /«  sont  toutes  distinctes,  par 
le  système  des  n  équations  linéaires 

e       'H-Cic'  '4-. . .-+- G„-,e     '-i-C,j  =  ()         (t  =  1,  a.  .  . . ,  n). 

Il  résulte  de  là,  que  les  coefficients  C|,  Ca,  . .  -,  C^  sont  respec- 
tivement égaux  aux  coefficients  de  t^""',  i^'*"-,  . . .,  v^  dans  le  pro- 
duit 

(3)  i^-e'"'')  {v-e"-^)...U~e''--). 

On  voit  sans  difficulté  que  cette  détermination  des  coefficients  C, , 
C2,  . .  -,  C,t  est  valable  même  dans  le  cas  où  les  racines  /■(,  /'a.  . .  ., 
r„  ne  sont  pas  toutes  distinctes. 

Ceci  établi,  considérons,  dans  le  plan  xO  y  de  la  \ariable  ima- 
ginaire X  ■+-  iy,  les  n  poinis 

-Zp  ~  X/,  -+-  if,,  (/)  =  O,    I  ,   ....   71  —   I  ). 

Soient  u,(a;),  «^(a;),  ...,  n„{x)  les  n  intégrales  particulièio  de 
la  forme  xPe^'^cos^^x  ou  xPe'^''sin'^x  de  l'équation  diUérea- 
tielle  (i).  Déterminons  les  2/i  coefficients  «,,  rt^,  ...,  a„  et  />,, 
b>,  . ..,  b„  par  les  2n  relations 

(  x,,=  aiUi{to-hj>lo)  ■+■  <^2iiî{io^p'>-o)^.-  ■-+■  aiiiin(fo-r-p'f^o)i 

( /)  =  n.  I ,  .  .  . ,  /(  —  i), 

où  ^0  et  Xo  sont  deux  nombres  arbitraircmenl  choisis.  De  la  rela- 
tion (2),  que  l'on  peut  écrire  aussi 

/{t  -+-  n  -t-  /^  X  )  -H  C,f{x  4-  «  -t-  /;  —  I  X)  -4-. .  .-f-  ('',if(^  -+-  «'^>  )  =  o, 

il  résulte  que 

x,,+n  -+-  CiT,,^„   1  -f- . .  .4-  C„.r,,  =  o, 

Il  1') 
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où  les  x„t  ely„i  sont  donnés,  quelque  soit  C  entier  positif  m,  par 
les  formules  (4)  et  où  le  paramètre  \  des  expressions  des  C^  et 
supposé  remplacé  par  Àq.  En  posant  toujours  z,u=  ^m-\-  0'"'"  ^'^ 
aura  donc    . 

(5)  ^p+n  -+-  L.1  z■f,-^-„-^  -T- .  . .  +  Cn  s./,  =  o, 

ce  qu'on  peut  écrire  aussi,  d'une  manière  symbolique, 

en  convenant  de  remplacer,  après  avoir  efïeclué  le  produit,  z'" 
par  z,n. 

Si  nous  désignons  par  M„,  M,,  M.-,,  ■  ■  •  les  points  figuratifs  des 
quantités  complexes  *o,  ^,,  Zo,'..,  on  voit  que  tous  ces  points, 
qu'on  déduit  à  partir  des  n  points  donnés  M»,  M,,  ...,  M„_,  par 
la  relation  récurrente  (5),  sont  situés  sur  la  courbe 

(  X  =  aiiii( t)  -h  a-iiuXt)  -+-...+  a„u,i(t), 


(6) 


Application.    —    Prenons     pour    équation    diflerentielle    (i), 

l'équation 

y"-/-/=o. 

La  relation  récurrente  (5)  devient  alors 


-•  /)+3  ■ 


.),V/.     ,         -ly'À 


)    {^p+Vl —  -^p+l  )  —  ^p  — 


OU  bien,  en  posant  jj.  =  i  +  e       -f-e         , 
(7)  ■  ^"^^-f"    =^. 

^  p+i  —  "  p-^\ 

Dans  ce  cas,  la  courbe  (6),  sur  laquelle  sont  situés  tous  les 
points  M„,  M| ,  Ma,  . . .,  est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyper- 
bole suivant  que  /.  est  négatif,  nul  ou  positif,  ou  bien,  suivant 
que  UL  est  inférieur,  égal  ou  supérieur  au  nombre  3. 

Celle  proposition  par  laquelle  on  détermine  la  nature  de  la 
courbe  algébrique  qui  passe  par  tous  les  points  Mo,  Mi,  M^»  ••• 
reliés  par  la  relation  récurrente  (7),  est  due  à  M.  Pompciu. 

Des  développements  plus  étendus  sur  les  questions  qui  font 
l'objet  de  cette  Note  et  sur  d'autres  qui  s'y  rattachent  seront 
donnés  dans  un  autre  travail. 
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SUR  UN  NOUVEAU  MODE  DE  GÉNÉRATION 
DU  COMPLEXE  LINÉAIRE  ET  DU  COMPLEXE  PARABOLIQUE; 

Pau  M"'   Orumeau. 


1.  Donner  un  complexe  linéaire  revient,  Cliasles  l'a  monlré.  à 
définir  une  certaine  correspondance  entre  un  plan  et  un  point  de 
ce  |)lan.  On  pciii  i(';ali.ser  celle  correspondance  : 

1^  En  considérant,  dans  un  solide  en  mouvement,  le  champ  des 
vitesses  à  un  instant  donné  et  associant  à  chaque  poinl  le  plan  [)er- 
pendiculaJre  à  la  vitesse  de  ce  point  (  '  )  ; 

2"  En  prenant,  avec  M.  Appell  (  -),  une  cubique  gauche,  cl  en 
associant,  à  chaque  point  M,  le  plan  P  des  points  de  conlac^t  des 
trois  plans  osculateurs  issus  de  P  (il  est  bien  connu  que  ce  [)lan  P 
contient  le  point  M). 

Dans  le  présent  article,  nous  nous  proposons  de  faire  connaître 
un  mode  très  simple  de  génération  du  complexe  linéaire  et  du 
complexe  j)arabolique  que  nous  avons  obtenu  en  191^),  à  l'occa- 
sion d'un  diplôme  d'E.  S.  soutenu  devant  la  Faculté  des  Sciences 
de  Poitiers. 

Plaçons-nous  d'abord  au  point  de  vue  métrique  :  ces  deux  com- 
plexes ont  en  commun  la  pro])riété  suivante  :  ils  sont  invariants  par 
rap[)ort  à  ce  sous-groupe  des  déplacem€nts  qui  comprend  : 

1°  Les  rotations  autour  d  un  axe  fixe; 
2°  Les  translations  parallèles  à  cet  axe. 

L'axe  en  question  s'appelle  axe  du  coni/)le.rf' .^uand  nous  vou- 
drons raisonner  arudjliquement  nous  su|)poserons  que  le  Irièdre 
des  coordonnées  est  trirectangh^  et  que  Oz-  est  confondu  avec  l'axe 
du  complexe.  Tout  cylindre  de  révolution  d'axe  O^  est  invariant 
par  le  même  sous- groupe.  Il  est  donc  naturel  de  chercher  à  réaliser 
la  corresjiondance  de  Chasles,  en  faisant  intervenir  un  tel  cylinch'C. 


(')  On  peiiL  €'iii>ssi  avoir  recmirsà  la  rcduclion  dos  forces  appliquées  à  un  solide 
les  deux  ntrlliodes  n'ont  entre  elles  (|iriiiie  dillÏTcnce  d'  «  objet  ». 
(')  Anna/es  (fe  T/ù'o/e  A'or/nfi/c.  11^7'J. 
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2.  luirions  de  la  déliiiilion  classique  des  complexes  cités,  déduite 
<le  la  considération  d'un  solide  en  mouvement.  L'état  des  vitesses 
sera  le  même  que  pour  un  certain  mouvement  hélicoïdal,  dont 
l'axe,  conformément  à  ce  qui  précède,  sera  pris  pour  axe  O:;. 
Désignons  par  (j)  la  rotation,  et  par  -  la  translation  de  ce  mouve- 
ment. La  vitesse  d'un  point  M  (x,  j^,  z)  a  pour  composantes 

Le  plan  P  perpendiculaire  à  cette  vitesse,  mené  par  M,  a  pour 
équation 

<i)  u)(xY —j'\)-+-i(Z~z)  =  o 

€n  appelant  X,  Y,  Z  les  coordonnées  courantes.  Si  l'on  imagine 
que  ce  plan  soit  lié  au  solide,  on  obtiendra  sa  caractéristique,  en 
cherchant  les  points  X,  Y,  Z,  dont  la  vitesse  est  dans  ce  plan  :  elle 
sera  donc  définie  par  léquation  (  i  )  et  par  la  suivante  : 

(2)  aj2('j;>X  -f- jY;)-^x2  =  o. 

Le  complexe  linéaire  est  alors  le  complexe  des  droites  menées 
par  chaque  point  M,  dans  le  plan  P  associé;  le  conq)lexe  parabo- 
lique, celui  des  droites,  caracléristi(pies  des  plans  P. 

3.  L'équation  (2)  représente  le  plan  j^olaire  du  point  M  (.r  .j",  c) 
par  rapport  au  cylindre  de  révolution  imaginaire 

Considérons  la  section  de  ce  cylindre  par  le  plan  P.  Nous  allons 
établir  le  résultat  fondamental  suivant  : 

Le  point  M  est  foyer  de  celle  seclion;  la  droite  A,  définie  par 
les  éqiKdions  (i)  et  (2),  est  la  direclrice  correspondante. 

En  cHel,  considérons  la  sphère  de  rayon  nul 

(X  — .r)-2  -4-(V_^;|2  +  (Z  — i)2=o. 

Elle  couj)e  le  plan  P  suivant  les  droites  isotropes  issues  de  M.  Leurs 
projections  sur  le  plan  xOy  sont  représentées  par  l'équation 

(X  -  .r)2  +  (\  —yf-  +  —  (.rY  —  yX'f  =  o 
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qui  s'écril  encore 

[(02(372-4-72^-1-72]  [<,j2(X^M-  Yî^-hT^']  — [0)2(:rX  -^y\  ) -^  z^- \-i  =  o 

et  représente  [)ar  suite  l'ensemble  des  plans  tangents  menés  du 
point  X,  y,  z  au  cylindre  (3).  Donc,  dans  le  plan  P,  les  tangentes 
menées  de  M  à  la  section  de  ce  cylindre  sont  les  droites  isotropes. 
Le  point  M  est  bien  fojer  de  la  section.  La  directrice  correspon- 
dante est  dans  le  plan  polaire  de  M  par  rap[)ort  au  cylindre  :  c'est 
donc  la  droite  (  i  ),  (2  ). 

Remarque.  —  Dans  le  mouvement  précédent,  le  cylindre  (3) 
n'est  autre  que  le  lieu  des  points  de  vitesse  nulle. 

4.  Inversement,  considérons  un  cylindre  imaginaire  tel  que 

Chaque  plan  l*  y  détermine  une  section  elli|)ti(pie  imaginaire,  qui 
possède  deux  foyers  réels,  situés  sur  la  droite  de  ce  plan  rencon- 
trant orthogonalement  O;;  et  symétriques  par  rapport  à  0-.  Asso- 
ciant au  plan  P  un  de  ces  foyers,  on  obtient  une  correspondance  de 
Cliasles,  c'est-à-dire  un  complexe  linéaire.  Leconq)Iexe  des  direc- 
trices correspondantes  est  le  complexe  parabolicjue,  relatif  au 
uiéme  torseur. 

i^a  méthode  nous  donne  simultanément  deux  complexes  linéaires 
à  chacun  desquels  on  peut  associer  un  mouvement  hélicoïdal, 
dexlrorsum  pour  l'un,  sinislrorsum  [)our  l'autre,  el  de  pas 


Remarque.  —  On  n'obtiendrait  rien  d'analogue  parles  foyers  réels 
d'un  cylindre  réel.  La  correspondance  de  [)oinl  à  plan  qui  en  dérive 
n'est  pas  linéaire,  car  elle  impose  au  point  M,  foyer  d'une  section, 
une  frontière  infranchissable  :  le  cylindre.  On  ne  saurait,  dans 
de  telles  conditions,  obtenir  une  correspondance  de  Chasles. 

5.  On  peut  généraliser  les  résultats  piécédents  et  \o>  mieux 
dominer  en  se  plaçant  au  point  de  vue  projectif  et  dualistique.  Au 
n°  1,  notre  point  de  départ  a  été  la  considération  du  sous-groupe 
des  déplacements  qui  conservent  un  conq)lexe  linéaire  donné.  Ce 
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s-oiis-groupe  est  aussi  un  sous-groupe  du  groupe  projeclif.  On  l'j 
distingue  à  l'aide  des  propriétés  suivantes  :  chacune  de  ses  transfor- 
mations possède  deux  points  doubles  confondus,  rejetés  à  l'infin 
sur  l'axe  du  complexe,  et  deux  points  doubles  d'ordre  i  ,  qui 
sont  les  points  cycliques  de  tout  plan  orthogonal  de  Taxe.  L'en^ 
semble  des  deux  points  doubles  confondus  équivaut  à  un  de  ces 
points  et  à  une  droite  passant  par  ce  point  (cette  droite  est  l'axe 
du  complexe,  et  le  double  point  double  en  est  le  point  à  l'infini). 
Cela  posé,  toute  transformation  honiographique  conservant  le 
complexe  appartient,  dans  le  groupe  projectif,  à  un  sous-groupe 
homologue  du  précédent.  Une  de  ces  transformations  comporte 
donc  : 

i"  Deux  points  doubles,  isolé»,  en  général,  A  et  B  (homologues 
des  points  cycliques  précités); 

2"  Deux  points  doubles  confondus,  dont  l'ensemble  é([uivaut  à 
un  point  C,  et  à  une  droite  ((X))  issue  de  C  ('). 

La  droite  (tD)  et  la  droite  \B  sont  d'ailleurs  conjuguées  j)ar 
rapport  au  complexe. 

6.  Ceci  posé,  ])ornons-nous  pour  le  momenl  à  transposer  le 
résultat  relatif  à  la  génération  du  complexe  linéaire  en  géométrie 
métrique.  Le  cylindre  de  révolution  devient  un  cône  de  sommet  C, 
et  de  génératrices  CA  et  CB;  soit  (©)  ce  cône.  Le  planCAB  (trans- 
formé du  plan  de  l'infini)  sera  le  plan  polaire  de  (lO).  Le  cercle  de 
l'infini  se  transforme  en  une  conique,  du  plan  CAB,  tangente  en 
A  et  B  aux  droites  CA  et  CB  :  soit  (F)  cette  conique.  Notons  le 
caractère  dualisti([ue  du  système  (S,  T)  :  le  cône  et  la  conique  sont 
des  éléments  corrélatifs,  le  j)lan  de  la  conique  contient  le  sommet 
du  cône. 

Cela  j)Osé,  soit  (s-)  la  section  (S)  par  un  plan  I*.  Soient  1  et  J 
(homologues  des  points  cycliques)  les  points  où^T)  perce  ce  plan. 

(')  Une  IrMiisfonnalion,  roiis(r\aiil  le  (-(iiii|ili'\(\  iic  pcul  avoir  un  \éritiil)le 
bélraè  Ire  de  points  doubles  A15CD.  Sinon,  on  poiurail  se  ramener  au  cas  où  le 
plan  ABC  est  l'infini,  I)  étant  Ji  distance  finie,  et  où  A  et  B  sont  les  points 
cycliiues  de  tout  plan  orthogonal  à  I)C.  La  transformation  serait  alors  une  simi- 
litude^ produit  d'une  homolUctic  de  centre  D  cl  duae  rotation  autour  de  DC. 
Klle  lie  peut  conserver  un  complexe  (non  spécial)  que  si  le  rapport  d'Iioniolliétie 
est  l'unité. 
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Par  1  cl  J  ni<;nons  les  tangentes  à  i.  Leurs  points  de  rencoakre  o,. 
cp',y',  f ,  se  partagent  en.  deux  eouples  :  cl*acune  des  droites  ocp'  efc 
//'  prisse  par  la  trace  d  de  [(Su)  sur  le  j>lan  P  :  yn\Q  seule  d'entre 
elles  y'/'  coïncide  avec  la  droite  joignant  le  point  d  à  la  trace  de 
AB  sur  le  |)lan  P.  En  associant  au  plan  P  l'un  des  points  f  ou  f, 
on  engendre  une  conespondance  de  Cliasles,  (,'t  par  suite  un  com- 
plexe linéaire.  Ce  complexe  admet  (D  et  AB  comme  couple  de  droites 
conjuguées.  En  déterminant  un  autre  couple  de  droites  conj.ugué€s, 
il  serait  facile  de  construire  son  axe,  ens'appujant  sur  la  propriété 
<lassique  suivante  : 


AH,  fj\  IJ,  concourantes  en  un  point  situé  iiors  Ici  limites  rlu  dessin. 

L'axe  est  rencontré  orthogonalenienl  |)ar  la  perpeudicidaire 
<;ommune  à  deux  droites  conjuguées. 

7.  Tous  les  systèmes  (S,  P).  susceptibles  d'engendrer  \\i\  com- 
plexe linéaire  donné,  se  déduisent  du  système  particulier  l"orn»é  de 
son  cjliiudre  i'oiidamental  et  du  cercle  imaginaire  de  l'inlini  par 
Pune  des  transformations  liomograpliitpies  laissant  le  complexe 
iuvaa'ianl.  Ces  trunslormalions  dépendent  de  neuf  paramètres  et 
forment  un  groupe.  Mais  on  peut  définir  un  groupe  plus  général 
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laissant  le  complexe  invariant,  et  comprenant  à  la  fois  des  trans- 
formations homographiques  et  des  transformations  dualistiques. 
On  obtiendra  ce  groupe  en  adjoignant  au  précédent  la  corrélation 
qui  associe  à  un  plan  son  pôle  relatif  au  complexe.  J^es  transforma- 
tions de  ce  nouveau  groupe  font  passer  d'un  système  (3,  F)  à  un 
système  (©',  F'),  et  font  correspondre  les  cônes  entre  eux,  les 
courbes  entre  elles,  si  elles  sont  ponctuelles,  un  cône  à  une  courbe 
si  elles  sont  dualistiques. 

Remarquons  enfin  que  les  deux  éléments  (G)  et  (F)  se  corres- 
pondent l'un  à  l'autre  par  la  corrélation  même  du  complexe. 

8.  On  peut  rattacher  à  cette  remarque  les  résultais  qui  ont  été 
obtenus  jusqu'à  présent.  En  vertu  du  caractère  de  dualité  qui  vient 
d'être  mis  en  lumière,  il  est  impossible  à  une  droite  du  complexe 
d'être  tangente  au  cône  (S),  sans  s'appuyer  sur  la  conique  (F).  On 
peut  se  donner  arbitrairement  le  cône  (S),  on  en  déduit  (F)  par 
la  corrélation  du  complexe.  Tout  plan  P  coupe  alors  (©)  suivant 
une  conique  (o-),  et  (F)  en  deux  points  I  et  J.  Les  droites  du  com- 
plexe qui  passent  pari  et  J  dans  le  plan  Ps  ont  nécessairement  tan- 
gentes (')  à  (a-)  :  alors,  se  trouve  juslifiée,  d'une  façon  naturelle, 
et  sans  calcul,  la  manière  dont  nous  avons  léalisé  la  correspon- 
dance de  Chasles. 


SUR  LA  SOM HABILITÉ  DE  LA  SÉRIE  ULTRASPHÉRIQDE 

A  L'INTÉRIEUR  DE  L'INTERVALLE  (-  i,  -+-i) 
PAR   LA   MÉTHODE   DES   MOYENNES   ARITHMÉTIQUES; 

PVK     M.   E.     KoGCETLIAîST/.. 


Les    polynômes  ultrasphériques    P^^''^  (x),  qu'on  définit   par  la 
fonction  génératrice 

00 

(i)  T-'^=(i-  ixz-h  z-i)-'>^  =  'Sz"PO-)(.T)        (X>o), 


(')  Le  pôle  de  V  scia  un  point  de  concours  de  ces  langeâtes  assujetti  à  la 
condition  d'être  sur  la  droite  (génératrice  du  complexe)  qui  joint  les  traces  des 
droites  conjuguées  ((0)  et  AB,  sur  le  plan  P.  (D'après  ce  qui  a  été  vu,  (Q  est 
l'intersection  des  pian  tangents  à  S  le  long  do  ses  génératrices  CA,  CB  situées 
dans  le  plan  polaire  de  C.) 
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et  qui  sont  orlhogonaux  dans  l'inlervalle  ( —  i ,  -}-  i  ) 

''(ï)'-(ï-') 

1  (i  —  X')' 

généralisent  les  polynômes  de  Legendre  (cas  a  =  -  )  cl  les  relient 
aux  fonctions  trigonométriques,  puisqu'on  a  pour  ),  ->  o 

lim  -  P(f-i(cosO)  =  (j;  =  cosO) 

).  =  oA      "  n 

ainsi  que  [)Our  A  =  i 

sine  I')/  (cosO)  =  sin(«  -+-  i)0. 
La  série  de  Legendrc 

f{x)r^^(^n^-'^y\,(.r)  f      f^u)V,.(u)du         (|^|£i) 

n'est  que  le  cas  particulier  pour  ).  =  -  du  développement  âe  J(x) 
dans  l'intervalle  ( —  i ,  +  i)  en  série  des  polynômes  ultrasphériques 

qui  résulte  des  formules  (2)  et  qui  se  réduit  dans  les  cas  parti- 
culiers A=  I  et  X  ^-  o  aux  développements  trigonométriques 
des  fonctions  ./(x)  ^  1  — x-  =  sin0/(cos0)et/(cos9)  dansTinler- 
valle  (0,-71)  en  séries  de  sinus  et  cosinus  respeclivemenl.  La 
série(l)  est  à  son  tour  le  cas  particulier  pourF(0,  cp)=/(cosO)=/(.r) 
du  développement  ultrasphérique  de  la  fonction  F(0,cp)  sur  la 
sphère  S 

^  jF(».,,~^^^(„^).)f/'^<'-^"""''-^'f^;     a>o) 

COj  ',7^0  "^        [sinîO'sin'Cf-o')]-^ 

[cosY  =  cosO  cusO'  -+■  sin  0  sinO'cos(cp  —  ç')J 
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qui  généralise  la  série  de  Laplace  et  qui  se  réduit  à  la  dernière 

pourX^--  Les  questions  de  convergence  ou  de  la  sonimabilité 

de  la  série  (I)  par  une  quelconque  des  méthodes  de  sommation 
des  séries  divergentes  peuvent  être  traitées,  en  l'envisageant 
comme  le  cas  particulier  de  la  série  (II),  mais  en  ce  qui  concerne 
les  points  intérieurs  |  .r  |  <  i  l'application  des  théorèmes  géné- 
raux, relatifs  à  la  série  (H),  donne  des  résultais  beaucoup  moins 
précis  que  ceux  qu'on  obtient,  en  étudiant  la  série  (I)  elle-même 
pour  I  j:^  I  <^  I . 

Ce  travail  est  consacré  à  l'étude  directe  de  la  sommabi- 
lité  (C,  o  >>  o)  de  la  série  (I)  en  points  intérieurs  |  j?  1  <<  i  de  l'inter- 
valle ( — i,  +  i)  (').  Sous  la  méthode  (C,o)  de  sommation  des 
séries  divergentes  nous  entendons  la  méthode  des  moyennes 
arithmétiques  d'ordre  o,  qui  représcnlc  la  généralisation  la  plus 
naturelle  de  la  sommation  ordinaire  d'une  série  convergente. 

l-*ar  définition  la   série  7   Un  est  dite   sommable  (C,  0)  avec   la 

somme  s,  s'il  existe  la  limite  })our  n->  co  de  la  niovenne  arithmé- 
tique 5',^  d'ordre  S 

1  •       (5)        1  •  V  //  (  /i  —  I  )  .  .  .  (  ».  —  /»  -H  I  )  ( 

n^x  «  =^  «  /  — i^  (  /i  -H  0  )  (  /i  —  I  -(-  0  )  .  .  .  (  /i  —  f/l  -h    l   -h  0)  \ 

]j,„  i^(n -+- 1)  r(ô -hij  \  V     r(/' — '" -H  I -1- 0) 


n  := 


11)  V_J^ 


V{  n  -h  0  -h  i)      J   ^  r  1  /i  —  /n  -H  1  )  r ( ô  -f-  1  ) 


<;t  l'on  voit  (pje  la  convergence  n'est  que  la  somuiabilité  (C,  0  :=  o), 
^*^'  étant  la  somme  partielle  s,i  des  /i  H-  i  premiers  termes  de  la 
série. 

Nous  démontrons  (§  III)  l'existence  des  lonctions  continues  dans 
tout  intervalle  ( —  i,-(-i),  les  séries  ultrasphériques  (I)  desquelles 
néanuioins  divergent  en  un  point  donné  x  ( — i<^.r<^-f-i)  de 
l'intervalle  ( —  1 ,  -h  i)  ;  par  conséquent  on  |)cut  poser  fe  problème 
de  la  sommabilité  (C,o  ^>  o)  de  la  série  (1)  à  rint<'ricur  de  l'inter- 
valle (—1,4-1). 


(')  Tous  les  résullals  ont  clé  ex|)i)sés  (hins  les  ConijUcs  rendus  de  i' Académie 
des  Sciences,  t.   Ki'i,  1917,  p.  T'/'^-t'^'). 


J 
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Dans  le  cas  particulier  ).  =  -  (la  série  de  Legeiidre)  cette  ques- 
tion a  été  traitée  par  MM.  Haar  ('),  Chapnian  (-)  et  Gconvvall  (^). 
I^es  résultats  de  .MM.  Haar  vl  Chapmau  n'ont  à  présent  que 
l'intérêt  historique  :  le  théorème  de  M.  Ilarr  établit  la  soniniabi- 
lité  (G,  i)  en  un  point  intérieur,  où  existe  la  valeur  moyenne  de  la 
fonction  développée,  de  la  série  de  Legeudre  d'une  fonction 
absolument  intégrable  dans  ( —  i ,+  i  j  et  le  théorème  de  Chapman 

—  sa  sommabilité  (C,o<:^-)   pour  S  >  2  y  — ->  o,  où   i^y>- 

et   f(x)^={i  —  x-)~"^(t)  pour   |a?|>i — £(£  p»  o),   o(:r)  étant 
à    variation   bornée    dans    un    intervalle   aussi    petit   qu'on   veut, 
entourant  le  point  considéré  x  =  Xq{  —  i  <^  a^o  <^  -h  i  ). 
Le  théorème  de  M.  Gronwall,  rpi'on  peut  énoncer  ainsi  : 

La  srrie  de  Legendi e  d'une  fonction  J{x ).,  qui  est  absolu- 

Ô  _  1 

ment  intégrable  ainsi  que  le  produit  (i — x-)-  ' J\x)  dans 
l'intervalle  ( — i,H-i),  est  somniahle  (C,o~>o)  en  tout  point 
intérieur  x   de   cet   intervalle  où   existe   la   valeur    moyenne 

-  [./(  r  —  <0  ~l~/(-^~l~  ^)1  ''^  a  pour  somme  cette  v<deur  moyenne^ 

numtre  que  la  série  de  Lcj^^endre  d'une  fonction  absolument  inlé- 
orable  dans  ( — i,  +  i)  est  en  tout  cas  somniable  (^,7)  à  l'inté- 
rieur de  ( —  1,4-  1)  avec  la  valeur  moyenne  de  la  fonction  déve- 
loppée pour  somme  et  l'est  (G,  5  <^  -\  poairô  >  2  y  —  -y  1  >-y^7J  » 
si /(.r)  =  (1  — -  ./;2)-ï  o(./')  pour  |  .r  |  >  i  —  e,  g{x)  étant  bornée, 
sans  supposer  que  g{-z-)  et  /{-i')  sont  à  variation  bornée.  Nous 
allons  démontrer  le  théorème  analogue  pour  la  série  la  plus  géné- 
rale 1  avec  À  quelconque  (X^  o),  à  savoir  le  théorème  : 

La  série  itltras/dirrique  (Il  (f  une/onction f{t)  est  sonnnahle 
((i,X)  en  tout  point  intérieur  ./■  de  Cintei  valle  ( — i,-f-i),  où 
existe  l'a  valeur  moyenne  -  {J'(r  —  o) -h/^' -f-o  )},  et  a  pour 


(')    Uvhcr    die   Legendresche  Jieilie  {  /ie/i<f iront i    di   Pali'inio,    l.    :!v!,    i<»i". 
|).  i.U-i/,-.). 

(^)  Malliein.  Aiiiiaten,  R.  72,  191:?,  p.  .!!o-j26. 
(')  Mathem.  Aii/iaten,  M.  75.  191 4,  p.  821-375. 
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somme  cette  valeur  moyenne,  si  le  produit  (i  —  x^)      ^J{x)  est 

absolument    intégrable  dans    l'intervalle   ( — i,H-i),   et   Vesl 

),  +  S  —  I 
(C.ô^^),   si  le  produit  (i— ./-)       *     f{x)  est  absolument  inté- 
grable dans  cet  intervalle  ( —  i  H-  i). 

Pour  1  =  -,  notre   théorème    se    réduit   au    théorème    cité    de 
i 

M.  Gronvvall.  La  démonstration  du  théorème  énoncé  est  basée  sur 
la  considération  des  majorantes  de  Lehesgue  R',^  {x)  d'ordre  S 
de  la  série  (I  ),  qu'on  définit  ainsi  : 

R(|'^'(a7)=/      |S(^'')(0,  if  )lsin2>.(pc?cp         (x  =  cos6,  X  >  o). 

i  0 

5(8,/.)  (f|,c2)  désigne    la   moyenne  arithmétique  d'ordre  ô  de  la 

r(>0 


série 
(III)   O 


'^ï)'Vl'^'^ 


y  y  in  ^\)^:i^±}}Ih}l  p(>0(cosO)  Ptf'(cos<f  )         (X  >  o). 


donc 

(3) 


S(S,).)(0,  ç)  =  -i ^-^ - 


HJ  =  0 


où  A'^'  =  — r(n+S  +  i) —  ^^^  j^  coefficienl  de  s"  dans  la  série  de 

"       r (/i.-t- 1)  r(6  -+- 1) 

Tajlor  de  la  fonction  (i  —  :;)-(°+". 
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Les  majorantes  R,,  '"  (./)  de  la  série  de  Legendre  ont  été  étu- 
diées par  MM.  ITaar  et  Gronwal.  M.  Haar  a  démontré  qu'elles 
restent  toutes  bornées  dans  leur  ensemble  pour  |  ^'  |  =  i  —  £(£  >  o), 

si  ô>i.  Il  a  établi  aussi  qu'au  contraire  R,;    -    (o)  augmente  indé- 
finiment avec  n  -  ^^  ce.   M.   Gronwall  a  généralisé  le  résultat  de 

M.  llaar,  en  démontrant  que  loutesR;,  '■^   (./)  pour  |./|<  i — s(£>o) 
restent  bornées  dans  leur  ensemble  pour  chaque  o  ^  o. 
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Nous  démontrons  an  paragraphe  11  ([tie  le  inrme  fait  a  lieu 
quel  que  soit  X  >>  o,  c'est-à-dire  que  l'on  a  o  -r  R'^^^')  (x)  <R  pour 
|j7|^i  —  î(î^o)  et  «  =  0,  1,2,  ...00,  pourvu  que  5  reste 
positif.  La  constante  R  dépend  de  8,  À  et  s,  iiiai>  ne  dépend  ni 
de  n  ni  de  ./.Au  contraire  on  a  lim   R^"'^(./  )  =  oo  quelsque  soient 

^.  ^  o  et  .V  dans  l'intervalle  (—  i,-4-i),  extrémités  exclues, 
puisqu'on  démontre  (^  II)  qu'on  a  pour  ] ./'  jl  i  —  î  et  )v  >■  o 

R(^»(x-)=^log(,,  +  ,)  +  o(;)(^), 

où  les  fonctions  z['-^  (x)  restent  bornées  dans  leur  enscinl)le  pour 
^.  ^  o  et  |"C|=i — e,  quel  que  soit  /i  =  o,  i,  3,  ...,  ce.  On 
démontre  ces  propriétés  des  majorantes  R',^' "(./•)  à  l'aide  des 
formules  approximatives  et  des  inégalités  pour  S',^^''^  (0,  j;).  On 
les  déduit  (^  I)  par  la  méthode  de  Stieltjes  (').  Ces  inégalités 
résolvent  en  quelques  mots  (§  II)  le  problème  de  sommation  (C,  o) 
de  la  série  (III).  On  voit  que  la  sommabilité  (C, o>X)  en  un  point 
intérieur  {\x\  <  i)  de  la  série  (I)  d'une  fonction yïjr)  ne  dépend 
pas  des  valeurs  que  la  fonction  développée  jM-end  au  voisinage  des 

points  frontières  ./•  =  ±:i ,  si  le  produit  (i  — .r-)  y  (-r)  reste  abso- 
lument intégrable  dans  (—  i,-f-i).  Mais  la  condition  suffisante  de 
la  sommabilité  (C,o<^À)  de  la  série  (I)  en  un  point  intérieur,  à 


savoir  l'intégrabilité   absolue   du   produit   (i  —  ./•-)     -     y(.r)  dans 
(—  i,+  i),  n'est  satisfaite  que  si  l'ordre  v  d'inliniliide  dey(./)  en 

r  .  ,  ,  .  0  -h  \  -r-   l 

un  point  trontiero  est  [)lus  petit  que : 

ï  < 

■> 

11  est  très  iutércssanl  d'obserscr  que  déjà  M.  Daibotix,  en 
«Hiidianl  la  sommabilité  ((],o  =  o)  c'est-à-dire  la  convergence  de 
la  série  (1),  a  établi  (-),  qu'elle  diverge  |)artoiit  à  l'intérieur  de 
l'intervalle  ( — i,-|-i),  si  l'ordre  v  d'inlinitude  de /{./)  eu  un 
point  frontière  est  égal  ou  supérieur  à — ; —  :  v>-^ .  De  luèmc 


(')  Suf  les  /xilynonies  de  l.c^cndre  i  Annales  de   Toutonxe .     \"  S('-rie,  I.   IN 
iSj^o,  p.   1-17. 

C)  JdUiiKil  dr  Lioinille.  ^'  série. .   t.   1\',   1S7S,  p.  3()). 
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1  1  ■    •  ^.  0  —  >,  -f-  I 

nous   démontrons    que   la   condition  y<^  est   nécessaire 

|)oiirlasoniinaljilité(C,o<  a)  de  la  série  (I)  en  un  point  intérieur, 
si  dans  l'intervalle  (— i  ,£  —  i)  —  s  >  o  —  la  fonction  déve- 
loppée fix)  a  la  forme  (i +./)-''' cp ('./),  où  cp(.7)  est  régulière  au 

point  .ri=  —  I,  et  si  le  produit  (i  —  •/"-)  '^  f{x)  est  absolument 
intégrable  dans  l'intervalle  (î  — i,i).  Par  exemple  la  série  (I) 
d'une  fonction  f{-r),  continue  dans  (s  —  i,i)  et  qui  a  la 
forme  (i  +  j')-"cp(./)  pour  —i<.i<z  —  i  (£>o),  n'est  som- 
mable  (C,o)  en  aucun  point  intérieur  x  pour  o<  av  —  (X  -+-  i)  et 
l'est  pour  8>2v  — (a  +  i)  avec  la  valeur  /(./j  pour  somme 
partoxtt  à  l'intérieur  de  ( — i,  +')  et  même  uniformément  pour 

I  -2"  I  =  1  —  S  • 

§1- 

Tout  ce  qui  suit  est  basé  sur  la  formule,  trouvée  par  M.  Kampé 
de  Feriet  (  '  )  et  qui  nous  fournit  l'expression  de  la  fonction 
génératrice  correspondant  à  la  série  (lH) 


(4) 


ra-¥-i)        (i  — z2)F(x  -+-I,  X,  -iX,  x) 


r(I)r(-  +  x)  fi-22cos(6-^'f)  +  ^»p.+i 


ou 


4^  sinO  sine? 


I  —  7.Z  C0S(6  -H  o)  -+-  3- 


et  où  F  est  le  signe  de  la  fonction  lijpergéométrique. 

Ou  prouve  (4)  en  posant  cos  y  =  cos  0  cos  cp  -+-  sin  9  sin  o  coso) 
dans  la  formule 

^A'-'-'^  =y  (,,  +X)  P^\cos-)z" 

[i  -  ■>5oosY  +  z^]'-+'       ^ 

«  =  0 

en    la    multipliant    ensuite  par  (sin(oV'~'  dio  et  en  intégrant  les 

(')  Comptes  rendus,  t.  Ui'i,  ^\)\~,  p.  N5S. 
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deux  membres  de  zéro  à  t.,  puisqu'on  a  (  ') 

(5)   -j- ^  -^ -4^';, ^=  /      P(;)(cosY)(sin<o)2X-.rf^. 

La  relation  (5)  nous  fournit  aussi  rex|)r('>sion  suivante  de  h» 
moyenne  arithméti([ue  S',^' "(OjCs) 

'■  '  0 
où  s^y\-r)  désigne  la  moyenne  arithmélique  d'ordre  0  de  la  série 

(IV)  O~V(«  +  )0n',;KcosY)         (o<Y<-2n). 

0  * 

En  désignant  par  3'',p'(0,cp)  l'expression  A',J'.  S',p*(&,'f)  el  ei» 
égard  à  (3),  nous  déduisons  de  (4),  en  divisant  les  deux  membres 
par(i-3)«-^', 

d'où 

4.rz)  =  ^4'''(fJ, '■?)z"-"'-' 

m  =0 
_  r(À+l)  ^/»+0+î).(i  -)-    ;;)  [.-[X  -+-   I,    X.    2.x,    -{Z)\ 

I  -\     (  Z  —  I  jS  [  I  _   ,<  ;:  COS  (  0  -f-  cp  )  -+-  3»  J>.  *-•   ' 


(0^(^-) 


La  fonction y(«)  n'a  que  les  cincj  points  singuliers  suivants 

Z4=:e''0-(î)         et         ^5=e''^^?'. 
Nous  supposons  dans  la  suite 

()<tp<0<O-rtf  <  -, 


(')  N.   Niiii.sKN,    Théorie  des   fonctions  nietdsjdiéi  i'/iies,    f'aris,    uo',   P-    'O'^r 
fonn.  (  I  ). 
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et  sous  celte  hypothèse  tous  les  cinq  points  singuliers  sont  distincts. 
En  désignant  par  C  le  chemin  d'intégration,  composé  de  cinq 
lacets  consécutifs  L,,  L^,  L^,  L,  et  L^,  ayant  leur  entrée 
commune  à  l'origine  z  =  o  et  pour  centres  de  leurs  cercles  les 
points  critiques  z^,  3j,  :-3,  Z;  et  z,-,.  nous  avons 

(7)       ^(|''^)(e,  0)  =  -^.  f'i(z)dz 


■i  r.  i  r 


X 


l)Wl^,Wc  .-.)=T>... 


ou 
et 


F),(t)  =  r[x  +  i,  X,  •2).,  -  (2); 

T  =  T(0,  cf.)  =  I  — 2^cos(0  +  9)- 


Les  branches  des  fonctions  multiformes  sont  définies  par  la  condi- 
tion qu'elles  deviennent  réelles  à  mi-chemin  d'intégration,  c'est- 
à-dire  au  point  ^  ^  1  +  s. 

,    .         4  z  sin  0  si  11  »  ,  ... 

Vu  que  T^T^ ;•)=:: t^, tourne  autour  les  points  cri- 
tiques T  =  00  et  X  =  I  de  la  fonction  F)  (t),  quand  z  parcourt  les 
cercles  des  lacets  L,  et  L^  respectivement,  nous  voyons  que  la 
branche  de  F),(t)  est  la  même  au  commencement  du  lacet  1^3, 
qu'au  commencement  du  lacet  L,  ;  quant  à  la  fonction  T"'^+" 
elle  devient  g-^^^^'T"' '"*"",  quand  ^  a  tourné  autour  du  j)oint 
^1  =z  e^'(^+^' ;  donc  nous  devons  commencer  l'intégration  le  long 
du  lacet  L,  avec  la  différentielle  e''-'''^''h{z)dz  pour  arriver  au 
point  2  =:  I  H-  e  (s  >  o)  avec  la  différcnlielle  réelle. 

Au  commencement  du  lacet  L^  nous  avons  par  conséquent 

.   .,,  r(X-i-ri  e2>-'^'(3 H-i)s"+s^-À 


r/  i  \  iVi  +>^  ('*  *''"'^  sin9)>-(z  — i)ST 


et  la  théorie  de  la  fonction  hypcrgéométrique  nous  enseigne  ([ue 
d'un  côté 
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el  que  «le  l'auli'e  cùtc'  la  fuiiclion  t'  F>  (  t  i  =  t^  F  (^  a  H-  i  ,  X,  2  A,  t] 
aiiemente  de 


2r.ir(il)     e-'>'^•"«'■„ /- 


r(l)T(X  ~  i) 


F (  À  4- 1,  2  —  À,  1.      ) 


([uaiid  r  etrecluc  la  rolaliou  autour  du  [joiul  ^,  =  e  '^'''^f\  puisque 
alors  T  tourne  autoui-  du  point  t  ^=  x-. 

Par  conséquent  le  lacet  T,j  fournit  la  contribution 


f  [(„  +  >,  + ^)  (9 +  cp)-(/.  4-^)7:] 
/g,        /      -  ^      ^  -        -•    ,        À'/.-i)e 


/= 


/      .     6  +  œ\5+i  .  8Tr(sin6sinco)»^+' 

TClasin -j       (sinO  sincp  j>-  '' 

<  / :^ —  r  (  X  -- 1 ,  2  —  ).,  2,  -    dz. 


L'intégration  le  long  du  lacet  Lj  coinificnce  avec  la  branche 'j;2( 2) 
de  la  fonction  multiforme  '\>{^)  '. 

Après  le  parcours  de  deux  lacets  L,  et  h>  la  branche  4'i(^) 
devient  égale  à  'h(z)  ^=  e^-'''^''bi(z).  donc  sur  le  bord  gauche 
du  lacet  Ij2i  quand  z  a  déjà  effectue''  la  rotation  autour  du  [>oinl 
critique  z^  ^=  e''^^~^K  la  l)ranche  'IjI^:;)  est  remplacée  par  la 
branche  e"-'''^''^^i(  z).  De  l'autre  côté- 

2;:t.lim  j  [s  —  ^-' «-?' |  ■>.(  ^  )  [  =  — ■ ; -^  , 

•'-"  2  7:(sin ')  sin  ç  ('■  (  •>  sm ^^  1 

et  par  conséqiu^nt  le  lacet  L^  nous  fournil  la  (•onlrd)ution 

.'i  ~"        ,  •    «    •    \%  /      •    6  — o\S+i 
'      2Tr(sin8  sin©)'- I  2  SU! -\ 

2'ii(sin6  sinçp)>^ . '^^  (^  —  i)S  [i  —  •>.  3  cos(  6 -4-cp) -(- 3*] 


(91 


comme  on  le  déduit   facilement  en  s  appuyant    sur  b-s  pro[»riétés 
élémentaires  de  la  fonction  hjpergéometi  i(pie. 
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L  inlégraLion  le  long  du  lacet  Lj  nous  fournit 

uo)'   ■  /    =  .     /    <\i(  z)(/z 


r(À  +  ij 


i-iv(-\  r  -  -f- 


x^X 


^  (  z  — i)St>-+' 

Quant  aux  valeurs  des  intégrales  /  et  /  prises  le  long  des 
lacets  L-,  etL.,,  elles  sont  coiijugu('*es  aux  valeurs  (ç))  et  ((S)  des  Inlé- 
i;rales    /     et    /   ,  ce  ([ui  permet  de  conclure  : 

(;()S     (  /?  +  X  -+-  — —  )  (  0  -—  =  ;  —    (À 

(M)    r<?.>VO,«)=      -1— L^ ■'    >  ^ 


(•siiiO 


0  +  cp\o+i 


silice  )'-    ■}.  sm ^ 

\  •> 


(sint)  sincp  )'  1  2  «m 


+  hi  +  Jn, 


X(X-0 


/i  7i:(  sinQ  sincpjX+i 

.0  '  -f) 


5/;+0+),-l  p 


f'- 


I,    ■>.  —  A,    2,   -       ( 


,r 


. — ZI_   3';+6-.>,    1  -).+  i  F(^.  +  I.  X,  ■>,,   I  -  -:)dz  ' 


et 


./«  ^ 


I'  (  X  -t- 1  ) 


:  71  il' 


r   -  -X    •■':. 


p 


f-  +i)^"+S+2XFx(T)rfz 


(;— i/>r>--^< 


Le    cas    0-|-©=ii7i[0     >->'j)   se    laisse    Irailer   de    la    même 

m;uiière,  mais  dans  ce  cas  le  chemin  dinlégralion  se  réduit  à 
([uatre  lacets,  ayant  leur  entrée  commune  à  l'origine  c  :=  o  l'i 
pour  cenlies  de  leurs  ccmcIcs  les  points  critiques  e  '^-^"^'K  i. 
^,/(2'j  7t)^  —  ,  rcspeclivcuient.  Ou  obtient  la  même  l'ormule  (i  Ti 
dans  ce  cas  particulier  's>  =  ~  h.  ¥A\e  rsl  par  conséquent  valable 
i)our  ()  -'   C5  '  '  0  ^''O  -|-  'j  <  K. 

Maiutenaul  nous  allons  dc(luir(>  de  (  i  \)  rint'-iialilé  (ondamenlide 


à 
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pourS',f''*(0,a),  qui  esi  valable  quels  que  soient  n  =  o,  i,  a,  .  ,  . .  x», 

o'Sh'^-.  i,'^  ■Ç'^TZ,  A  >  ( )  et  0    ,>  —  I  . 

L'iiVo'galité 

(,.,^  (      iPi;-)(cose,|^2(8inOrA.Vi-') 

(  Col  01  -,  À  >  o.   n  =  ().  I,  ;i,  .  .  .,  x) 
a  pour  coiibr'qucncc 

n 

,;?T„  "    (sinesiiio)>- 

donc  il  vient 

l     I  S',f '-VO,    CD  I  I   =      ■   ""'''(  '^'    f^i     <         t2.4^(/t  +  0--l) 

(i3j  I        "  '''  A<f)  -(i-H  SXsinesin'i.)^ 

'  <  À  >  o,  5  >  —  [  ;  o  5  0  1  TT  ;  o  1  Œ  1  TT  ;   n  =  o,  i .  .  . . ,  ao  i. 

Soit 

«  H-  I 

alors 

el  (i  3  )  nous  fournil  l'inégalité 

r  16  — cp|"lÔ4-i 

(sinO  sin  s  )'•(  sin -! i-!- 1 

< 


Soit  maintenant 


'  ie_ç|\s+i     y^     ?!'-"„ 4-, )■ 


0  .:  !D 


l'intégrale 


Envisageons  le  (l<îrnier  terme  du  seconti  membre  de  (i  i),  à  savoi 
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Elle  s'exprime  à  l'aide  de  l'intégrale 

r ( À  + 1 )  r  3«+«H-p-i-s+>.  ¥\{x)  dz 


A„(a,  3,  0,  A)  = 


r  (  A  + 1  )  r  3«+«H-fi-i-ô+/.  F), (  T  ;  dz 

...•r(i)r(i-.x)  •^'u  (.-.)STa-MeP-r' 


ou 

^  e  =  T(0,    —  5)  =  l  —  -iSCOSCe   —  0)-f-  32, 

ainsi  : 

jn=^nO~,    >:   S  ^'^  >  ^-'-\^-l^A,    I,  S,   ).  )  (  a  =  X  ;     p  =  l). 

(^uels  que  soient  a,  [ii,  ).  >■  «>  et  o  >  —  i ,  l'intégrale  ri«(a,  p,  o,  ).) 
satisfait  à  l'inégalité 

(.5)     lA„(a,  ?,o,X)|<  ^i(ZL±i)!^; /|6-.|>-J^) 

pourvu  que  l'on  ait 


sin 


Si  ô  <^  1  on  a  tout  simplement 


inÔ-  r(X  +  [)  r    „«+a+ft+û+X  F)[' 


et  l'on  en  déduit  (i5)  vu  que 

0  -h  c  .     .      0  —  9 

v>.  ~  i. 

|F>,|T(,nl  =  ^  F(À  +  .,X,'2X,T) 

=  ^  =  l'(X  —  I,  X,  ■>,X,  x)^G3 

r  I  —  - 

Pour  0  =  I  on  a  aussi 


.\,(a,  ,3,  I,  X)- 
^  (  -  )  n  -  + 


r(X  +  0       f  i-iX-i,  X.  jX,  -)i 


c, 


Donc  (i5)  est  établie  pour  —  i<o^i.  Pcuir  l'affranchir  de  la 
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reslriction  o5i  nous  envisageons  l'identité 

{z  —  ij8+i  Ta+'  ep-i         ^  /    (3_i)5Ta+'eP    ' 
3u+a-t-8+6+X 


(«  +  i/>-J  T«+' eP-' 

'/«-(-  0  4-  X  -t-  I  (  a  -H  I  )  ('  2  -I-  I  ) 


[^ 


•3  —  I 

([J— 1)(Z-M) 


?■(/■  H-i^siiiOsin^  z(z  -f-  iH  ^     _J 

T.e  J  M 


e 
qui  est  la  conséquence  des  relations 

T2-^  =  4(1  — 5^;sinOsinï,  i—  .  =^  -, 

T-i  1  •    I  •  -1        -,  1'  (  X  4-  I  )  dz 

Jin   multipliant    cette    identilc    par    — -—^ — ; — - — r ;   et    en 

intégrant  ses  deux  membres  le  long  du  lacet  L^,  on  obtient 

(i6)     fi.5„(a,  [i,  o-T-i,  X) 

=  ( /H- X -h  0  -t-  i)c3„i;a,  p,  0,  X) 

—  (a  -+-  i)[-'in''a  —  I,  3,  ^^  —  1,  X  I  —  -\,-f-i(2  -+-  I,  .'i,  0  —  I.  X  i] 

—  (fs  — i)[-3„(a,  Ji-M.  0  — I,  X)  — -■)„+,(a,  (i-M,  o  — i,  Xi] 

—  2(' X -t- i)  sin  0  siiis  I       ;^„      (  z -f- i,  |î  4- i,  ô  —  i,X) 

-4-->„+.iCa-+- I,  P-+-I,  ^  — I,  X)j 

H ^  si  11  6  siiiol       -■>„_■  fa  -4-i,B  +  i,8  —  i,X-!-i) 

-f-  f">„     ("  a  -f-  I ,  P  -t-  1 ,  0  —  I ,  X  H-  I  )  I 

^sin6siii<pr       A„    jfa -+- v>,  3,  ô  —  I.  X -4- i) 

9.  ' 

-+--)„     (a -h.».,  ,3.  S  — I,  X-^i)|. 

Supposons  maintenant  (iT))  ciablie  pour  o<N=:E(Nj  et  soit 
N  —  I  <^  o^N.  En  l'appliquant  dans  le  second  membre  de  {i6;  on 
vérifie   (ju'alors    (15")    esl   aussi    valable   pour-  N<^8^N-|-i.   On 
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s'appuie  dans  ce  calcul  sur  l'hypothèse  faite 


-  > 

2 


1       ^  /l  H-  I 


On  voll  pai-  conséquent  que  (i5)  a  lieu  pour  "5  quel- 
conque (o  >  —  i),  d'où  l'on  déduit  pour-  a  =  ),  et  ^  =  i  l'iné- 
galité à  laquelle  satisfait  rintéj^raley',,  : 


(.-) 


.In 


iXÀ  +  i; 


iT.i  „/, 


(  3  _  I  ,0  TÀ+> 


< 


C3(«-i-l)S-' 


2> 


6  - 


I*()ur  déduire  l'inégalité  à  laquelle  satisfait  l'avant- dernier 
terme  /„  du  second  membre  de  (ii)  nous  le  transformons  en 
remplaçant  le  chemin  rectiligne  d'intégration,  allant  de  l'origint^ 
jusqu'à  e^^^+T'\  par  le  chemin  formé  de  la  ligne  droite  (o,  e'^)  et 
de  l'arc  de  la  circonférence  du  cercle  |  ^  |  =  i ,  (jui  lie  les  points  e'^ 
et  e''^+9)  ;  de  même  l'intégrale  suivant  le  rayon  (hi  même  cercle, 
aboutissant  au  point  e'^^  "P^,  est  égale  à  l'intégrale  suivant  le  rayon, 
aboutissant  au  point  e'^,  augmentée  de  l'intégrale  suivant  l'arc  du 
cçrcle  I  c  I  =  I ,  qui  lie  les  points  e'^  et  e'^''  ^K 

Vu  (|ue 


e  '■■^'  I^  I  À  -4-1 ,  5-  —  À,  •>..  -  j 


_     _-y.+iF(x_|- 


siu  AT   !"(  À 


4^^-'F(X-M,X, 


on  obtient  l'expression  suivante  pour  /„  : 

A().  -I) 


.>.X,  •:), 


|7ri  siii  0"siu  o  )X-i-' 


1^-'     .-AU/     / 


Z-l) 
Z  -t-  I 


_  ^/(+o-h>.-i  |.'/  X  _i_  ,.  ., 


0 


■Iz 


sinX-  1^(A  — 1)  r(X) 


Tï  e^'^''  r  (  9.  X  ) 


0 

r.  —I-  T 


À(X-i) 


iiiÀir  r(X)  r(  X  -f- 1) 


'    ■  .    '         R  [  /'„  —  i"„  I  H '■ ^-^^— ^^ 

i  ;:(  sinO  sin  tp  y^-^^  \  --  V t  ?. X  i  (siiiO  siiic^V-'-i 


Ri" 
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Par  conséquent  on  ;» 

•)  I  ">  _  ■  I 
(181    1 1,,  I  5 


'■  I  >■  -  1 1  , ,  -,  j  _  I  ■..  I  I  ^    |sin).7:|r(),;r(À-f-i)      ^.,„ 

Dau-     rintégrale   /,',,  ;;==<?"",    cl    (o     croît    (!<■    0    à     6  +  es  <  -  ; 
2  si n  0  si  n  cp 


cosùj  —  00s  (6  +  o) 


—  est  ri'clle  vA  positlxc;  <lc  plu^  on  a 


,  I  COSOJ  —  cosi  0 

O  _;  -    = 


i.  sino  suio 


^    cos9  —  c(is(Q  -t-  s  j  _  ros(  0  —  ^)  _  cosCO -+- ç; 

~  2sin6sin'a  ~  /  sinO  sins 


puisque  o  <  C5  <  0  <  -;  donc  dans  i\^ 


F  Ta  + 1 


,  •'  -  >-,  ■>-,  -  ) 


o. 


T  V,  si  11  0  sin  s 

■r  —  I         cos(0  —  cp}  —  cosw 


et  par  conséqiicnl 


^( 


0  -f  î*  ■->.  00s  —  2  s  i  a  0  s  i  n  '^  (/o 


CoS(  0  —  o  )  —  costo 


1  ("'"")' 


Cg  sin  0  si  11(0     T 


0^  3  '/  î'i" 


puisque 


cos  (  0 


ç)  COStO   :^   7      Slll-  — 


sin sin 


T"r^' 


0  —  0 


0  — o 


«'Z  sin 


■>  siii  —     sin  -   —  sm 


SMl  —  C<»S  — 
•l  >. 


=  l0"<' 


sin  —  —  SI 


0  —  9           ^1         /  0        »  \    .     o  1 
n I  cos  I -7     sin  '  1 

■>.  I       Vv>       4/       5  ' 
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on  obtient  définitivement 


,  .,  ,   .  Cn  sinO  siii  CD  CisinOsinto 


Dans  rinlr^rale  i",  r  ^  c"'\  w  croît  de  H  —  es  à  0  et 

,  ■:  —  I         cos(0 — Ci)  —  cosw        cos(0  —  (i  )  —  cos(6-4-cii 

O  s    ■ =   : '—-—, <^  '— ; —    =  1 

~      X  vsinOsiiicp  asinOsiiicc 

puisque  0  -Ç  0  -f-  a  <  -  ;  donc  dans  /"^ 


t't  il  vient 


<    ("10, 


f" 


)(5-i)^ 

-  I  COS  —  f/lO 


.„+5+>,^i  _),+  ,  F(X  +  I,  X.  2,  I  —  ~)ch 


d'où 


|t;',  I  <[ciisinOsiii-^ 


sin  w  afu> 


■*     '"flsiii  — j        [cosw  —  C(>s(0  4-cf)] 


<(i 


sin  0  siiicp 
.    0  — cs\S+i 


loK 


I  ^      <'i2  sinO  sincp 


0-c? 


COS  to  —  COS  (0-t-cf)    ""/.     0_(p\  84-1 
'  sin * 


puis(|ue  pour  0  +  es  5  tï  on  a 

si  n  0  COS  -  £  .>.  si  11  (  fi  H-  -  ) 
1  \         •>■) 


et 


loi 


cosco  -   co^(0  -I-  s) 


.►.  SMIO  COS- 

=  loa,' r^)£log4 


|si.,^0-^ij) 


(ly) 


Tous  ces  résultats  nous  donnent  l'inégalité 

XlÀ  — 1  I  ; ;  C, 


/|Tt(sin9  sincp)>'+i 


''i"n\-^\'-'.,\\< 


e  — tt\6+j 


(sin6  sin (p)^'  (  sin 1 
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Envisageons  maintenant  l'intégrale 


/     7ff^^''---'^-'I^(>.^i,>.,^>..^;<^- 


'0       (*-i)^ 


Dans  cette  intégrale  :;  =  t  e''\  t  croît  (l(>  o  à  i  et 

\z{z)\  =  \'zUe*^)\=f(t)=  _i  •  =. 

y/ 1  —  •;■.  f  cos  tp  -r-  <2  ^  I  —  -,  f  coS  (  2  6  -(-  cp  ;  -+-  <* 

La  fonction  J\t)  croît  de  o  à/(i)  quand  /  croît  de  o  à  i,  donc 
I  t(v)  I  reste  toujours  plus  petite  que 

^  sin  6  cos  - 

/(ij==|t(>'0)1- '-<'. 


,in(0^i)'- 

puisque  pour  0<-  on  a 

sin6  cos- 1  sin  (  0  +  —  )  ; 
■X  \         ij' 

soit  9  ~>  -)  alors,  vu  que 

O-f-ts^-  t:        „         c^Ti-f-O 

'---         el  _<0-i--^< , 

■>.  x  ■?.  1  i. 

on  a 

.     [,^         ç\         .     7:4_0  0 

SU)    0  -f-  -     :;  sin  =  cos  -  > 

\  •>.  /  •>.  2 

ce  qui  nous  donne 

./cp\^  0  66cp  (S 

•>.  sin  (  0  +  -*-  )  .;  2  cos  -  ^  2  sin  -  cos  —  cos—  =  sin  0  cos  ^  - 
\  '>  /  i.  1         i         1  1 

Désignons   pai-  t^    (o<C^o<  0    I^»    \aleur   de    l    pour   laquelle 
j  t(s)  I  =:  I ,  c'est-à-dire  la  racine  de  l'équation  /Y/)  =  1 . 
Pour  o  <  ^  5  /q  nous  avons  1 1 1  5  i  et 

I  '      "1  I  '      '1 

Pour  ^0  =  '  5  ï ,  nous  exprimons  Fx(t)=F(X  +  i,  A,  2Â,  1)  à 
l'aide  des  intégrales  »(':)  el  '|(t)  de  l'équation  différentielle 
hypergéométrique  aux  paramètres  a  =:  À  -t- i ,  !îi  =  À  et  y  =  ;>.)>, 
(pii     lormenl     son     sysléuic    fondamnUal     (Inns    le    domaine     du 
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point  T  --  00  : 

r(Àjr(À-n 


F(X+ 1,  X.  •i.x,  -)  =  o(-:)  +  |li^^_i  -  2  r'(i)  j 'i^i-.). 


Or  dans  le  demi-plan  supérieur,  R  (  "•  )    ^  o,  on  a  les  expression; 
suivantes  de  ces  intégrales  c5(t)  et  '\i{')  '■ 

I 


<b  (■-.)  =  —  e'^'^'  T^-  >'+i^  F  (  A  +  1 .  ■■'.  —  À,  V., 


où  la  série  1^  (  "  )  =  ^ttt  ^^^^^'^'ë^'  absolument  et  uuiformémeni 

0 

pour|T|>i.  Pour  /^^/^i    ou  a   i5i'l54r   donc  la  relation  (y.o) 
nous  fournit  pour  ^„  ^  /  <  i  : 


<c, 


Maintenant  on  \oil  que  l'on  a  loujours  pour  o</  ^  i 


(71  ) 
puisqi 


T>--n  I'),(t)1  < 


ry,(         {z  =  t  e'^;  oit  £1). 


i  j  siii  fj  siiiîc 


I  —  2-5  cos((J  —  ç)  -I-  ;;-  I 

4?  si  116  sinç 


y/i  —  a^  coste  -h  C^  \/i  —  -it  cos(  -^6  —  ç  j  +  /^ 

0         9 

l(»<  co?  -  cos  - 

4^siiiOsMiG  i/sinO>niç  _  >         ?. 


ç    .     /  c 

sin  -  siii  1  0  —  - 

2  \  '2 


.0.0        6  —  (û 
sin  -  sMi  -  cos 


cos 


0-? 


<  !(■)/. 


(■XI) 


L'inégalité  (21)  nous  fournil 


h,  \  <'c 


=    -'.Ci;,     / 

^{1 


< 


I  <6''0—  île- 

\  —  v./oosO  -+-  n)- 


/        Oxc-  /.6  —  o\c- 

(/^^-I)(sul-l  (/(  +  !)(  sin — — -i 
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cl  tie  (i8),  (19)  et  (22)  on  (Icdiiil  pour  /„  l'inégalité 

■ïi)  \i, 


{)  —  z\rj+\ 


(sinO>iiio)>  (sin ^  j 


/.       0  — çî\' 
( n  -\-  \)i  siii  0  sin  9  )'--^'  I  sin '-  j 


Vu  (jue  7:  >  0  -|-  cp  ^-  0  —  'O   ,-  o.  on 


SMl  ^    <C  SMl    ^ 


et  par  conséquent  (11)  nous  donne,  eu  égard  aux  inégalités  (  17  ), 

(23)et(i4): 


'■21 

1  ft           f'  1 

y» 

C20 

/ 

(«  -1-  i;(  sinO  sin  ç  /■+'  I  s  m '—  \ 


r.'in(''galité  (  ;>./()  est  établie  sous  rhypotliése-  ^0  -h'-p  ^0>'^  <». 
mais  elle  a  lieu  aussi  pour  -  >  0  +  es  ">  ce  ^  0  j>  o  puisque  ses  deux 
niembres  sont  symétriques  par  rapport  à  ^  et  ce.  Elle  est  valable 
aussi  pour  9  -f-  cp  >  tz  puisque,  en  posant  H'  ^^  r.  —  0  et  cp'  r^  t:  —  cp, 
nous  avons  d'un  (-ôté 

(;t  de   l'autre  côté,   en  a|)pliquant   (:>.\)  à  t^J"''' (f)',cp'),   ce    (|ui   est 
permis  puisque 

0'+  ç'=  ■> -  —  I  0  —  3  )  <  -  |)Onr  0  -f-  cp  >  t. 

nous  la  justifions  pour  0  -f-  'f  >■  ~,  vu  que 

sinO'=siiiO,         sinç=sin(p, 
i\n-—-^=i\n^^^^  et  |  0'- 9' |  =  |  0  -  o  |. 
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On  a  supposé  o<;0<;-eLo-<;p<7t,  mais  il  est  clair  que  (24) 
a  lieu  aussi  pour  6,  'f  =  o,  Ti  puisque  alors  7^^^'' (8,»)  resLe  finie 
tandis  que  le  second  membre  devient  infiniment  grand.  En  obser- 
vant enfin  que 

on  a 

(25;        |S>S/>-'(0,  ç)|< 


(  «  -I-  I  )    sin  - 


n-'^^ï 


(/i  -i-  if^  (sinO  siiiç  j'-i  sin  -J I-L  1 

(a  -+-  i/^+'(siiiOsiiitp)>'+'  (sin-! — Hii  J 
(  X  >  0  ;  8^0;  «  =  o,  1,2,  .  .  . ,  --C  ;  o  i  0  ^  71,  o  :^  (f  £  t:), 

d'où  pour  £50571  —  e,  19  —  -^  |> — - —  cl  ô5  i  : 

{i(V)       (sin'^jS-A  I  S'f  >'i(0,  œ)  le ^^!t7 ""^^ 1-(  sincp  >-i  ! 

(X>o;  ()<o^i;  /t  =  ()    i,...,:o;  £:iO<-  —  s;  o<œ^-;  10  —  cp|>  — ^^ —  | . 
-'  --  ,_T_-i  Ti-,j_^jy 

En  appliquant  la  même  méthode  de  Slieltjes  à  (i),  on  justifie 
facilemenl  l'inégalité  (12)  et  la  formule  approximative  suivante 
pour  P2-J(cosO)  : 

.Ar'>cosr(.^X)0-^]  ,xwo) 

{-?-)     P;^'(cosO)  =  L-, , ^^  +  ^  "  ^    ' 


(2  sinOy-  (n  -4-  i)ï->'(  sin  e)>^+i  ' 

1 

|,/-(0)lSc..  pou.-   -^50^.-^ 

En  s'appujant  sur  {'2'j)  et  sur  la  formule  de  Cliristofl'el 


S'»'''(0,  cp) 


4  iT      r  (  /*  H-  2  X  ) 

P^}|,(cose)P;hcos(p)-P^-'(cose)P;;.l-,(cos(p) 


cosO  —  cos(o 


—  2G3  — 
on  démontre  la  forimile  approximative 

CuS)     -(sinOsin3)>-S';?'''(e,  9) 

sin    (  /i  -t-  À  -f-  -  j  (  0  —  o  J        si I»  M  /j    -  ).  -t-  -  j  (0  -+-  o)  —  >.- 

""                     .    0  — c                     ^                          .0-^0 
sin !-  siri ^ 

'/';;ho,  r) 


/     ,       •  û  •      •   ^  +  9  .   9  —  9' 

( n  4-  I  »  sin6  sinœ  sin ^sin  ~ 

1  1 


pour 


L'inégalité 

I  H',f'';cosO)|^A',;'— ' 
nous  fournit 


)       «         \     .     .  /  I  _  ^        ;;      HV  /  Al2),-I) 

;/i  =  U  '" 

n 

^■j)  V  \"^'      A'-^'— a)   i(o-2>.+  i, 
donc 

En  appliquant  la  méthode  de  Stieltjes  à  la  fonction  génératrice 

(I  — s)5ri  — 2  5cosy -f- 3«;>+'       -<-J        •"  ' 

où 

/H  =rO 

nous  en  déduisons  i)our  i  >  A  ^  o,  A  -+-  i  ^  o  ^  o  et  y>  — ^^ —  l'inéga- 
lité 

(30)  (siny)>.|p^>-rY>l<  /''"^^^  (okY:i'^>. 
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Elle  a  lieu  aussi  pour  o  <  v  ^  — ^  puisque  la  définition  de  p',*''''(v) 
donne,  eu  égard  à  (12)  : 

.,•),     i',6H-).H-l) 

d'où    l'on   oblienl   (3o)  pour   o<^(<-^^-^-  Pour   ôter   la    reslric- 
lion  )/£  I  nous  observons  que  l'on  a  ])our  ),'  ^  a  4-  i    ,-  1 


rit    '-.'0.  A+1 


''y)  = 


1  +  2  A  --  I 


(i  —  zf-T      T'- 


=  Ta  +  1)     y  :.■'  p'f  1  (  y  )    {  y  -'<  p^}  (ces  Y  )  I , 


donc 


f  s i  n  Y  )'-^-i  (  X  + 1  j  V  ,^ ifi;,;  I Y  )  '''/,;  (  ^o^  ■;  ) 

1,1-0  l 

S  (■  X  +  M  ^  I  M „  Y  ?f/  \l(y)\  I  ( si n  Y ,>■  1",?;' ( co s  y ) 

--^    .,   V    I  )         Al^~''  r    „   A'"''"*  '' 


ce  ([iii  nous  jn'ouve  que  (.)o)  a  lieu  pour  a  ^  1  (pxelconque,  si  l'on 
suppose  qu'elle  est  vraie  pour  \'$\.  Or  nous  l'avons  établie  |)Our 
c)<^  A<i  et  o<5<i,  donc  (3o)  est  vraie  pour),  quelconque  positif 
et  o  ^  5  5  I .  Mais  on  a  au  ssi 

00 

V^  ?     ■  -i  ,  ,  A    :  -  I      À  (1  -t-  C  )  1 

^      '"  '  A      f,_._ -)T>-  (i-^)T 

0 

r 

ce  qui  nous  donne 

(3i)  ip'r'''-^"^T)|  < 


Y 
cos- 

7.n-h  i 

i 

:> 

■     T    • 
SI  11    -  sin-' 

À  sin  '  sin  Y  m  — 


Supposons  maintenant  qu'on  a  démontré  (3o)  pour()<S<X  +  i 

et  X^N=^E(N).   L'inégalité  [3i)  nous  prouve  que  (3o)  est   aloi-s 
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\raie  aussi  pour  .\  <^^  A < N -h  i  t*l  i^â<À-t-i.  Or  pour  o^o^i 
(3o)  a  été  établie  quel  que  soit  a^o;  donc  (3o)  est  valable  pour 
o  <  5  <  À  -r  I  et  A  <  N  4- 1 ,  si  elle  Test  pour  o  <  ô  <  X  +  i  et  X.<  ^ . 
Mais  elle  a  été  établie  pour  o555^>H-i  et  a5i,  donc  (3o)  a  lien 
pour  o^o<  A-f-i  quel  que  soit  A    -  o. 

En  désignant  la  niovonne  arithmélique  dordro  o  de  la  série 


^(/l-r-  À)P',^'(cnSY) 


par  .s',^'''(y)-.  nous  eu  déduisuns  linégalilé 


(10 


s^p-(r)\  = 


A'^' 


(sinY)^(sin  - 
To  ^  0  ^  À  -T-  I ,  À  >  o,  o  ^  Y  =  ~  '■ 
En  la  substituant  dans  la  formule  (6)  on  obtient 


\8-t-i 


lS(?'>->(0^-f)l< 


-^  (  «  -1-  1  /-  '--  /      — ^ ^-  , 


ce  (jui  donne 
ainsi  que 


cos  Y  =  rosO  cosç  -T-  <inO  sin  -^  cosw, 
sin  Y>  sin  0.  sin  oj 


sin       "  sin *~ 


et 


cos  -  ^ 


d'où 
(33) 


cos 


Slf.>'(0,  'r) 


C32  (  «  -f- 1  )>--^ 


Ci\) 


(sin9)>.(sinJ^-?l) 
f  o  S  0  5  ?>  H-  I ,  A  >■  O,  0^0.-7:,  O  '^<f  'St.) 
Pour  e  <  0  <  t:  —  £,  cette  inégalité  se  réduit  à 


ô+i 


(o  ^  0  ':?  X  -f-  I  ,    À  >  O,    O  S  'f  =  'î^.   £  $  0  I  -  —  £  ). 


De  même  l'inégalité 

4^'"'  Y)  I  <  -^^^V:J^^        (X  >  o.  ô  >  -  I,  o  î  Y  S  -). 


(-0 
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que  nous  avons  déduite  ailleurs  (')  aussi  par  la  méthode  de  Stieltjes, 
nous  fournit  l'inégalité  correspondante  pour  S'f'''' (0, '^)  : 


12X-0 


(3-.)  |Si?>>-'(6,  .)|<  -^lii^-tii^     . 


sin 


2 

(X>o,  §>  —  I,  o161tc,  oScplu). 

En  ce  qui  concei'ne  Sj^'^-'  (Ô,  çp )  pour  o>2À-|-i  le  fait  démontré 
ailleurs  (2)  que  ^^f'"  (cosy)  n'est  jamais  négative,  si  8>2A -h  1, 
nous  permet  de  conclure  à  l'aide  de  la  formule  (6)  que  l'on  a  aussi 

(X>o;  ô^aX  +  r;  o^OSt:;  0I0I-;  «==0,  1,2,'i,  ...,1»). 


§    'I. 

Dans  ce  paragraphe  nous  envisageons  les  majorantes  de 
f.ebesgue  R^P^(x)  d'ordre  5  <'  iX  -f-  i  de  la  série  (Ilf  ) 

o<H^>-)(.^,.)=    /     |S(?''-'(0.  o)|sin2>.Q./9 

f.r  =  cos6,  o  :'-  8  <  .>.),  +  1). 

Quant  aux  majorantes  R^p'(jr)  d'ordres  ô  >  2).  +  i  on  démontre 
facilement,  en  s'appuyant  sur  (36),  que  l'on  a  pour  8>2)>  +  i 
quel  que  soit  9  dans  l'intervalle  (0,71)  —  o<^<~  — 

^ip-)(x)=  f    S',f''^H'0,<p)sin^>-co./cD=  -       /'^Y'' f  \\n^->o  d<f  z^- i 

r(I)r(l^x)..     . 

(o.^0|-,  S^aX  -+-  n. 

La  définition  de  la  majorante  peut  être  formulée  ainsi  :  la 
/;''■""'  moyenne  arithmétique  d'ordre  0  /|,f''(cosO)  de  la  série  (1) 
s'exprime  par  l'intégrale 

/j^"'0(co.sO)  =    /     S',f'^-'(0,  <û)/(cos«p)sin2>'f  f/(3 


(')  Journal  de  Liottville,  l.  III,   igj^,  p.  1 3i),  form.  ('57). 
(-)  Ibid.,  §  (].  p.  160-179. 
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et  R)^^'"(cosf))  n'esl  que  la  l)orne  supérieure  de  loules  ces 
moyennes //f'^'(cos  6),  si  lou  choisit  les  fonctions /(c(»scp)  dans 
la  classe  des  fondions  hornées  \f(cos'^)\^i.  Par  conséquent  on 
obtient  pour  h=:  Oq  la  borne  supérieure  R'^-''"(cos8o)  en  choisissant 
pour  la  fonction  /(cos'f)  la  fonction  sign  S',^^'^*  (f)o,'-3),  d'où  la 
définition  de  la  majorante  donnée  [)lus  haut. 

Mais  la  série  (I)  est  le  cas  particulier  pour  F(f),'j)  ^se/^cosB  i  de 
la  série  (11)  et  l'on  peut  envisager  la  borne  su|)érieurc 


de  toutes  les  /î"'"'«^  moyennes  arilhméliqu«'s 

fsin20'sin2('i)  — 'i')|- 

si  l'on  n'envisage  que  les  séries  (II)  des  fonctions  bornées  |F(0,cp)|^  i. 
Donc  on  obtient  pour  0  =  %  et  3  =  cpo  h»  l^orne  supérieure  en 
prenant 

Fi  0,  (0  1  =  sign  S',^^*(C()S7), 

•où 

cos  Y  =:  oosOq  cosO  -+-  sinOo  sin  0  cos(  cp  —  ço)? 

et  l'on  a 

/l\/l  sth-t'  .,  —     f       I  1_. 


Or 

sin9'siiii'f  —  -^' (  =  sin  Y  sin 'i/,  r/s"' =  ^^'in-;  d-;  i/'l 

€t  l'on  obtient  délinilivcmcnl  le  résultai  que  p'^''"  (0, -^^  ne  dépend 
point  de  0,  C5 

p(o,/,)(  0,  ç  )  =  rjo,  A)  =    /      I  5(0.  /.)(i-osY  j  I  sin-^'-,  ,/v. 
•  () 

On  voit  que  I  on  a  toujours 

R',f^' (  r os 0  )  <  —T-r~^ T  ?'» ' ""  ' 

'■(■)'■(.: -'^^ 

M.  I>^ 
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puisque;    l'ensemble    des   tondions    //^""^"i  cosO)    est    contenu    dans 
i'enseni]>le  des  fonctions  V[J''Uh,'S)  i. 

Nous  avons  établi  ailleurs  (  '  j  le  résultat 

OÙ  la  constante  p  ^=  o(  û,Aj  ne  dépend  (jue  de  o  et  de  a. 
Au  contraire  pour  o*^  A  on  a 

lim  p(,^'  /■)  =  _|-  ic  (  0  I  À  ;. 

n  —  X 

Maintenant   nous  jiouvons  conclure  (jue.  (|uel  que  soil  0  dans 
rinteivalle  (o,7v),  toutes  les  fonctions 

K',^^-'  (  cos  0  )         { n  =  (>,  \,  ■>....,  y-) 

sont  bornées  dans  leur  ensenil)le  |)Our\u  cpie  l'on  ail  o  V  /. 

R^^'^CcosOX  n  (//=..,,  1.  V.  ....  v:;  Ô  ;     À;  0:^0^-) 

et  la  eonstante  R  ne  dépend  (|ue  de  0  et  i\c  K. 
D'un  autre  côté  il  est  fa(  ile  d'établir  que  [)our 

0  =  o.  -  (./;  =±  I  I, 

on  a  tout  siinpleuieul 


■■(:) 


On  le  dé-montre  en  s'appuvani  siii-  les  relation^- 


'■a)'-a 


Par  conséqu(Mît  on  a  pour  o5a 

iiiii  U',f ''(±1)  =  +  ->=        (o£>o, 

el     dans    le    cas    o^A    il    ne    nous    reste    (jii'à    étudier    les    uiajo- 
r-anles  II;^^''' ( ./;)  à  Tintérieur  de  l'intervalle  { —  i,  +  i),  c'est-à-dire 


1  '  >  Cuiuplcs  rendus,  l.  loi.  ",117,  !>•  " '7.  ainsi  que  Journal  de  Lioiiville,  l.  111. 
19a/),  p.   1.').'',  form,  (/|3). 
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sous  Ihjpothèse  î5'i5~  — î.  où  la  quanlitè  po>ih\e  z  est  autant 
petite  qu'on  veut,  mais  lixc. 

Nous  allons  démonliei-  que  lOn  a  pour  î  <  0  <7î  ^  s  et  o  j>  o 

(3-)  R<^')(cosO><  h  =  R(^>)(£  )         (£_0^7r  -  e,  o  >  o  i, 

où  la  constante  R  ne  dépend  pas  de  0  el  de  /<=<).   i  ,->.....,  :c  : 


»H-  t  H  -i-  1 


L'iiu'galité  (i3)  nous  donne  [)oui'  £<0  5~- — =■ 


K. 


,  ^       '1  +  1 

(  »  + 1  ;  r 


C:,ri(/*  -Hl; 


o,  TT 


(  SUl  î)^      ^  _  (SI»  £  )'• 

^  '         0 ^'-- 

«+ 1 


Dans  les  intégrales  -V^^  et  Aj  nous  ap|)liquons  riné|;alilé  i  <()).  eu 
su[)posant  o  ^  i  : 


0__' 


,'>     _i-A'<       ^^— .  <     /  ^. ^    I  j-^ f-    /        (  Sll)'i('-1  i/; 


c»;; 


0(0 -C?/-  l_       „     3(<p-0)5 


■  i-  C3K  ,' 


ô(/H-i)ùf     V      TC     /         60        (tt  — OC-^  ^^    0 

13onc  rinéi;alilé  (.i^)  est  établie  pour  o  "^  i . 

()uant  auv  majorantes  R',^''"(:r)  avec  o    ,>  i,  la  rclaliou 

n 


([u'on  [)eul  transcrire  aiii.^i 


«I  =  0 
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nous  fournil  l'inégalité 


A(f  )  R(S',>.)(^)  <=  2  A(S:-f-')  A(ô)  R(S.>0(:^) 

;n=0 

n 

<  maximum  R(^''^)(a-)  V  A(fl7,f-"A(?; 

—     ~  /n  =0 

=  A<f'  maximum  H',^ '>(>), 
c'esl-à-dirc  pour  o' >  o  on  a 

R',f''')(^)^  maximum  R'^'^'C-r)         (o'>  ô). 

On  voit  que  Tinégalilé  (3y)  est  démontrée  aussi  pour  5^i 
Eludions  maintenant  R^f'''(ic)  pour  5=0 


R(^'-'(.i-)  =   C    I  S^'''{  0,  ç)  I  sin2>-cî 

f     +y       +/       ^j       +/ 


0  -  -^  0  . 

«4-1  n  +  1  ;i  -t-  I  ;i  +  1 

L'inégalité  {'^^).  aj)pliquée  aux  intégrales  :s']l  et  .■>',^',  donne 

-•i."+'-V,f^<08(«+l)2>  +  '     /  cp^).t/(p=C-,s4^    =0(1), 

()uant  àl'inlégrale  r"i';"  on  a  \u  plus  haut  qu'elle  est  bornée 

-M/*'<    -4^  <•;,=  .■,,=    0(1). 

donc  on  a 

«  +  î 

7t 

0  +  -47 
Aux  intégrales  '"i'^'  et  -V^    nous  appliquons  la   formule  approxima- 
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llve  (28  I,  cjui  donne  pitiir  î^0£-  —  z 


oh  pour 


sin    «  -4-  A 


i)ro-,) 


sin^  0  sin 


■<K0,  ?), 


:: —  <, 


«  +- 1      '  /?  -f- 1 


rj','(9, <p)  satisfait  à  l'inégalité 

r,(>-)(0,  <p;  =  0('i)-0 


(  n  -h  i )  s\n  z,  sin 


0  — 


La  conliihnlion  dans  .-^'f,' et  ;)^^*,    qui  provient  de  A'/,'(^)'f)  *^sl 
bornée,  donc 

/      0-^ 


(«H->--^-.^)<0-'f) 


0  + 


sin'- .i  i/'n. 


En  complotant  les  intervalles  d'intégration  jusqu'à  (o,  tz)  on  ajoute 
des  quantités  bornées  et  l'on  a 


!<(?' 


(«.>)icosf))  =  0(ij+ î! —    f 


sin  /  /t  -;-  À  H j  (0 


?) 


0  — c 


sin'o  (/o, 


0  — •;> 


puisque  le  changement  de  2  sin par  0  —  '^  sous  le  signe  somme 

n'altère  l'intégrale  que  d'une  (juaiitité  bornée. 
\  u  que 


0 


=  0(i)-f-sin>'e  r 


0  — 


in  ( /<  -f-  X  H —  1(0  —  «p) 


0  — 


sin'  o  (/'S 


d?, 
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on  ohlient  définitivement 

sin(//  +X^  M  ,0  _  s) 

df 

iO- 

=  0(0+^  f' 

'■  «   0 

.     /          .         .\        du 

sin(^«^>.+  ij« 

a 

Or  pour  elO^TT  —  ;,  les  intégrales  prises  de  H  à  tî  et  de  -  —  ^  k  t. 
étant  bornées  on  peut  écrire 

ie''(cosO,==0(i)+^     r'!sin(/(  +  A-+-^)«    '^*' 
el  la  substitution  r  ==  (/«-j-À-| — j  a  nous  fournil 


H<^'-'(cosO)=  0(1)+^    j 


"""^,    .       ,d. 

SMlt^ 


On  a 


'  Isinrl'^-'   =  -^  log(/* -+•  i)  +  0(i), 


et  Ton  trouve  définitivement 


iG 


R(»-')(c..sO)=  ^^loo(„  +  ,)  +  '-';;'{0). 

où  les  lonetions  r]]'  (0)  restent  bornées  dans  ieur  ensemble  pour 
A>()  et  £<0<7r— s,. 

11  est  donc  démontré  que  R„""  (ûc)  —>  oo  avec  -  et  aussi 
lui)    ,      ; -  =  —  I  A  >  (),   I  ar    £  I  —  e), 

uuilormément  dans  l'inlerNalle  (s  —  i,  i  —  t). 

Les  inégalités  (aS),   (3'î)  el  (35)   résolvent  le  problème  de  la 
sommation  (C,  ^)  de  \i\  série  idtrasphérique  (MI) 


(III)     ( ) 


r(X) 


r('  ur+x 


1^'^^^'-^"^^^'^^^^^'^-^^^^ 


(X>o). 
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L'inégalilé  (35)  nous  nionlif;  ([iic  ccUe  série  est  somniaMe 
(C,  o^aÀj  pour  :r  ^j)^.  quels  que  soicnl  ./•  et  j-, — ■  i  =  r.  )'^-i- i  ; 
la  somnia])ililé  (C,  0  >- 2  a)  est  uniforme  pour  |j7 — J'!^î!>"- 
Pour  .x  =  —  r  =  ±i .  la  série  (II!  )  n'est  pas  sonimablc  (C  o  --^  :>.)«), 
puis^^ue  alors  son  lerine  g'énéral 


(-i)''r(X)  .        r(/i-H>.À) 

,  l  I  'A  /.  )  I  '  n  -t-  I  ) 


(O'-a 


lie  salislait  pas  à  la  condition  nécessaire  lim   — ^  =  o  de  la  somnia- 

^  n'-i 

Il   =   70 

bilité  (  C.  0  =  2).).  Mais,  si  Ton  nenvisage  la  série  (Hï)  qu'en 
points  intérieurs  \x\<^i  de  Tinlervalle  ( — i.-hi).  l'ordre  de  la 
somnvabilité  0  ^  yX  peut  être  abaissé  jusqu'à  8  r>  A,  connue  ou 
le  démontre,  en  s'appuyanl  mu-  l'inégalité  (3f).  Celte  inégalité 
prouve  que  la  série  (  lli  )  pour  x^y  e>t  sommable  {C,  0)  [)our 
A-^o'^À-1-i,  donc  «yb/^/o/v' sommable  {(],  0)  pour  chaque  o>À, 
si  —  i  <i  X  <i  +  i  et  — i=J'S+';  bi  somniabilité  est  uniforme 
pour  |.a7|;^i — £,  (î,>o)et  |  .r  —  )'l^  s^  >  o.  Pour  |.)|--i  l« 
série  1  TU  )  n'esl  pas  sommable  {C,  0  =  ).),  (piel  (pie  soit  ./ , 
puisfpu!  alors  son  terme  général 


■■(i)'-(^^) 


ne  satisfait  pas  à  la  ('ondition  nécessaire  lim  -"  ^^  o  de  la  soiuma- 

bilité  (C,  0  ^^  A).  Enliu  pour  |  a:^  |  <  i  et  |  )|  <  i,la  série  (II!  i,  est 
sommable  ((î,  o>>o)  pour  chaque  0  >  o,  si  x^y,  la  somnu(- 
bililé  est  uniforme  poor  |  x  — y  |  ^  s,  >>  o,  |  J?  |  -  1  —  îa  (sj  >  <>)  •"'- 
I  )-|<i  —  t-i  (c:,  >  o).  On  le  démontre  à  Taide  de  l'inégalité  (25). 
La  formule  ajjproximativelaS)  nous  nu>ntre  que  la  série(lll)  diverge 
Ituijours,  c'est-à-dire  n'esl  jamais  sommable  (C,  0  =  0).  Dans  tous 
les  {;as  de  la  somniabilité  (C,  0  ^>  o)  de  la  série  (III)  sa  somme  est 
nulle  (-t  il  est  facile  de  voir  que  la  méthode  de  somnuUion  |)ar  li-> 
moyennes  arit limétiqu(\s  ne  peut  lui  assigner  (pu>  la  sonuue  /ero 

|juis(pie  pour  eliaipie  série    7    //„.  -nm  niable  i  (  "..  o  )  ;i\ee  la  somme  .v, 
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on  a 


5  =  lims',/^—    liin     y    lin''", 

0 

et  la  formule  (4)  nous  montre  que  pour  x:^y  la  somme  5  de   la 
série  (111)  ne  peut  être  que  zéro. 

Le  même   raisonnement   démontre   la  divergence   de    la    série 
ultrasphérique  (l)  de  la  l'onction 

en    un   point  8  ^  Bo   inlérieur  à    rinlervalle  (  o,    -),    quoi(jue    la 
fonction  développée  est  continue  dans  tout  intervalle  (o,  -). 

La  somme  |)artielle  — F,. (0)—  de  la  série   ultrasphérique  (I  ) 
de  F  (6)  s'exprime  par  l'intégrale 

F,.(6i.^   r    l'((3)S^(e,  o)sin2>-?r/cp, 

où 

S,(0,  9)sS(»->-'(0,  ?). 

Eu  désii;niinl  la  fonction 

sinU  v."''-+- X-+- ^j  |0„— 0|| 

par  /^l*^  (6),    où    ^^u.(m)  =  "2"'',   et    la    somme    pailielle    de   la 
série  (1)  de/(l')(e)  par /!;-.'( 0 ) ,  on  obtient 

d'où,  en  posant/'^»  (  8,,)  =.si^.i  et  l\. -=  F ,■  [K) - 

F,(0o)  =  Iv=2^-^^,-  ([^1  =  2'"'). 
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On  a 


+    /  -4-    /  +    /  +    / 

m  Oo-;:^,  6„+,—  r-,— 

Les  inégalités  (i3)  et  (29)  nous  montrent  que  les  intégrales  I,, 
T:,  et  I5  sont  bornées  : 

X  S,.(0o,  ?)  sin'^ç  do. 
La  formule  (28)  pour  o  <;  0„  <;  t:  donne 

sin      r/-f-  À  H-  -  j  ^Oo—  9  ) 


r,,.(5.)  =  Oi  ij  -f-  ( 


I    (  /•  -f-  l)  SMIÇ  Sin -! ; =—     I 


/•  -!-  1    ~    '   ~  /•-+-! 


On  voit  que  diin  côté  la  eontrihulion  que  donne  "/"i/  ('J-)  dans  \-, 
et  Ij  est  bornée  et  que  de  lautre  côté  pour  0„  >  î  >  ^         on  a 


X  L^ ;^_lZ i>il.>5(/*     = 


?'/f  =  0(1), 
sin 
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où  e  est  aussi  petile  qu'on  veut,    mais  (i\e.  Donc 


""-rh     ^(,0 


'  ~   sin 


On  dénionlre  facilement  qu'on  peut  remplacer  sous  les  signes 
somme  sin'cp  par  sin^O,,  puisque  l'erreur  qui  en  résulte  est  toujours 
bornée,  et  en  décomposant  le  produit  des  sinus  en  une  dincrence 
des  cosinus,  il  vient 


si?-)  .-=  O  _ 

'lu- 


sin 

Oo- 

■  ? 

o  — 

% 

(l)+-     /  c<)s[(7-—  ;x)(0o— (p)]  "^ 

-^  -    f  cus[(/-— |ji)(Oo— »)] 

I    r'""  '  "^  /- 

—  /  oos[(/--t- a-i-7.À +  i)(  Ou— o)] — l^y^ — 

''"    -  sin ' 

■> 

/  cos  (  /•  —  'j.  -h  '2  A  +  1  ;  (  0„  —  cp  )] '    , 

=  0(ij+--    /  co^\(r—iJ.)u\ 


/  C()s[(/- -4-  ;ji  4-  uA  +  i)  ;/ I 

"  *     Il 


sm  — 

/•  + 1  •>. 


=  0(i)-)-  -A'/-'-  ^.V/' 


La  fonction  étant  décroissante,  il  est  facile  de  prouver  que 

sin  - 

Ton  a  ,'\'2'  =  0(i)  (Ml  décomposanl  riulcrxalle  (  "  ?  £  j  en  inter- 
valles partiels  dans  lesquels  cos  [  { /• -i- ^-\- ?.y -\- i  )  ii  \  c^l  allcr- 
nativemenl  positif  ou  néi^alif. 
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Kii    applKjuiinl    |)()iir    y   .-    a    le    même    i-aisounement    à    linU'- 

"liilt^ .-)'(',  on  éliihlil  iiuissi  qu'elle  c>{  hornée  pour =  O  (  i  ), 

'  —  !-"■  I  ' 

el  il  est  démonlré  que  les  sommes  s'^^:'  sonl  tontes  bornées  clans  leur 

ensemble  si  ;•  ^':  <j.  el  si  , — — ^  =  0  (w.  Soit  mainlenani  /=:  -j.. 

Un  a 

■.;;■)=  o(n  +  :f  f  ^!!L  =  0(^-^1  r  '^^iioo(,.-+-.)  +  0(,., 

'1  ■>■  r       I 

et  par  conséquent 

s',r'>=  ^  lot;/--!-  0(|). 

Posons  /•  =:  2"'.  \  M  que  u  =:=  2"'\  on  a  |iour  /■  y£  u 


el  l'on  olitient 


//(  =  1  m  VI  n  III  jzf  « 

Ce  lésultat 

prouve  ([ue  la  série  nllraspliériqtie  (I)  de  l' Ci)  diverge  pour  f)  =  0,,. 
<juoique  celle  fonction  est  continue  dans  tout  intervalle  (o,  r). 

Le  second  exemple  csl  particulièrenjent  simple  :  la  série  ultra- 
sphérique  (îst  formée  à  l'aide  de  la  suile  bien  connue  de  h'ejér  t;,, 
e-2i  t';,, . . ..  e„, . .  .  .  M.  !..  l'ejéi-  a  démonlré  (  '  )  (jue  la  série  trigo- 

nomélrique  y  ^'„  cos /«  0    rsl   la   série   de   h'ourier  d'une   fonction 
1 

continue  partoni  dans  (  —  -,  -f--  ),  mais  N    r„,  c'csl-à-dire  la  série 
de  Fourier  pour  0  =  o,   diNcrgc.   i-e^  ntunbrcs  i'„  de  M.    !..  rejiM' 


(')    L.   Fejéh.    Sur   les    singularités,   etc.     (Annules    de    l'École    Aormale. 

i*  série,  l.  v'8,  i|)i  i,  p.  S3). 
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sonl  définis  ainsi  :  posons  H<(  =  u  et  pour  /'^i 

H,,  =  2.  li^'-h  ■2-2'-+-  2»'-+-  . ..  +  iC-')'  ^  2'M  ; 

chaque  entier  n  définit  alors  deux  autres   entiers  /•„  et  /i„  tels  que 

H,.,  _</t<H,.„et/?  r=H,.„_,-f-A„,donc  i<  /«,<H,.„  —  H,.__=  2.2'-. 

On  a  par  définition 

i 

/•,^  [2'"  —  /(„-i-  ^  I 

où  e  =  I  pour  1  ^  A„  ^  2'"   et  e  =  o  pour  2'"  <  /*„ £  2.  2'" . 

M.  Gronwalla  appliqué  avec  succès  (  '  )  cette  suites,  ,^0, . . .  c„, . . . 

pour  former  la  série  de  Legendre  2,  <?/<•  f*«  (cos6),    qui  diverge 

1 
pour  h  =  o   quoiqu'elle    est   la   série    de  Fourier   d'une  fonction 

continue  partout  dans  (o,  tu).  Cette  suite  de  M.  Kejér  peut  servir 
dans  le  cas  général  de  A  quelcon([ue  pour  former  la  fonction 
continue  partout  dans  (o,  tt),  dont  la  série  ultrasphérique 

(  { 8  )        > ,  ;, ^-r H(,  ■'  (  COS  0  ) 

■  j^       r  (  /i  -H  2  X  )        " 

«  =  1 

e,  Pi/-'(cos6  j        e.;,P'/)(cosO)  f„  Pi/-i(cosÔ) 

~       A(2).-i)        ^         \(f>--i)        '"■■■"'         A(,2>--ii        ^  ■  ■  ■ 

diverge  au  point  f)  =:  o,  converge  pour  ^  >■  o  et  converge 
uniformémeni     dans    l'intervalle    î^O^t    (s  >■  o).    La    série    de 

!M.  L.  Fejér  ^e„.  cos //  h  n'esl   cpie  le  cas  particulier  pour  X ->o 


de  notre  série  (38). 

Tout  (;e  qui  suit  est  basé  sur  les  formules  suivantes  (-)  : 

1    - 

(39.)    ir(cosOj  = n(X)r(»  +  .) j,      (:coso.-co.O.>-> 

(  n  ^  o,     X  >  oj. 
1    - 

^  •"'     "^        '  r-(X)r(«  +  ij         A        (cose  — cosa>)'-x 


(')  GiioNWAi.i,,  Mdllicin.  Annalen.  t.  T'i,  <9'3,  |).   a.'io-:»3.'i. 
(')  Li'TNiKoi'F.  Mathrin.  Xbornik   (Mosi-ou),  t.  l"^.  p.   i^o. 


J 
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Ces  rornuilcs  «généralisent  les  fornuilcs    r)ien   eonniies  de  Mehler 
et  se  réduiseni  aux  dernières  pour  a  =z  -  • 

Désignons  par   (] '„\,„  (0)  la  somme  suivante  : 


n  AI2A-I1 

'(M    1 


/Il  ^i 


2         A<ï'>-  ') 
lll+ll-  1 


A'?.>;-" 


•     l^iH^^i^cose,        I   P(Àv„^^(cosO) 


/;;  +  /n-l 


\(2A-I) 


■     f*,iV2.._/*^^'^^^     .  l'-Lî,."^"^'^' 


/«-+-2/t  — 1 


M.  L.  h'ejér  a  démontré  que  la  somme  trigonométrique  corres- 
pondante 

C<)S(  //(     i-  I  lO  COSl  /?t  -f-  V.  l'' 


C<»;„(0,=:limCi>-).,.('ei  = 


n  n  —  I 

COS  (  /?l  -r-  /l  -4-  I  j  0  COS  (  /H  -I-  n  4-  2  j  0 


cos(m  -+  n)B 


COS  (m  -f-  2„)0 


et  la  somme  analogue  N 


^  (  sin  /;;  -H  A 


■^  sin  (  /y/  —  «-h/  I  0 


i-  /.-+-I 


V  ^_i 

/.  =  1 


/. 


restent 


toujours  en  valeur  ahsôluc  plus  petites  que  tt-}-^-  ^^'i  en  déduit 
que  Ton  a  aussi  pour  ofiO^Tt  quel  que  soil  A 


A„,,„(0) 


^  cds  (  m  -4-  A'  -4-  À  )  0 

2d     ;r^^n"  ~ 


-^  COS  ('  n  -h  m  -t-  A-  -(-  X  )  0 


2- 


<■>.(--- -i) 


et 


I  *- 

n 

-y, 


os[  /n  -H  A -4-  À  jO  --  A-J 
/i  —  A  -f-  I 


^  COS  [  (  /t  -I-  m  +  A  -4-  X  )  0  —  X  71  ] 


<  '^l'--^  7.). 


On  prouve  maintenant,  en  s'appiivanl  sur  les    formules   (H9), 

que  l'on  a 

/  /i,  m  =  o,  i,  z,   . . ..  tc\ 

Soit  d'abord  ^i'^--  La  formule  (3f),  )  nous  donne,  en  posant 

M  .        I) 

SUl  —  ^=    tl.    SMI  — . 
■i  ■>. 

■22->-(TrH--2j  [(aX)     r  7. 


(sine )">.-» r^rx)   j^ 


4  (  7:  -4-  -2  ;  M  2  A  j  r^  Ju 


2(::  +  .),..(Tr--.)_^.^,^^_^.^^_ 


T'  (^Y' 


Pour  0^  —  la  formule  (oç)..  )  nous  fournil  la  même  conclusion 

■  o)-.  (0)|.:  iliLiili<iilL±li  =  .>.+.(T:^-.)    ("ei^V 


sin  - 

Revenons  maintenant  à  la  série  ultraspliéri([ue  U)8).  Posons 
2^'^  =  H,.  —  H,_,  (/ :^  1)  et  groupons  les  termes  de  la  série  (38), 
en  prenant  ig,-  termes  dans  le  /''*'""'  groupe.  Eu  égard  aux  définitions 
des  nombres  t;„  el  des  sommes  C'/,',  ,«  (0),  on  voit  quele  /•"'"'*  groupe 
n'est  que 

donc  la  série  (38)  définit  la  fonction 

7=1 

Or   IQ;;,,  (G)  |<  :>/'•+'  (7t4- a)   cl   la  série    (io)  converge  absolu- 
ment et  nnifoi-mément  dans  (o.   tî).   Par  conséquent  1'''^'  (cosO) 
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v,^l  coiitluiu'  daiib  luul  iulersalle  (o,  tz).  Pour  calciilci"  les  coetli- 
cients  de  la  série  ultraspliérique  (I)  de  F"  (cos  h)  non--  pouvons 
siihsliliier  dans  les  intégrales 

•   u 

la  série  (  io  i  à  la  fonelion  F"  (cos'ii,  puisqii  elle  eonvcrge  iinifor- 
inénient;  mais  P'/;'  (eos  a)  n'entre  que  dans  le  /■jf'"^'    groupe 

'  Il 

cl  l'on  obtient  dé(inili\  einenl     ^,-^"_^   coniuic  coctlieienl  de  P  l  (cos  0) 

dans  h'  développement  ultraspliérique  (  I  )  de  F^"  (cosO). 

On  voit  que  (>^8)  représente  la  série  ultraspji('ri(pic  de   l-'ouriei" 
fie  la  fonction  1^'"'  (cos  0  ) 

I'  ('•)  (  cos  0  I  ~  >    — — '-^ 

n  -.1  " 

rie  développement  se  réduit  |)Our  0  =  o  à  la  sciie  divergente  ^^  e„ 

quoique  la  fonction  dévcloppce  I*"'''  (cosO)  est  continue  partout 
dans  (  o,  t:  l. 

La   série    2_t''"  *'**  soniiuahle  ((1,   5  ">  o)    avec    la   >ouinie    zéro 

puisipic   la    série    2^'^-'"  <**^  "  ^   6*''    '<'     série    trigononjctrique  de 

Foiiricr  d'une  fonction  continue  parloul   dans  (    —  ~,  -\- '^)  ^l  <1"' 
s'annule  pour  B  =  o. 
(  )ii  a  aussi 

piiis(jue  Of;\„  (o'):r=o.  Soit  uiaintenanl  0  >  o.  M.  L.  l-'ejér  a 
dcmctntn-  <pic   r«)n  a  pour  î  ^  j  0  |  S  t:  (pie!  cpic  »oil   N 


m  a 


.\-        I 
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d'où  l'on  déduit  linégalité 


2_t   t^„  cos[(//i  ^  À)0  —  A-] 


(sse^-). 


En  appliquant  la  formule  {ig-i)^  on  trouve  que  l'on  a  pour  5^  6  <  - 
quel  que  soit  N 


P^iUcosO) 


A(2).-ii 


< 


<St: 


(^  =  9-^). 


Or  /'„  -^  00  avec  n  ->  co  et  cette  inégalité  confirme  la  convergence 
de  la  série  (38)  pour  0  >■  o  et  même  la  convergence  uniforme 
pour  £^  G^t:. 

§IV. 

Envisageons  la  série  (l)  d'une  fonction/(  j:)  et  supposons  que  le 

|)roduit  (1  —  x'^j^"-! / (x)  est  absolument  intégrahlo  dans  l'inter- 
valle ( —  I,  H-i).  Nousallons  démontrer  que  sous  cette  seule  liypo- 
liièse  la  série(I)  est  sominable(C,X)  en  toutpoint  intérieur.r  =  cosO, 
G  <^  0<^  TT,  où  existe  la  valeur  moyenne  -\f(-^  —  o)  -\-f(oc  -h  o)| 
de  la  fonction  développée,  et  qu'elle  a  pour  somme  cette  valeur 
moyenne. 

On  va    voir  que  la  série   (!)    est   sommable  (C,  0)    déjà  pour 

0  <  0  =  0(1  <_  A. 


si  le  produit  (i  — x'-)      -     /(•'v)  est  absolument  intégrable  dans 
( —  1 .  -hi  )  pour  0  =  60  >  o. 

Soient  donc  o<^-f]£H^7:  — -  •/)  <^  tt  et  a  <C  -•  La  moyenne  arillimé- 
lique  d'ordre  ô  — /',^'(cos  0)  —  de  la  série  (1)  au  point  x  =  cos  0 
s'exprime  par  l'intégrale  suivante  : 

/;,^' (  cos  0  )  =  /     /( cos cf  )  s;:-  >-' (  0 ,  cp  )  sin2>-  cp  ./cp 

.E  .0-c,  ..0-I-:,  ,.7I-S  ,T, 


—  Ad)  _i_  ^(t)        _]_  ^( 


•\(5) 


—  -2S5  — 


Désignons  une  quantité  positive,  aussi  petite  qu'on  veut  mais 
fixe,  par  a.  En  choisissant  z,  suffisamment  petil,  nous  avons  sous 
la  supposition  (!<■  l'existence  de-  </(  jc  —  o)  -h  /'(x  -+-  o)  ■ 


I  /■(  cos  o  )  —  f(  X  —  o  ; 
|/(c<)S5  ) — /(  ./;  ^  o) 


(i  l{ 


6I< 


{x  =  cosO,   0  —  £i-£  ç  ^  6;, 


OÙ  R  est  la  borne  supérieure  de  toutes  les  majorantes  R'^-^'  (cos  6) 
pour  Yi^fl<7T  — Y.,  0  >o  et  //  =  o,  I,  2,.  ..00,  dont  Texistence   fut 
établie  au  paragraphe  II. 
On  voit  que  l'on  a 

/  /(cos  (p)S;^''' (6,  (5jsin2>-^,/cp  _/(./•  _o  ;  /  S'^^' (6.  c)  sin^"' <p  r/? 


ainsi  que 


,^  "j 


Oi 


/  S'<^.''(0,!f  isin-^'c;  Je  =  ±  -  -l-o(i)         (o^o), 


comme  l'a  montré  Darboux  (')  pour  o  =  o,  d'où  on  le  conclut  (< 
fortiori  pour  o  ^  o.  Donc 

/  /(coso)  S^'^.'UO,  g;  sin"  =  Jc5  —  i^ '- -\ 


fJ-s. 


<  3  -^\f(:r~o)^f(x^of\o(i). 


c'est-à-dire 


(4i) 


/(./•  —  o)  -+-/(./•  -HO) 


<  -  -^  (K  g  (0  >  o). 


Dans  les  intégrales  .>',^'  (;t  .>*,*'  on  a 


(')  Journal  de  Liouvilte,  3"  série,  t.  IV,  187*^,  p.  .^S.'). 
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donc,  en  appliquant  l'inégalité  (26)  pour  o  «<  ô<i,  on  obtient 


/      \f'^^>^r 


)  I  siii-'ç  c/ç  ■< 


Cil 


0(1), 


[)uisque  le  produit  |  f  {co^ -j)  \  sin^'cp  est  supposé  iiUégrable 
dans  (o,  tt).  On  a  la  même  inégalité  pour  0  >  1  a  fortiori  et  par 
conséquent 

(42)  -\r^'\^  =0(1)     (5>o). 

Dans  les  intégrales  A^'^ct  -^[,'''nous  appliquons  rin(''galilé  (34)  : 


«^0 


(oiA). 


^>.  ^O. 


(0  —  9)''-'+' 
Mais  0  —  es  >  r,  —  s  >  r,  —  '^  =  ^  et  il  vient 

h"^;/''!   <  ^42  (  I)   -i-  \  )''■     '■'  [/(COSÇ)  ;  (sill0)i> 

•  'n 
De  même  l'inégalité  (3i  )  nous  fournil 

\^^\?^\<C,,('>^\}'-^^  I       ;/(o.sç):(:sii.cp)-i>../ç        (6^X).'    • 

Grâce  à  l'intégrabilité  supposée  du  produit  |  /'(cos  co  )  |  (sin  es)'-' 
dans  (o,  -rr)  les  seconds  membres  de  ces  inégalités  peuvent  être 
rendus  |)our  0  =  A  plus  petits  que  -  en  ehoisissani  £  assez  petit 


(/l'i) 


-V.,' 


"    I  '^  r'' 


^i?i<s      («  =  ).: 


En  additionnant  (I1),  (I2)  et  (  i')),  on  obtient 

/(./•  --  o)  -H    /•(.,•  -I-  o) 


/;/■'(  0) 


-^-  -^011)        (  5  =  X), 


d'où,  pour  //^N  =  IN  (y,,  £,  £,)  =  N  (a), 

_/'(./■  —  a)  -h  f(x  -\-  o 


/('■'(  0) 


c'est-à-dire 
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On  \(Ml  que  la  soiiiinabililé  (  (-,  k)  de  la  ^érie  (  \  )  est  la  consé- 
quence de  la  seule  hypothèse  d'inlégrabllilé  absolue  du   produit 

(i  — X-)  ^ f  [x )  dans  ( — i.  -(-  i  ),  étant  d(jnnée  l'existence  au 
point     considéré    x    (  —  i  <;  a^  <^    I-  i  )     de     la     valeur     moyenne 

.  .1 

Supposons   inaintenanl    que  non  seulement    (  i  — x-  }'~2  /  (  x), 
..->-.— i 

mais  déjà  (i — x'^)  '^  J  {x),  où  o  >- o  est  lixe  et  plus  petit 
(jue  X,  o<<À,  est  absolument  intéj^rable  dans  ( — i.  -hO^  c'est-à- 
dire  ([ue  l'intégrale 

/      |/(  cosc;/^  |(.siriç  )A»S  (/-p  (o<8<X) 

•    0 

existe.  On  a  pour  //  suflisaiument  "laiid  — - —  -^    2£  el 


1      t: 


-V,/'=/     /(.■osG;S>f.>-(<»,?;(^i»'rJ^'-''?-  /  +/  =«;,"-+-tV. 

•'n  '0  •        1       t: 

n-(-  1    ï 

A  laide  de  l'inégalité  (  3 'j  )  on  obtient 

1         TT 
^  "  +  I    2 

I  ^H     I  <  ''-i  3   /  I  /i  —  I  j  siii  -^  I'  -2  I  y'('c<is  'X.  I  I  (  ^iii  o/"^''  ^A-p 

•  u 

1     ■K 

l -\>-'''  /-"-^  '  ~^ 

puisque  («  -+-  i)  sin  cp  1  (/i  -|-  i)  es  5  7  fl  ^ —  ^  >  •'.  Quant  à  l'inté- 
grale /ff  nous  avons,  en  nous  appuyant  sur  l'inégalité  ('->-')), 


c\^(  sin  y  y-*^  s       / 
fC«  -4-  i)sin'fl8-^'  (  '  " 


/  I  /'(  0(15  9  )  I  ()(^iii''^''-'oj  ^'i 

7;-t-i  2 


n-v-l   2 
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piiiS(|U(.'  A    ^oelQ^o.  On  voil  inaiiilcnaul  (juclOn  a 

Le  même  raisonneinenl  nous  donne  aussi 

r""  -  - 

l'Xr'Kc,^  |/(cosç)|(sin'^)'-+V/;p. 

Enclioisissanl  £  suflisammenlpelit,  on  obtient  [)our  un  ceilain  o^". 

>,  4-  Ê  —  1 

tel  ([ue  le  produit  (i  — j?-)      '       J  {-^  )   t'sl   absolument  intéyrable 
dans  ( —  I ,  H-  i) 


A-»' 


ei    I  -•);/ 


6  I  '"    I   -  c 

Eu  ('•<;ar(l  à  (  ]  I  )  et  à   (  4^)  il  vient  poui-  // i  JN  =  ]N  (a) 


/■'^•"M))  — 


()(i)<a, 


e  e>[-a-(lirc 


fi=z  a'  "  0.  \  »•  =  cosO  / 

sous  la  seule  li\potlièse  (rinlégral)illté  absolue  du  produit 

0  +  "/.  —  1 

(I  —  x"- )       -       ■/{■>-) 

dans  l'intervalle  (  —  i ,  +  i  ). 

Si  la  fonction  y  (x),  qui  est  absolu  ment  intégrable  dans  (e  —  i ,  i  —  e) 
quel  que  soit   i  ,,>(>,  devient  infinie  en  points  frontières  j;' =  =b  i 

d'ordres  y,  et  Y^,  le  produit  (i— x'-)  "  \  J\x )  \  n'est  intégrabie 
dans  {■ —  I ,  H-  I )  que  pour  ô  ^  ay  —  0^~^  ^)i  ^^  ^  désigne  le  plus 
grand  de  deux  nombres  y,  et  yo,  et  la  série  ultrasphérique  (I)  àef{x) 
n'est  en  ce  cas  somniable  (C,  o^>.)  que  pour  o  ">  ;i  y  —  (X  +  1). 
On  le  prouve  sur  l'exemple  particidier  suivant.  Supposons 
que  f{x)^  étant  absolument  intégrabie  dans  l'intervalle  (t  —  i, 
I  —  c),  a  pour  I  ^1  a?  I  ^  I  —  £  (î  >  o)  la  forme 


f{jc)  =  {'.~x-^r^^{x) 


Y  >  -,  I  —  £^  I  r  Ui)' 

'  2  II' 
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où  Y  >  -  <;l  où  la  loiictioii  .;(,/•)  est  définie  ;iiiisi  : 

0 

la   loiiction  -l  (x)  élanl  horiiée  et  g  =iE(y).  Le  casy<-  est  exclu 

"/.  +  5  -  1 
puisque  dans  ce  cas  le  produit  {  i  —  x-)  ''  \f{.r.)  \  est  inlégrable 
dans  ( — I,  -\-\)  pour  chaque  valeur  positive  de  o  et  la  série  (I) 
àv  f{x)  est  sommable  (C,  o)  pour  eliarpu;  o>o.  On  voit  que 
notre  théorème  fournit  pour  o  la  plus  petite  valeur  possible,  à 
savoir  o  >  2y —  (X-|-i).  Revenons  à  l'exemple  cité  et  sup- 
posons V  >>  -. 

La  moyenne /if  Tr)  d'ordre  Z  s'exprime  ainsi  : 

/;^v.r)=  r ^,-j2/-i/,_^,s;p'(o, o)<h  =  r  '-^  f  '+  r' 

•^-1  •    -I  •    E-I  •    1-E 

( T  z=  COSO,   y  =z  cnstp  I. 

On  a  déduit  plus  haut  poui-  elia(|ue  o   >  o  et  |  .r  |  ^  i  —  =  le  résidlat 


(  0  >■  o,     I  ./•  I        I  —  £) 


et  pour  démontrer  que  la  série  fl)  de /(.r)  nCsi  pas  sommable  (C,  o) 
pour  o<  ay —  (a  +  i)  il  suHit  de  |)rouverque  la  somme  -"n;,  -\-  \,  ne 
tend  pas  vers  la  limite  déterminée,  quand  //  ->--/;,  si  o  ^  ay  —  (X-f-  i  ). 
On  a  pour  |  .t  |^  i  —  h 

OÙ  la  fonction  o>(^.r)  est  boi-née,  et 

-V/,  +  -^;;  -  >  A,.  /       .-  /    (I  -/-^ )     -^         s,;"( 0,  ■:, . ./r 

I  I  -    X    ) 

e 

=  'y  A/,//'  r^i  -^/""(.r). 
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I.e  produit  l(-)  (cos  o)  ]  sin' '^'^  cp  ost  inlégrable  dans  (o,  -)  et.  en 
choisissaul  convenablement  s  et  X,  on  peut  diminuer  autant  qu'on 
v(Mit  la  valeur  absolue  de  l'intégrale  y'^"'  (.r)  pour  «^N;  c'est-à- 
dire  /'"'  (x)  =:o(i).  Pour  obtenir  la  formule  approximative  pour 
/'/')  (.r)  nous  écrivons  cette  intégrale  ainsi  : 


yV"*.»-) 


■    —l  "-'l-î        «    —1  «^    £-1  '    .t-£  ''j+i 


La  fonction  (i  —  a?- )*"'''  est  continue  dans  (s — i.  i — ;)  et  par 
conséquent  on  a  pour  chaque  o^o 

lim  t'/,  =  lim  i'I  =  o         et  lim  il  =  (i  —  t^)'''-!         (ô  >  o), 

ce  qui  nous  fournit  la  formule 

^n^^n=  I  1  -g(J;)-+-0(l). 

e 

OÙ  E(jc)=  V  A;v(i  —  x'^y-'^   et  ^  =  E(y).   L'intégrale  dans   le 

0  .  .  ,  ^ 

second  membre  n'est  que  la  moyenne  aritlimélique  d'ordre  o  de 
la  série  uUrasphérique  (  I  )  de  la  fonction  \  (.r) 

0 

(3n  voit  par  conséquent  que  la  somme  ?)'„-\-:\"„  tend  pour  n  ->oo 
vers  la  limite  zéro,  si  la  série  (44)  est  sommable  (C,  8)  et  tout 
revient  à  démontrer  que  la  série  (41)  n'est  pas  sommable  (C,  o) 
pour  o^^iY  —  (a-|-i).  Or  la  condition  nécessaire  de    la   somma- 

bililé  (C,  o)  d'une  série  ^    u„  s'exprime  ainsi 

0 

lim   — j-  =  o 

et  notre  proposition  sera  établie,  si  nous  démontrons  que  la 
l'ondition 


n'est  remplie  que  pour  o  ^-  2"'  —  (^>-t-  O- 


f 
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(  )n  a  d'abord 


l'iA) 


I  //     '-  /.  ) : / 

,    \  V  12/ -I      / 


et  pi 


Pif'f^)  = 


a)^(j 


A';r"cos[^(«-^A)o-^j 


X  )  P'J    (x  »  f/.'.' 

i     ^ 
(\—x'-)^~'' 


<'(e) 


donc  il  siilfit  dV'lahlir  (|ur 
(45)  liiii  (  n  -+-  ij'-''   2   / 

n  =:  ac  •-'^— 1 


(' sinO  )>-+-!  fn-^i  )*-^- 


('.7'  =  (•(>>i  6), 


'  ^l>)  P,/'(3:)r/.r 

-—A 

—  /r2  V- 


n'a  lieu  que  pour  o  >  2^  —  (>*>+  O-  ^'^  posant 


/: 


'i«>  -  f 


•-»  i:/„\  Di>. 


i,{x)P'/;'ix)dx 


P=2^^^"''~'* 


(  I  __  .772  )2  *  =  0 

el  il  .s'a<;it  d'exprimer  »•'„*' par  la  forniide  approximative. 

Formons  la  fonction  génératrice  N  «<  -)  <le  la  suite  t^J,**,  r',*', .  .  . , 


\. 


(  I  —  3-2  I 


rfa: 


On  a 


(  I  —  ■).  X  z  -^  z-  )^-  I  I  —  .r*.  )      - 

n  -0 

42 


f  I    - 


•5  donc 


^i^)''(î^'--^)    F^,^^^-a,.À-.,-.a..) 


Cl  —  J^M 

a,  •>. /.  -4-  I 


r(X-h  I  —  3t  ) 


(!-*)•> 


—  -29^2 


où  F  est  le  si^ne  de  la  fonction  livperj;éoinétrique.  En  appliquant 
pour  a  ^  -  la  méthode  de  Darhoux,  nous  observons  que  les  pro- 
priétés les  plus  élémentaires  de  la  fonction  hjpergéométrique 
nous  permettent  d'écrire 


Va(3i.= 


''(i)'^G-^-^)K^---^^'^--i 


a,  •>.  A  -f-  I  —  ix, 


')■ 


r().  +  1  — a) 


r(l)r(,.-Hl-,)p()..,- 


3  )2A-l-l-2a(i  _|_  :;  )2a-I 

>.  2 .  >.  H a,  2  A  H-  I  —  -2  y., 


o 


donc    T=  I     pour   :;  =  —  i    cl   ^ ^^=  '    pour 


\z 


=  H-  r  d'un  côté  et  de  l'autre  côté 


F  f  X  -I-  I  —  2  a,  X  H a,  iX  -+-  i  —  2  a.  il 


existe  pour  a  >  -  et  elle  (;st  éi>al(!  à 

r  (  ■>.  />  —  I  —  ■;■.  a  )  r  (  a 


r,).  ,rfx  +  -  — a) 

On  voit  que  \,^(;)  na  (pic  deux  points  sinii,uliers  2=  —  i  (-:=  1),. 
G  = -h  I  (t  =  00  )  et  y  dc\  ieiit  infinie  d'ordre  2y.  —  1.  Selon  la 
méthode  de  Darboux  nous  devons  développer'  en  série  de  Taylor 
la  fonction  auxiliaire 

A  « 

1)(Z)   =: 


(I  -^   Z)-2«-l  (I  —   3)«i 


où  A  =  lim  1(1  +  .^)'-*  '.  V«(  ;)!et  B  =  lim  ](i  —  zY^^-y  \\  {z)\. 
On  calcule  aisément  (pic  l'on  a 

i^(X)r(x  +  i-a) 

9,H-2a+i  p(X-(-i  —  a)       \  '       ^  •!  '  '     / 

et    le   premier    tiM-ine    tic   la    formule    approximative    cherchée    est 
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l'ouini  par  le  cocrficieiil  de  :■"  clans  la  série  de  l'avlor  <if  D  (^  :?  )  : 

p\f^  =  A  h  +  (-  g"  ]  ,-,^-- —   ^^^     >  ^  ;  I  ^  ou)  ; 


r  { V.  a  —  1  )  r  (  «  -1- 1  ) 
i 


!-+-(,—  Ij" 


1'  «ru 


C-i-') 


r(a) 


-      (/J  -r-  I  )**-''   )    I  -r-  OH  )   I 


l'où  la  forimiU;  chercliôf  pour    /      (i  —  x '^ /'  2,^  (x)  P^,"  (  x)  dx 


/ 


(i-^-^)' 


ir-'rfY) 


(«  -H  i/^"-2;i-ro(g; 


(v>i) 


el  cnliii  pour  "'  >>  - 


(/i  4-  i;i 


>./• 


(  I  —  x'- 


(n  +■  i)2y-X-Ê    I  I  (:.g-+-()(  I  )j. 


Donc    ('î5j  ne   peut    axoir  lieu  (pu;  \H)nv  îj  ^  U"  —^  {  K~\-  i  ),  ce  qui 
démonlre  noti-e  pr()|iosili()ii. 

On  voit  cpic  It's  points  1  ronlièrcs  ,r  =  zh  1  n' in /l lient  jxis  sur 
1(1.  soni/na/n/itr  ((1.  o>o  )  de  /a  série  {l  )  à  tinté/  icitr  de  Vinler- 


ille  (1  — ,  -h  1)^  Si  v^  — — ,  mais  pour  y  > 


leur  influence 


détrait  Ui  sornniaUilité  (C,  0  ^  av  —  a  —  i)  partout  à  C intérieur 
de  l  intervalle  ( —  i,  +  i)  el  l'on  ne  peut  |)as  par  conséquenl  dimi- 
nuer la  puissance    ^ du   hinouie    1  —  .r-    dans  l'énoncé    du 

théorème  dénu)nli'é  concernant  la  sommahilitr-  (C,  o;^A)  de  la 
série  (1  I  pour  |  x  |  <  1 ,  à  savoir  : 

THÉOKi-:.viK.  —  La  série  (\.)  est  soinniable (C,  0^0)  firec  la  pudeur 
moyenne  -  ■  f\x  —  o) -|-y  (.r  H- o)-  pour  somme  en  tout  point 
intérieur   ,r,    oit   existe    cette  valeur    moycntie,    si  le   produit 


(i — X*)     ^     J'{^)  ^-^^  absolument  inlégrahle  dans  V intersalle 


Le  développement  {1  )  d'une  fonclion  lonlinue  partout  ilans  (,  ^  l , 
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-|-  i)  esl  somniable  (  C,  o)  vers  la  valeur  delà  fonction  développée 
pour  chaque  o>o  partout  à  l'intérieur  de  (  —  !,-(-•),  la  somma- 
bililé  étant  uniforme  dans  l'intervalle  (s  —  i ,  i  —  s  ),  (£  >  o). 

On  sait  que  la  série  2.  "«  somniable  (C.  5)   avec  la  somme  s 

jouit  de  la  propriété  suivante  : 

lim      ^    UnZ"  =  s  =  lims)^^. 

1  =  1  —  0  ^^  n  =  oo 

En  appliquant  ce  théorème  à  la  série  ulliasphérique  [\)  et  en  s'ap- 
pujant  sur  la  formule  (4)  de  M.  Kampé  de  Fériet,  on  déduit  le 
corollaire  suivant  : 

CoKHOLAïKK.  —  E fi  lOLiL poïjit  inlévleiir  .r,  où  existe  la  valeur 
moyenne  de  la  fonction  f\x  )=^  f  (cosH),  on  r/,  en  posant 

4^  sinÔ  si  11  cp 


I  —  ■;>.  z  cos  (  0  -h  ©  )  -t-  z- 


=  -  \f(^  —  ^')^f(-r  +  ^)\, 

pourvu  que  le  produit  {i  —  x'^)     -.  \J  [x)\  soit   intégrable  dans 
[' intervalle  (  —  i ,  +  i). 


Vu  que 

,.  Vil 

X  =  o„/^\     /i        ,\  v.t:  1  — -        I  —  23CO?(e— 7)+-52 


rOv  +  i)         „,.            .       ,       ^          I        I            I  —  a3cos(6-4-œ)-(-^2 
I'(X  +  i.  X,  2A,t)= = )^ 4--  ;> 


le  passage  à  la  limite  pour  X   *o  (hins  la  formule  (46)  nous  fournil 
l'intégrale  de  Poisson  : 

(a-  =  cosO). 
On  voit  que  (4*J)  généralise  l'intégrale  de  Poisson  et  la  lie  à  l'inté- 
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grale  analof^ue,  (|u'on  déduit  de  (^6)  j)oiir  A  — :  -  ; 


~r 


H{\/~)f(ctybZ,)  siii'y</ç 


'='  -"       ~      -Il      [i  —  ■/./•vns(f)  —  ç.)-^r-]}/i  —  •//■c<)s(0  H- ©) -(- r- 
=  -  ]/(x  —  o)  -^fix  -!-o)  I  ('/.  —  -,(x  —  co<.()\ 

et  où  E  (y/^)  désigne  rinlégrale  cllipticjue  de  second  espèce 


li(^  ^)=   f    ^i  --.ii]n'-'}j(/-l. 


4rsinô  »in» 


I  —  M'  COS  (  0  -(-  3)  )  -1-  /-^ 


Remarquons  pour  conclure  que  les"  moyennes  /[,'■  (x)  de  la  série  (F) 
d'une    fonction   bornée  pour  0^2). -l-i    sont  toujours   comprises 
entre  les   bornes   inférieure    el    >upérieure  de  la  fonction  déve- 
loppée y  (:c)  dans  l'intervalle  ('  —  i,  H-i  ). 
Soit  donc  pour  —  1  l!x  5-4-  r 

fnÇf{.r)%\^         ( — i^j-îj-i-i). 
En  sappuyant  sur  (36)  on  eu  déduit  pour  0  ;^  ■ù.-r-  1 

ru  f    S',?''(0.  cp)siii2>.cp^/9</i,^'(.r)<  M    C    S),^' 'N  0.  9  .  sin^A  o  ,/-i 

(x  =  COS  6), 

d'où  découlenl  les  inégalilés  à  démonher  : 

m  -, /'J'  (  X  )  IM         (  —  I  :  ./•  ;i  -4-  I ,  ô  1-  -^  À  -I-  I  ). 


SUR  UNE  FORMULE  DÉDUITE  DE  LA  THÉORIE  DES  CUBIQUES; 
Par   m.    Il  Al)  \  \i  Aiti). 


La  théorie  des  fonctions  (dlipti([ue>«  fournil  a\ ce  nue  rtMnar(|uablc 
simplicité,  ainsi  qu'il  e>l  bien  connu,  une  série  de  propriétés  pro- 
jectives  des  cubi(jues  planes  les  plus  générales.  Je  ne  sais  s  il  a  été 
remanjué    (pie,    jKir    une   déduction    inverse,   un    lliconrnr   de    la 
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Géométrie  des  cubiques  conduit  à  une  relation  vérifiée  par  la 
fonction  p. 

Le  théorème  dont  il  s'agit  est  celui  en  \erlu  duquel  les  tangentes 
menées  à  la  courbe  par  un  de  ses  points  forment  un  faisceau  de 
rapport  anharmonique  constant.  La  courbe  étant,  comme  on  en 
a  le  droit,  supposée  représentée  parles  équations 

.r  =  p(t,         r  =  p'  II, 

et  u  désignant  l'argument  du  point  de  contact  de  l'une  des  tan- 
gentes, ce  fait  s'exprime  évidemment  par  la  relation 

[p'-iii-^p'u       p''2t<  4- p(w -T- c)))  I    r  p''Mt^p'(ii  ^  M,)         p'-iu->r-  p'  I  II  -1- toa)"! 
P'}.U   —  pu  p>.ll  p(  u  ^  Uii)  \     LP'2»  —  p  (  u  --'-  M,  j  pill  —    p  (?/-!-  (1)3  )j 

Vp'xU^p'u  p'%11  ^  p' {ll-^Mi)~\     Vp'-2U  ^p' {U-\-lOi)  p'iU  -+-  p'  (  </.  -H  CO3  )  "I  I  __ 

\p)ji  —  pa        j>2f/.  —  p  (  u -+- (02)  I    \p>.u  —  p{u-^',ix)        piu  —  j)  (« -+- 0^3)  J  I 

(0,,  (02,  (o.j  représentant  comme  d'habitude  les  trois  demi-périodes. 
il  est  bien  clair  qu'une  telle  relation  peut  se  vérifier  sans  difficulté 
à  l'aide  des  formules  classiques (*),  mais  il  serait  intéressant,  à  moins 
que  cela  n'ait  déjà  été  fait,  d'examiner  si  elle  ne  peut  pas  être 
rattachée  à  quelque  proposition  généiale. 


(')   Kn  parlanl  de  la  décoinposilion  de  — ^— —  en  somme  algébrique  de  fone- 

.P"  —  pi' 

tioiisl^,  on  trouve  a,sscz  facilcriicnl  que  Itî  premier  meinbie  se  réduilà 


.P 

pw,  —  ,pw., 
,pw,  —  pwj 


<?^n1 
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Dans  la  séance  du  i4  janvier  ny^o,  l'Assemblée  générale  de  la  Société  niathénialique  de 
Trancc,  considérant  que  les  relations  de  la  Société  avec  ceux  de  ses  membres  qui  appar- 
tiennent aus  nations  ennemies  ont  été  suspendues  pendant  la  guerre,  a  décidé  que  ces 
relations  ne  pourraient  être  reprises  qu'à  la  suite  d'une  demande  formelle  des  membres 
susvisés,  demande  qui  serait  soumise  au  vote  du  Conseil;  en  conséquence,  les  noms  de  ces 
membres  ne  figurent  pas  sur  la  liste  ci-dessous  (')  : 

Date 

de 

l'admission. 

19"20.  ADIÎIiIX,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  de  Paris,  i,  \ersailles  (Seine-et-f)ise). 

19'2-2.  ABRAllESCO  (N.),  professeur  à  l'Université  de  Cluj  (Uoumanie). 

1900.  ADHÉMAi;  (vicomte  Robert  d' ),  place  de  Genevières,  i'|,  à  Lille  (Nord). 

1920.  AI.Bft,  professeur  au  lycée  Jules-Ferry,   rue  de  Berne,  7,  à  Paris  (S°). 

19\î'2.  ALEXA\DItE,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  de  Breteuil,  93,  à  Paris. 

191!).  ALMEUAS,  professeur  au  lycée  de  Casablanca  (Maroc). 

1896.  AIVDOYEU,    membre  de    l'Institut    et    du    Bureau    des    Longitudes,    professeur  à    la 

Faculté  des  Sciences,  rue  Emile-Dubois,  -23,  ii  Paris   (l'i'). 

1891.  AXDUAOE,  professeur  à  la  Faculté  (l(!s  Sciences,  Villas  Bisontines  .i,  à  Besançon. 

1918.  A\GELËSCO,  professeur  à  l'Université  de  Cluj  (Roumanie). 

1919.  AIVTOIXE,  maître  de   conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  Rennes  (  IlIe-cl-Vilaino  ). 

1920.  AVZliMBEIlGEU,  professeur  au  lycée  Janson-de-Sailly,  à  Paris  (iG»). 

1879.  APl'EliIi,   membre  de   l'Institut  et  du  Bureau  des  Longitudes,  recteur  de  l'Université 

de  Paris,  à  la  Sorbonne,  il  Paris  (5"). 

1910.  AHCllIltALD(C.-R.),professeuriiBrown-Université,  Providence,  Rliodel8lan(;(  États-Unis). 

1919.  AURIOD,  ingénieur,  rue  de  Provence,  i:?'i,  à  Paris  (9'  ). 

1920.  AUVEMJAS,  ingénieur  à  la  poudrerie  de  Sevran-Livry,  Sevrau-I.ivry  (  Seinc-et-Oise). 
1900.  Al'HIC,  ingénieur  en  chef  des  ponts  et  chaussées,  rue  d.i  Val-de-Gràce,  2,  ii  Paris  (5'). 
1920.  AIJTEilBE,  sous-directeur  à  la  C'°  d'assurances  sur  la  vie,  /.'('nioii,  place  \end6nie,  9. 

à  Paris  (  I"). 
1919.     BAGlIElilEU,  maître  de  conlérences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon  (Côto-d'Or). 

1919.  BAILLAID,  membre  de  l'Institut  et  du  Bureau  des   Longitudes,  directeur  de  l'Obscr 

vatoire  de  Paris  (l'i'). 
1900.      BAIBE,     professeur   à    la    Faculté    des    Sciences   de    Dijon,    en    congé,    place    Saint 

François,  12,  à  Lausanne  (Suisse). 
1896.      BAKEB,  professeur  à  l'Université  de  Toronto  (Canada). 

1917.  BAUBAl  (J.-A.),  professeur  à  l'Université,  à  Groningen  (Hollande). 

1905.     BARRE,   chef  de  bataillon  du   génie,  docteur  es  sciences  mathématiques,  8  bis,  rue 
Amyot,  10,  à  Paris  (5"). 

1918.  BAUltlOL  (A.  ).  directeur  des  Services  de  la  comptabilité  aux  chemins  de  fer  du  P.-L.-M., 

rue  Saint-Lazare,  88,  à  Paris  (9-),  S.  P.  {'). 

1920.  BAUDET  (II.),  professeur   à  l'.Vcadémie    technique    de   Deift,  van  Bœtzelacrlaan,  3„>, 

La  Haye  (  Pays-Bas). 
1920.      BAVS,  professeur  agrégé  ii  l'Université,  Bcthlociii,  Fribour;;  (Suisse). 

1919.  BlîGIIIIV,  maître  do  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Montpellier  (Hérault). 
1922.     BERCER,  rue  Saint-Georges,  i3,  Nancy  (  Mfurthe-el-Moselle  ). 

1919.  BENE/iE,  professeur  au  lycée,  à  Caliors  (Lot). 

1920.  BERXIIEIH,  professeur  au  lycée  Louis-lc-Grand,  rue  de  Siani,   1,').  à  Paris  (iG*). 

(')  La  liste  (|ui  suit  donne  les  noms  des  membres  de  la  Société  à  la  lin  de  l'année  iÇf:'.'6. 
(^)  Les  initiales  S.  P.  indiquent  les  Sociéluires  perpétuels. 
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1923.     BBRVSn;i\  (S.),  i)r.)resseur  a  lUniveisilé  de  Kliaikow  (Russie). 
1891.     BEKTIIAM)  1)1':  FO.VTVIOLAVr,   professeur  à  l'Ecole  Centrale  des  Ails    et  Manufactures 
Les  Acacias,  à  Vaucrcsson    (  Seiiie-et-Oise).  S.  P. 

1910.  BEIURiXD  (G.),  cbàleau  de  la  Forte,  La  Ferté  Sainl-Aubin  (Loiret). 
192"2.     Bir.KVRT  fL.),  ingcniciH-  civil,  rue  de  Kotne,  i '5,  à  Paris  (i-*). 

1921.  niXOSCIll-EDER,  rue  Claude  Bernard,  J3,  Paris  {',-). 

1888.      UIOCllE,    professeur  au    lycée    Louis-le-Graud,    rue    \otre-Dame-des-Cliamps,    j*),    à 
Paris   (6«).  S.  P. 

1922.  Br.OCII,  Graude-Rue,    '->-,  à  Saint-Maurice  (Seine). 

1919.  BI.OMDEI,  (Cil.),  professeur  de  philosophie,  i»  l'Université,  quai  des  Pécheurs,  7,  à  Stras- 

bourg (Ras-Rhin). 

1891.  BLUTEL,  inspecteur  général  de  l'Instruction  publique,   lue  Denfert-Rochereau,   110. 

il  Paris  (  i4'). 

1892.  llftXAPAKI'E  (prince),  membre  de  l'Institut,  avenue  diéna,  10,  à  Paris  (16'). 

1920.  HKNCEIVME,    professeur   au    lycée  Voltaire,   place    do    la   Répiil)li(|ue,    '|,    à  Levallois- 

Perret  (Seine). 
1895.     BOREIi  (Emile),  menil>re  de  llnstitut,   professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du 

Bac,  32,  à  Paris  (7-).  S.  P. 
1913.     BORTOI.OTT!  (E.),  professeur  à   l'iiniversilé  de  Modènc,   via    Maggiore,  18,  à  Bologne 

(Italie). 
1909.      BOll.AD  (F.),  ingénieur  au  service  des  ponts  des  chemins  de  fer  de  l'État  égyptien, 

au   Caire   (Egypte). 
1913.     BD^L!fiA^'^,  professeur  à  la  Faculté  de»  Sciences  de  Poitiers  (\ieiine). 

1921.  BI)U\Y,  rue  du  Mail,  61,  Ixelles  (Belgique). 
1903.     BOUTliN,  rue  Lavieuville,  .i6,  à  Paris  (i8'). 

1920.     BUAXTIJT,  ingénieur  en  ciief  d'artillerie  navale,  rue  Théophile-Gautier,  ,V},  Paris  (iG*). 

1911.  BRATU,  professeurà  l'Université  de  (;iuj   (R()umanie). 

1897.     BRICARII,  professeur  au  Conservatoire  des  .Vrts  et  Métiers,  répétiteur  à  l'École  Polv- 

technique,  rue  Denfert-Rochereau,   108,  à  Paris  (  i\'). 
191'.l.     BRICK,    ]>résident  de  la  Chambre  syndicale  des  constructeurs   en  ciment  armé,  place 

Paul-Verlaine,  '3,  à  Paris  (  i3'^). 

1919.  BRiLLOll\   (>L),   membre  de  l'Institut,  professeur  au  Collège  de  France,   boulevard 

du  Port-Royal,  3i,  il  Paris  (i3'). 

1920.  BRILI.OUIX  (Léon),  docteur  es  sciences,  quai  du  Louvre,  3o,  à  Paris. 

1873.      IIROGARD,    lieutenant-colonel  du   génie   teri-itorial,  rue  des  Ducs-de-Bar,  -5.  à  Bar- 

le-Duc.  S.  P. 
1921).     BUIMiLIE  (nii),  square  de  Messine,  9,  ii  Paris  (8'). 

1912.  BilDW.N'K,  Grange  Mockier,  à  Carrick-ou-Suir  (comte  de  'lipperary,  Irlande). 

1920.     BKti\SCII\VICC,    membre    de    l'Institut,     professeur    ii    la    Faculté    des    Lettres,    rue 

SchajIFer,  .")3,  à  Paris  (i<J').  •  , 

1901.      BLIIL,  professeur  i»  la  Faculté  des  Sciences,  rue  des  ColTres,    11,  ii  Toulouse. 
1894.     CAIIE\  (E.),  rue  Cortambert,   '|6,  à  Paris  (iC"). 
1920.     CAIIE\  (Armand),  rue   Legeudre,   i5t,  Paris  (  17-). 

1893.  fiALDAREUA,  professeur  à  l'iniversité,  Via  luiberlo,  2G.'),  à  Calania  (Italie). 

1920.     CAMBEKORT,  professeur  au  lycée,  nu;  du  Maréchal-Foch,  ,5,  à  Pau  (Basses-Pyrénées). 
1917.      CA.\I)ÉZK,  lieutenant-colonel,  place  du  Square,   i3.  à  .Vurillac  (Cantal). 
1885.     CARIIM,  chef  honoriiire  des  travaux  gra|)hiques  à  la  Sorbonne.  rue  Claude-Bernard,  71, 
il  Paris  (.')'  ). 
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1892.  CAROi\NET,  docleur  es  sciences  mathématiques,  professeur  an  Collège  Chaptal,  avenue 
Miel,  i5,  à  Paris  (  17'  ). 

11)19.     CARIIIS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Miclielet,  66,  à  Alger. 

1896.  CAUTA\,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  de  Montespan,  l\,  au  Chesnay 
(  Seine-et-Oise) . 

1887.  CARVALLO,  directeur  honoraire  des  études  à  l'École  Polytechnique,  rue  des  Bour- 
donnais, 27,  à  Versailles.   S.  P. 

1919.  CASABOXNE,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  rue  Censier,  36.  à  Paris  (5"). 

1920.  CAIJSSE,    professeur    au    lycée,    rue    Saint-Antoine-du-Té,    12,    à    Toulouse    (Haute- 

Garonne). 
1890.     CEDERCUEUTZ  (baronne  Nanny),  Unionsgatan,  4,  ii  Helsingfors  (Finlande). 
1919.     CRRF,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,    Strasbourg  (Bas-Rhin). 
1911.     CIIALORY,  professeur  au  lycée  Carnot,  38,  rue  de  Vaugirard,  à  Paris  (6*). 
1919.     CHAA'DON    (M""),     aide-astronome    à    l'Observatoire,    avenue    de    l'Observatoire,    à 

Paris  (i ','■). 
1919.     CIIU'ELOiV',    rrailre    de   conférences   à   la   Faculté  des   Sciences  de  Lille,  répétiteur  à 

l'Ecole  Polytechnique,  boulevard  Morland,  2,  à  Paris  (4')' 

1919.  CIIARBOWlIvR,    ingénieur-ijénéral     d'artillerie    navale,    boulevard    Emile-Augier,    2, 

Paris  {-;■). 

1920.  CII4RPY,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'École  Polytechnique,  rue  de  Lille,  i23, 

à  Paris  (  7"). 
1896.     OIIVRVE,  doyen  honoraire  de  la   Faculté  clés  Sciences,  villa   (<arabie,  23.  rue  \'a-à-Ia- 

Mer,  à  Marseille  (  Bouches-du-Rhône). 
1911.     CIIATEIjE'r,  doyen  et  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Lille  (Nord). 
1907.     CIIAZY,  professeur  h  la  F.iculté  des  Sciences  de  Lille  (Nord). 
192.3.     CIIE^EVIER,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  à  Paris  ('(')■ 

1919.  CIIILOWSKY,  rue  du  Lunain,   ii,  à  Paris  (.4'). 

1921  .     (ILALDOM,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  avenue  WiUon,  53,  à  Blois  (Loir-et-Cher) . 
1913.     COBLYN,  capitaine  du  génie,  rue  des  Vignes,  34,  à  Paris  (16'). 

1920.  COISSART,  professeur  au  lycée  Pasteur,  avenue  Gambetta,  17,  à  Paris  (11°). 

1919.  COLLl.V,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  GeolTroy-Saint-Hilaire,  5i,  à  Paris  (5*). 

1920.  COMBEI',  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  rue  Lagarde,  5,  à  Paris  (5*). 

1920.     r,OiniI>SAIilE,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  quai   des   Célestins,  2,  à  Paris  (4°). 

1915.     r,0\SIA.\riiVIOKS,  professeur  au  Gymnase  de  Pliodos   (Grèce). 

1896.     COSSKRAT  (E.),  directeur  de  l'Observatoire,  à  Toulouse  (Haute-Garonne). 

1923.     COSTAMIXi,  rue  Boissonade,  3,  à  Paris  (i4î). 

1900.     C!)TrOi\  (Emile),  professeur  à  ia   Faculté  des  Sciences,   rue  Hébert,  ao,   à  Grenoble 

(Isère).  S.  P. 
1919.     COUSIiV,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux  (Girond''e). 
lOl'i.     OIIEMEU,  professeur  à  l'Univcrsilé  de  Berne,  rue  Schiacfli,  2  (Suisse). 
1904.     (llRriSS,  professeur  il  [Université  INorllnveslern,  Stermann  .Avenue,  2023,  à  Evanslon 

(  Illinois,  Etals-Unis). 

1919.  nAl.\,  ingénieur,  rue  Aiphonse-de-Neuville,   17,  À  Paris  (17*). 

1920.  DAiVEMiE,  professeur  au  lycée  Louis-le-Grand,  à  Paris  (  J'). 

1919.      DAIVJOY,  ingénieur  des  constructions  civiles,  rue  de  \'illersexel,  9,   h  Paris  (7*). 
1919.     IIAILMOIS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Nancy  (  Meurlhe-el-,Mosollc  ). 
1885.     DAirilEVIIiliK,  doyen  honoraire  de  la   Faculté  des  Sciences,  cours  (lambelta,  ■}.-]  bis,  a 
Monipellier  (Hérault). 
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1919.  DAl'THY,  iiijjénieur  cii  cliel  à  la  Compugnio  du  (lieruiii  de  fer  du  Nord,  rue  Jacob,  '(, 

à  Paris  (6'). 

1920.  DEDUOiM,  proTesseur  au  lycée  Condoicet,  rue  de  Lancry.  34,  à  Paris  (lo'). 

19'20.      DEFOIBXEAIX.  professeur  au  lycée  Coudorcet,  rue  Damrémonl.  -■?.,  h  Paris  (i8'). 
1920.     DEliARUE,  pioCessctr  au  lycée  Charlemagne,  quai  de  Bélhune,  ao,  à  Paris  (4";. 
1901.     KELASSUS,    proresseiir    de    mécanique    rationnelle     il     la    Faculté    des    Sciences,  rue 

de  Bracli,   (j2,    il    Bordeaux. 
189').      DELAIXAY  (N.),  professeur  à  l'Institul  Kiew  (Kussie). 
1920.     DELEIVS,  professeur  au  lycée,  rue  de  Sainle-Adrcsse,  33.  Le  Havre  (  Seine-Iidérieiire). 

1919.  DELTIIEIL,  professeur   ii  la   Faculté  dos   .Sciences,    rue  Montaudran,    4^,    »     l'oulouse 

(  Hàule-Garonne). 

1913.  DELVIM,E    (L.),    ingénieur,  rue  de  lournon,   i'|,  à  Paris  ((j-). 

1892.      DEIIOLLIN   (Alph.),    professeur  à    l'Université,    rue  Josepli-Plaloau,   lo,  à   Gand   (Bel- 
gique). 

1905.  DE\I()Y,  professeur  ;i  la  Sorbonne,  rue  lionfcrl-Hoihereau,  i8  Ois,  ;i  Paris  (5'). 
1883.      DERUVrS,  professeur  i»  l'Université,  rue  Louvrex,  3-,   a  l.iégc  (Belgique). 

1891.      DESW.XT,  docteur  es  sciences,    rue  du  Marché,   i5  (  Neuilly-sur-Soine  ). 

1900.      DlCKSiEllV,  Marszatkowska,   117,  à   Varsovie. 

1923.     lifiOÏD  C.  DINES,  professeur  à  l'Université  de  Saskatoon,    Saskatcliewan  (Canada). 

1914.  I)0.\I>EU  (J.  de),   membre  de  l'Académie  royale  de  Beli^ique,  professeur  ii  l'Univer- 
•  silé,  rue  de  l'Aurore,   5,  Bru.\elles  (Belgique). 

1920.  DOL'CET,  industriel  à  Babat  (Maroc). 

1899.     DRICII,  professeur  i»  la  Faculté  des  Sciisuces,  rue  Geoffroy-Saiut-Hilaire,  .i3,  à  Paris  (5"). 
1922.     DIJCIIA\<»E,    ingénieur   en  chef  des   Mines,    C'"'    de  Betluine.à    Bullyles-Mines  (  Pas- 
de-(>alais). 

1920.  DIFOIK,  p'dfesseur  an  lycée  Loiiis-lc-Orand,  rue  IMonge,  21,  à  l'ai'is  (5i. 

1907.     DULAC,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  quai  des  Brotteaux,  \,  ii  Lyon  1  Khône). 
1890.      DUMAS  (G.),   docteur   de    l'Univci'silé   de  Paris,  professeur   il   ri'iiiversilé,  C.abrières, 

avenue  Mont-Cliarniant,  à  Béllinsy-I.ausanne  (Suisse). 
1897.      DHIOVT,  professeur  an  lycée,  avenue  Bouvard,  G,   à  Annecy  (Hante-Savoie). 
1017.      DU  l'ASQUER   (  L.    Gustave),   diplômé   de    l'Fcole    Poix  technique    fédérale    de   Ziiîicii, 

docteur  es   sciences,  professeur  de   niallieinaliqucs    supi'rieurcs  h    l'Université   de 

Neuchàtel  (Suisse). 

1921.  EGXEIili  (Axel),  docteur  es  sciences,  rue  de  Couicelles.  i8i,  à  Paris  (17'). 

1915.  ESCliAMiOX,  directeur  de  l'Observatoire  de  Strasbourg  (Bas-Rhin). 

1912.      EISENIIARDT   (L.-P.),    professeur  a   l'Université   de    Princeton,    Alexaiubr   Street,    2.>, 
à  Princeton  (New-Jersey,  États-Unis). 

1916.  ELCUS.  banquier,  rue  du  Golisée,  3(i,  à  Paris  (8).  S.  P. 

1919.  EMERY,   colonel  d'artillerie,  président   de   la  Commission  des  poudres  de  guerre  el 

de  la  Commission  d'expériences  de  Versailles,  rue  de  Kémusat,  23.  à  Paris  (l'i*). 

1920.  ERRERt,  chaussée  de  Wjtcrloo,  loScj,  Uccle  (Belgique). 

1907.      Ei/EI,,  professeur  de  mathématiques  et  d'astronomie    au   collège  de  Saint-Thomas,  à 

Saint-Paul  (Minnesota,  Ftats-Unis). 
1896.      EUVIIRIE,  ancien  élève  île   l'Iicole    Polytecimi(|iie,   ancien    capitaine   irartilleiie,    rue 

du  Pré-aux-Clercs,  18,  a  Paris  (7'). 
1888.     l'AIIRY,  professeur  il  la  Faculté  des  Sciences,  traverse  Magnati  à  Ma/.argnes.  ii  Marseille 

(  Bouches-dii-Kliône  ). 

1906.  l'AiUlilil,  |)rofess(Mir  au  lycée,  galerie  Sarlande  (.Alger). 
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1904.  FATOD,  docteur  es  sciences,  astronome  adjoint  à  l'Observatoire,  boulevard  du  Mont- 

parnasse, 172,  à  Paris  (i4°)' 
1892.     FEIIK  (  Henri),  professeur  à  l'Université,  route  de  Florissant,  iio,  à  Genève  (Suisse). 
1885.     KllilibS  (J.),  professeur  à  l'Université,  Toronto  (Ontario,  Canada). 

1919.  FLA1IA\T,  chargé  de  cours  à  la  Faculté  des  Sciences,  avenue  de   la  Forèt-Noire,  3i, 

à  Strasbourg  (Bas-Rliiu). 
19'20.     l'IiVVl'iN,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  rue  Claude-Bernard,  58,  à  Paris  (ô"). 

1920.  FLEUCIIOT,  professeur  au  lycée,  à  Dijon  (Cole-d'Or). 

1903.  rOUIl  (  VValter  H.),  professeur  de  matliéniatiques  à  l'Université  de  Michigan,  à  Ann 
Arbor  (Micliigan,  Etats-Unis). 

1919.  FORGERON,  agrégé  de  lualiiématiques,  actuaire,  rue  de  la  Pompe,  i,  à  Paris  (iG'). 

1920.  FORl',  professeur  au  lycée  Louis-lc-Grand,  rue  Rataud,  9,  à  Paris  (5"). 

1889.  FOICIIÉ,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Soufllot,  5,  à  Paris  (5'). 

1905.  FOUlif,  professeur  à  l'Institut  catholique,  rue  Le  Veri-ier,  17,  à  Paris  (6°). 
1903.     FRAlSSi;,  proviscar  du  lycée  de  Brest  (Finistère). 

1920.     FRWCKSCIIIXI,  professeur  au  Prytanée  militaire,  La  Flèche  (Sarlhe). 

1911.     FRKGIIET,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Principale,  i4'",  Oberhausbergcn 

par  Strasbourg  (Bas-Rhin). 
1911.      G.VliRRliX,  docteur  es  sciences,  avenue  de   l.a  l'ourJonnais,  3?,  à  Paris  (7°). 
1900.     (iAMtlîAiVO  (Z.-G.  de),  correspondant  des  Académies  royales  des  Sciences  de  Madrid  et 

de  Lisbonne,  professeur  à  l'Université,  Calle  Cervantes,  5,  à  Saragosse  (Espagfte). 
1919.  GAMBIEU,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille,  10,  rue  Oudinot,  à  Paris  (7*). 
1872.     GARIl'iL,  inspecteur  général  des  ponts  et  chaussées  en  retraite,  professeur  honoraire 

à  la  Faculté  (le  Méilecino,  rue  Édouard-DetaiJle,  6,  h  Paris  (17°). 
1908.     GARMER,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Poitiers  (Vienne). 

1919.  GAR\IER,  ingénieur  en  chef  d'artillerie  navale,  rue  Valentiu-Hiiiy,   lo,  à  Paris  (i5'). 
1911.      GAll,  doyen  et  professeur  à  la  Faculté   des   Sciences,    rue  Villais   9,   il  Grenoble. 

1920.  (lAY,  professeur  au  lycée,  ii  Grenoble  (Isère). 

1890.  CEBlilA,  professeur  libre  à  l'Université,  i«  Palerme  (Italie). 

1906.  GÉRARDIX',  quai  Claude-le-Lorrain,  32,  à  Nancy  (Meurthe-et-Moselle). 
1920.     GËVRKV,  professeur  à  la  Faculté  dos   Sciences,  h  Dijon  (Côte-dOr). 

1913.  GIRAtD,  professeur  de  calcul  différentiel  et  intégral  à  la  Faculté  des  Sciences  de 
Clcrmond-Ferrand,  La  Torrasse-Fonlmaure,  à  Chamalicres  (Puy-de-Dôme). 

1917.     (IliOBA-MIKIlAII.EMiO,  docteur  es  sciences,  avenue  des  Gobolins,  10  bis,  i»  Paris  (5"). 

1913.  GDDIÎAIX,  prolesseurii  l'École  Militaire  de  Belgique,  avenue  de  l'Opale,  109,  i\  Bruxelh^s 
(  Belgique). 

1903.  GOIHÎY,  ancien  élève  de  l'École  Polylcolinique,  Villa  l.ygie,  Ho(iucbrune  Cap 
Martin  (Alpes-Maritimes). 

1923.     GOSSE,  professeur  à  Tu  Faculté  des  Sciences,  à  Grenoble  (Isère). 

1907.  GOT  (Th.),    professeur  au   lycée  Pasteur,  examinateur  d'admission  ii   l'École  Poly- 

technique, rue  du  Dragon,  3,  i\  Paris  (6'). 
1881.     COURSAT,  membre  de  l'Institut,   professeur  à  la  Faculté   des  Sciences,  répétiteur  à 

lÉcole  Polytechnique,  rue  de  Navarre,    11  bis,  à   Paris  (5').  S.  P. 
1920.     GRAMOM'  (de),  duc   de  Guiche,  docteur  es  sciences,  avenue   Henri   Martin.    '|  '  *">  *> 

Paris  (iG"). 
189G.     GRÉVY,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Claude-Bernard,  71,  i»  Paris  (V). 
1922.     GRUMEAU  (M"e),  professeur  à  l'École  primaire  supérieure.  Le  Dorât  (  Haute-Menne  ). 
1899.     GUAhET,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  rue  de  l'Université,  G;),  i»  Paris   (7*). 
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1900.  UIKKBY,  |)i(>ress<'ur  au  collège   Stanislas,  rue  d'Assas,  5o,  à  Paiis   (G«j.  S.  P. 

191!).      fiUKIlIN,    administrateur    (It-léjïiui    de   riileclro-eiUroprise,  nu;  de  la  Kienfaisance.   '|.;, 

à  Paris  (8-). 
lOOU.     CllCIlUtO    (C),    professeur    h     la    Faculté    dos    Sciences,    rue    de   la  Fontaine,  i<„ 

à  Paris  (iG*). 
1!)07.     GL'ICIIARD  (t.),  i)rofesseur  de  mathématiques  au  collèfje  de  Piarl)ezieux  (Cliarenfe). 
I'.)l!».      (illLLADIE.   in(;énieur  à  la  Compagnie  des  chemins   de  fer  du  Nord,  à   Valenciennes 

(Nord). 
\'.y2'.i.     CUTEI-  (C.)  (M"'),  professeur  au  lycée  de  jeunes  filles,  rue  Gurvaud,  *.>,  à  Rennes 

(  llIc-et-Vilainc). 
1920.      (iirm»\,  professeur  au  lycée  Henri  1\,  rue  de  Bagneux,  'i i ,  à  Sceaux  rSeine). 
1919.      lllAK,   professeur    à    la   Faculté    des   Sciences,    rue    Mont-Ladreuil,   20,   à   Clermont- 

l'errand  (  Piiy-de-Drtme). 
1890.      IIADAMARI),    memhro   de   l'Institut,    professeur    au    Collège   de    France    et   à   l'Kcole 

Polytechnique,  rue  Humboldt,  v!.'),  à  Paris  (l't').  S.  P. 
189i.     liAl.STKI»   ({;.-!{.),    Colorado    State  Teachere   Collège,   à    Groeley    (Colorado,    États- 

tinis).  S.  P. 
19-20.     IIAÏIV,  membre  du  Bureau  des  Longitudes,  astr()n.>me  à  l'Observaloiie,  rue  de  Rennes, 

108,  à  Paris   (  (i"). 

1901.  IIU'COCK,   professeur    à    l'Université    de    Cincinnati,    Anhuin    H')tel    (Ohio,     États- 

Unis). 
1872.      IIATOX  M  l,A  (iOUriLLIÈUI',  meniOre  de  l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  direc- 
teur honoraire  de  l'Kcole  des  Mines,  rue  de  Vaugirard,  ôO,  à  Paris  (  0').  S.  P. 
190Ô.     IlEIHUCK,    professeur  à  l'Université,     Hicks    Avenue,    3o'|,    à     Coluuihia    (Missouri, 

l'.tals-Unis).  S.  P. 
1!)1i).     IIEIdtROViVKIt,  docteur  es  sciences,  avenue  Klébcr,  ]>>,  à  Paris  (lO'). 
189?.      IIKUMVW,  libraire-éditeur,  rtie  de  la  Sorbonne,  8,  à  Paris  (5«). 
!9>'\.'.      IIKRMAW,    ingénieur    des    Ponts    et    Chaussées,    rue     Vlice-de-la-Muctte,    I.i\ésin.'t 

(Scini'-et-Oisc  ). 
1911.     lllKKIIOI<rZ,  professeur,  avenue  de  lielnionl,  a8,  à  Moiitreux  (Suisse). 
1911 .      IIOI.MGUKX,  professeur  à  l'Université  d'Upsal,  à  l'Observatoire,  à  Upsal  (Suède). 
19?1.     IlOSiliVSkV,  piofesseur  ii  l'ilniversite  Masaryk,  Kounicova,  .19,  i»  Brno  ^  Rep.  Tchéco- 

slovac|ue) . 
1895.     IlOrr   (S.),   professeur  à   l'École  S"-CroLK   de   N'euilly,   boulevard   Pereiro,   218  bis, 

a   Paris  (17').  S.   P. 
1918.     III'BIÎR  (M.),  sous-directeur  de  la  Statistique  générale  de  la  France  au  Ministère   du 

Travail  et  de  la  Prévoyance  sociale,  quai  d'Orsay,  1)7,  ii  Paris  (7°), 

1918.  lllMBERi  (P.  ).   professeur  à  l.i  l'aiullé  des  Sciences,  rue  F.uuaret,  S3,  à  >lontpellier 

(Hérault). 
\'.i'l\  .     JA(](}I'ES,  agrégé  des  sciences  mathémati([ues,  rue  d'Ulm,    '|5,  à  Paris  ('>*). 
I89G.     JAC(JIEr  f  F.),    professeur   au    lycée   Henri    IV,    rue    Notrc-Dame-des-Champs,    7I),  à 

Paris  (0-). 
191 '1.     .JAfiKIl    (F.),    docteur    es   sciences    et    eu  .droit,    avenue   de    la    Ciande- Armée,    G>), 

Paris  (  16°). 

1919.  .IAi\E'r  (M.),  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Rennes  (llle-et-\  ilaine). 

1920.  JV\SSO\,  docteur  de  l'Université  d'Upsal,  Fack  8,  à  Orebro  (Suède). 

1903.      IKVSEiV  (,I.-U.-W.-V.),  ingénieur  en  chef   des  téléphones,    Amicisvej.    iG,   ii    Copen- 
hague  V.  (Danemark). 
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1!)1  'i.  JOItDAX,  docteur  es  sciences,  chargé  de  cours  à  l'Université  de  Budapest,  Bérényiut,  7, 
k  Budapest  (Hongrie). 

1019.  JOLGUET,  ingénieur  en  chef  des  mines,  répétiteur  à  l'École  Polytechnique,  rue  Pierre- 
Curie,  22,  à  Paris  (5'). 

l'Jll).  JILIA,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Traversière,  4  *'■>"• 
Versailles  (Seine-et-Oise). 

l'JlO.     JllVET,  licencié  es  sciences,  avenue  du  i"-lMars,  10,  à  Neuchâtel  (Suisse). 

191G.     KAIIPE  DE  l'EIIIKr,  maître  de  conférences  à  la  Faculté   des  Sciences  de  Lille  (Nord). 

1913.     KASXEH  (F.),  professeur  à  l'Université  Columbia,  à  ÎNew-York  (Étals-Unis). 

1920.  KINXOSIKE  OCJIIRA,  professeur  à  l'Université  d'Osaka,  place  du  Panthéon,  9,  i»  Paris  (a'). 
1913.     KIVKLIOVnCII,  licencié  es  sciences,  rue  Quatrefages,  12,  à  Paris  (5'). 

1880.  KŒiViGS,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  du  Faubourg- 
Saint-Jacquos,   77,   i\  Paris  (i4').  S.  P. 

1921.  KO<iBETLIA\TZ,  professeur  à  l'Université  d'Erivan,  rue  Brezin,  11,  à  Paris  (i4')- 
1913.     KOSTITZIX    (V.),    professeur   à    l'Université,    Archangelskipcréoulok ,    9.    app.    4-    ^ 

Moscou  (  Russie). 
1907.      KllYliOFF,   ingénieui'  des  mines,  professeur  d'analyse  à  l'École  supérieure  des  Mines 
de    l'etrograd,  à  Ouezd-Radomysl,  Gitoniirska  Chaussée,  Station  Nebylitza,  village 
Kolganowka,  gouvernement  de  Kiew  (Russie). 

1919.  HBUOUSSE,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  4'(.  «  Paris  (6*). 

1920.  I-AGVBDE,  astronome  à  l'Observatoire,  à  Paris  (i4'). 

1920.  liAGORSSE,  professeur  au  Prytanee  militaire,  La  Flèche  (Sarthe). 

1922.  IjAGRA\CE,  professeur  au  lycée  d'Évreux. 

1921.  LAIMIÎ,  licencié  es  sciences,  professeur  à  l'Institut  catholique  d'Angers  (Maine-et-Loire). 
1906.     IjAliESCO,   professeur  à  l'Université,  str.  Seaune,  19,  ii  Bucarest  (Roumanie). 

1919.  liAMBERT,   astronome   adjoint   à   l'Observatoire,  boulevard  Arago,  99.   à  Paris    (i4°)- 

1893.  liANCEIilX,  asironome  adjoint  à  l'Observatoire,  rue  Boissonnade,   3,   à    Paris  (i4')- 

1919.  LA1VGEVI\,   professeur  au   Collège    de    France,  rue  de  la  Pitié  ii,  Paris  (5«). 

1919.  IiAPOlMTE,  proi'esseur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Sophie-Germain,  .!,  Paris  (l'i*)- 

1896.  liEAII,  professeur  :i  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Montesquieu,  ><,  à  Nancy  (Meurthe- 
et-Moselle). 

1896.  LEBEL,  professeur  au  lycée,  rue  Pelletier-de-Chambrun,   12,  i»  Dijon. 

1902.  LEBESGUK,    membre    de   l'Institut,    professeur   au    Collège    de    France,    rue    Saint 

Sabin,  35  bis  y  à  Paris  (ii*). 

1903.  IiEBEUF,    directeur    de     l'Observatoire,    jjrofesscur    d'astronomie    à    l'iniversité,    .1 

Besançon  (  Doubs). 

1919.  l>ECOi\'TIÎ,  inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,  boulevard  Saint-(ierniain,  78,  à  Paris  (*î*)- 

1920.  LE  COUBI'lll/LEII,  ingénieur  des  télégraphes,  rue  de  Grenelle,  81,  à  Paris  (7°). 

1893.     LECORMU,  membre  de   l'Institut,  inspecteur  général  des  mines,  professeur  à  l'École 

Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  3,  à  Paris  (5°). 
1920.     IjEI'"EBVRE,  directeur   de   rensei{;nement  primaire  de   la   Seine,  Hôtel  do  \  illc,  place 

Lobau,  à  Paris  (4°)- 
1918.     LEKSCIII'.TZ,  ingénieur  E.  C.  P.,  professeur  assistant  de  mathématiques  à  TUniversité 

de  Kansas,  Missouri  St.  937,  à  Lawrence  (  Kansas,  Etats-Unis). 
1895.     LE  ROUX,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  faubourg  de  Fougères,   17,  à  Rennes 

(  llle-et-Vilaine). 
1898.     LE  ROV,   membre  de  l'Institut,  professeur  au  Collège  de  France,  rue   Cassette,  27,  à 

Paris  (6'). 
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U»'21.      LEUOY.  professeur    de    mathématiques    ^péciaIcs    au    lycée    de    Hciines,    lauhonrg    de 

Fougi'-res,  1 1  >,  à  Rennes  (Ille-et-Vilaine). 
1907.     LESGOI'RGIIES,  professeur  honoraire  au  lycée  Henri  IV,  rue  Jean-Barl,  4,  a  Paris  (6'). 
1920.     LE  VAVASSEIK,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Corneille,  i:>j,  i»  Lyon  (Rhône). 
1900.     LEVI  CIVITA  (T.),  professeur  à  l'Université  Piazza,  S.  Bernado,  io6,  Rome  (Italie). 
1909.     LEVV(  Albert),  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  de  Rennes,  ><G,  h  Paris  (6*). 
1907.     LEVY  (Paul),  ingénieur  des  mines,    professeur   d'analyse   à    l'Kcole   Polytechnique, 

rue  (Ihernoviz,  g,  à  Paris  (i6').  S.  P. 
19"i3.      LHÉBRAKO.  professeur  au  lycée  Janson-de-Sailly.  rue  de  Siam,  i8,  à  Paris  (i6'). 

1920.  lillEiniHTE,   professeur  au    lycée   Janson-dc-Sailly.  rue   de   Lubeck,  32,  à  Paris  (i6=). 
19"20.     I.lIflSTE,  capitaine  inspecteur  des  études  h  l'École  Polytechnique,  rue  Gay-Lussac,  •*^, 

à  Paris  (  .î*  j. 

1898.  MNDEliÔF  (Ernst),  professeur  à  l'Université,  Saudvikskajen.  i5,  à  Helsingfors  (Fin- 
lande ). 

1880.  lilîHIVIliljE,  ingénieur  en  chef  des  poudres,  examinateur  des  élèves  à  l'Ecole  Poly- 
teohnique,  à  Maure  (llle-et-\"ilaine  ). 

l'.t"23.  (lOlVET,  chef  d'escadron  en  retraite,  rue  Saint-Martin,  3i,  Endourne -Corniche,  à 
Marseille  (Bouches-du-Khôtie  ). 

191-2.     I.OVETT  (E.-O.),  Rice  Institute,  à  Houston  (Texas,  États-Unis;. 

190-2.     Ll)CAS-<illURftVILI-E,  à  la  Manufacture  de  l'État,  à  Tonneins  (Lot-et-Garonne). 

1902.     LIC\S  DE  l'ESI,OUAi\l,  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  avenue  Rapp,  '(i,  à  Paris  ( 7*). 

19-23.     MACAIG.XE,  bibliothécaire  de  l'Université  de  Poitiers. 

1895.  1IAILI-ET,  ingénieur  en  chef  des  ponts  cl  chaussées,  examinateur  des  élèves  à  l'Ecole 
Polytechnique,  rue  de  Fontenay.  11.  à  Bourg-la-Reine  (Seine).  S.  P. 

1905.  MALISKI,  proviseur  du  lycée  Carnot,  boulevard   Maiesherbes,  à  Paris  (17'). 
1922.     MAXDELItROJT,  rue  de  la  Montaj;ne-Sainte-Gencviéve,  10,  à  Paris  (5*). 

1919.     JUUCHAID,  professeur  au  lycée,  faubourg  Boutonnet,   îa  6«,  à  Montpellier  (Hérault). 

1906.  MARCL'S,  agrégé  de  l'Université,  rue  Frédéiic-I'assy,  i5.  à  Ncuilly  (Seine). 

1919.  MARlJO^i,   inspecteur   général    de    l'Instruction    publique,   avenue   Félix- Faure,   37,  à 

Paris  (  iS'). 

I'.(2(l.  MAllMIOV,  chef  de  itataillon  du  i;enie,  avenue  de  Suirien,   l'i'i,  à  Paris  (7'(- 

1919.  MAROGER,  professeur  au  lycée  de  Marseille  (  Bouches-du-Rhône  ). 

1904.  MAROTTE,  professeur  au  lycée  Charlemagne,  rue  de  Reuilly,  35  é/.f,  à  l'aris  (12*). 

188'i.  MAUTIV  (.4rtemas),  Columbia  Street  i35>,  N.  'VV.,  à  Washington  D.  C.  (États-Unis). 

I'.l20.  MARTY,  professeur  au  lycée  Henri-Poincaré,  à  Nancy   (Meurthe-et-Moselle). 

1919.  MATANOVITCH.  ingénieur  F.  C.  P.,  rue  Damrémont,  S,  a  Paris  (iX']. 

1921.  MAURICE,   ingénieur  général,  directeur   de   l'École  d'application   du   (.enie   Maritime 

avenue  Octave-Gréard,  3,  à  Paris  (7'). 
r.'20.      MAYER,    secrétaire    général    du    Bureau    d'Organisatii«u   économique,    rue    Georgcs- 

Beiger,   10,  à  Paris  {^''j. 
1.122.     M\U»R,  professeur  à  l'Université,    avenue  Eglise-Anglaise,   1 '|,    a   Lau^anne  (  Suisse  ). 
1HH!1.      >|E\DI/.ABAI-  TAMBOREL  (de),   membre  <le    la   Société    de   Géographie  de    Mexico,    colle 

de  Jésus,    i3,à  Mexico  (Mexique).  S.  P. 

1922.  MENTRÉ,  maître  de  conférences  à  l'Université,  faubourg  Saint-Jean,  (i3,  ii  ^ancy. 
188't.     MERCEREAli,   licencié   es  sciences,  docteur  en    médecine,    rue   de    l'Université,  191, 

à  Paris  (7«).  S.  P. 
1902.     MERLIN    (Emile),    charge    des  cours   d'astronomie    mathématique  et   de    géodésie   it 
l'Université,  rue  d'Ostende,  11,  à  Gand  (Belgique). 
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1919.     MESXAGEII,  membre  de  l'Institut,  professeur  à  l'Ecole  «les  Ponts  ft  Chaussées,  rue  de 

Rivoli,  iSi,  à  Paris  (4»).  S.  P. 
1919.     MÉTRAIi,   professeur  au  lycée  de  Brest  (Finistère). 

1904.  illETZfiEK,  professeur  à  l'Université,  à  Syracuse  (État  de  New-York). 

1919.  MEVER  (F.),  professeur  au  lycée  RoUin,  avenue  Trudaiiie,   ij,  à  Paris  (9'). 

1909.     MlCIIEIi    (Charles),   professeur  au  lycée  Saint-Louis,  rue  Sarrette,   l'i,  à  Paris  (i4')- 
1893.     MICHEIi  (François),  ingénieur  en  chef  dés  services  électriques  do  la  Compagnie  du 
chemin  de  fer  du  Nord,  faubourg  Saint-Denis,  210,  à  Paris  (10*). 

1920.  i^IliilHUD,  professeur  au  collège  Chaptal,   boulevard  des  Katignolles,  .'|5,  à  Paris   (S  ). 

1921.  SIILLOUX,  professeur  au   lycée  de  Tourcoing,  rue  de  Barœul,  3i,  à  Marc«i-en-Bara'ul 

(Nord). 
1920       MIMEIR,  professeur  au  lycée  Rollin,  avenue  Trudaine,   1  >,  à  Paris  (9'). 
1873.     llIITTAC-liEI''l"'LElt,  professeur  à  l'Université,  à  Djursholni-Slockholni  (Suède). 

1922.  MOCil,  nie  do  Chartres,  26,  à  Neuilly-sur-Seinc. 

1907.     HO\TEL,  professeur  à   la   Sorbonne,    répétiteur  d'analyse    h   l'École   Polytechnique, 

boulevard  de  \'angirard,  .jt,  à  Paris  (iS"). 
ia9S.     .tlO,\TESSl)S    DE    RVLLOKE    (vicomte    Robert   de),    professeur    à    la    Faculio    libre    des 

Sciences,  boulevard  Bigot-Danel,  i3,  à  Lille  (Nord). 

1911.  MODRE  (Ch.-N.),  professeur  à  l'Université  de  Cincinnati  (États-Unis). 
1920.     SIORKI/,  professeur  au  Prytanée  militaire,  à  La  Flèche  (Sartlie). 

1920.  XOITIIOM,  professeur  au  lycée  Lakanal,  rue  Alphonse-Daudet,  i5,  à  Paris  (l't'). 

1920.  MlIR  (Thomas),  Elmosle  Sandown  Road,  Rondeba.sch  (Sud-Africain). 

1921.  SIIJRRAV  (F.-H.),  West  Virginia  Iniversity,  à  Morgantown  (Etats-Unis). 

1923.  .MUSSEL,  lieutenant-colonel  à  l'Inspection  générale  de  l'arlilleiie,  place  Saint-1  bornas- 

d'Aqiiin,   1,  à  Paris  (7''). 

1921.  MVI,LEU  MîltEDEFF  (M"'°),  professeur  à  l'Université  de  Jassy,  Str  P.icurari,   'i^i,  à  Jassy 

(  Roumanie  ). 

1922.  IVAU,  docteur  es  sciences,  professeur  à  l'Institut  catholique,  rue  Lit/ro,  10,  à  Paris  Mj*). 

1918.  \ÉCIII.(;KA.  professeur  à  ITTniversilé  de  Jassy  (Roumanie). 
1920.     XEIMEII,  professeur   honoraire,  à  Bolâlro  (Indre). 

1885.  \'l';ilREU(i,  professeur  à  l'Université,  rue  Sclossin,  G,  à  Liège  (Relgiquo). 

1897.  NICOLLIEIt,  professeur,  La  Châtaigneraie,  à  Saint-Clarens  (Vaud,  Suisse). 

1920.  iVlEI/SE\  (  l'rederik  Lange),  Armauer  Hauseusat,  5,  III,  Christiania  (Norvège). 

1921.  NOAILhOiV,  rue  Monsieur-le-Prince,  '(î^,  à  Pans  (G«). 

1919.  iVOKMiiVD  (F.),  professeur  à  l'Université  Stand  vejen,  :>oi,  Copenhague  (Danemark). 

1920.  ODRIOT,  professeur  au  lycée  Buffon,  boulevard  de  Port-Royal,  82,  à  Paris  (5'). 
1882.  OCAGiVE  (M.   u'),   membre  de  l'Institut,   inspecteur  général   des  ponts  et  chaussées, 

professeur   à   l'École    Polytechnique    et   à   l'Ecole    des    Ponts    et  Chaussées,   rue 
La  Hoëtie,  3o,  à  Paris  (8°).  S.  P. 

1905.  (U)IVEr,  )>rofesseur  au  lycée  Lakanal,  à  Bourg-la- Reine. 

1873.     OVIDIO  (E.  n'),    sénateur,    professeur    à   l'Université,    via    Sebasliano    Valfrè,    i'|,  à 

Turin    (Italie). 
li)20.     l'AliliS,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  4'l-  "  Paris  ((r). 
1893.     rAl\liEVÉ,    membre  de  l'Institut,   professeur  à   la  Faculté  des  Sciences  et  à  l'Ecole 

Polytechnique,  rue  Séguier,   18,  à  Paris  (6"). 

1912.  PAXGE  (de),  ancien  élève  de  l'École  Polytechnique,  me  François  I",  32,  à  Paris  (8").  S.  P. 
1888.     l'Al'ELIER,    professeur  au    lycée,    rue    Nolro-Dame-de-Recouvrance,    2().   à  Orléans 

(  Loiret). 
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11)19.  l'AllODl  (II.),  ingénieur  en  chef  à  )a  Compagnie  des  chemin';  de  fer  d'Orléans,  quai 
d'Orsay,  i'|i,  à  Paris  dy). 

\\)-2i.     PASCIHUI),  ])rofesseiir  à  l'Université,  avenue  de  Bélliusy,  ^'i,  i>  Lausanne  (Suisse). 

1921.  l'ASOllEII,  licencié  es  sciences,  pt-olesseur  à  l'Institut  catholique  d'Angers  (  Maine- 
cl-l.oirc). 

1881.  {•ELIET,  professeur  honoraire  à  la  Faculté  des  Sciences,  l)oulevar<l  Oergovia,  ~-,  a 
Clonnonl-I'errand  (  l*uy-de-D<>mo). 

191  i.     l'KIlliS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  Marseille  ,' lîouclies-du -Khône  i. 

1881.     PEKOTT  (Joseph),  Université  Clark,  à  Worcesler  (Massachusetts,  États-Unis).   S.  P. 

1892.  PKIIRIN  (Élie),  professeur  de  mathématiques  à  l'École  J.-H.  Say,  rue  de  la  Conven- 
tion,  S5,   à  Paris  (  ij"). 

1896.     l'ElllOVITCli,  professeur  à  l'Université,  Kosanc  Venan,   !ij,  à  Helgrade   (Serbie). 

1887.  PEZZO  (oEi,  ),  professeur  h  l'Université,  piazza  San  Donienico  Maggiore,  9,  à  Napics 
(  Italie). 

1879.  PIGAUl)  (Emile),  secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  membre  du 
Mureau  des  Longitudes,  professeur  à  la  Faculté  desSciences  et  à  l'Kctde  Centrale 
(les   Arts   ei    Manufactures,  (|uai  Conti,  25,  à  Paris   (G").  S.  P. 

!'.)!!).     IMIiAIlT  (L.  ),  directeur  de  l'Observatoire  de  Bordeaux,  à  Floirac  ((.ironde). 

187'2.  l'IC^JIIET,  (tlief  de  bataillon  du  génie  en  retraite,  examinateur  des  élèves  à  l'École 
l'olylechniciue,  rue  Monsieur-le-Prince,  4>  à  Paris  (6'). 

1921).  l'IEURA,  directeur  de  la  Société  des  appareils  de  transmission  Haie  Shan,  rue  de 
Pi'ovence,  à  Paris  (<)'). 

19'22.  PI\C/.ON,  sous- directeur  des  Chaiiliers  d(!  Penhoét,  boulevard  de  l'Océan.  5i,  i» 
Saint-Na/.aire. 

191.3.     PODIlAGIIliVI'  (N.),  rue  Stanislas,  i',,  à  Paris  (0'). 

19"2(J.     l'OMEY  (.l.-H.),  directeur  de  l'École  des  Télégraphes,  rue  Las-Cases,   >o,  à  Paris  {-■  ). 

1920.  PCniEY  (Klienne),  professeur  à  l'École  de  Physique  et  de  Chimie,  b(iule\ard  Saint- 
Marcel,  ■;o,  à  Paris  (V). 

I'.l20.     POMEY  (Léon),  ingénieur  des  Manufactures  de  l'État,  rue  Uosa-Honheuc-,  10,  i»  Paris. 

1918.  POMPEll,  professeur  à  l'Université  de  Bucarest  (  Roumanie). 

1920.  PI(\S,  professeur  au  lycée,  avenue  Bouisson-Hertrand,  h  Montpellier  (  llcraull  1. 

liJflC.  POPOVKll,   professeur  ;i  la  Faculté  des  Sciences  de  Jassy   (Roumanie). 

189'i.  POrRON  (M.),  docteur  es  sciences,  nouvelle  école  Sainte-Geneviève,  rue  de  la  \  ieille- 

F.glise,  :>.,  à  Versailles  (  Seine-et-Oise). 

1920.  PORTALIER,  professeur  au  lycée  Henri  IV,  à  Paris  ('>■). 

1919.  PRADRI,,  i>rofesscur  au   lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-^Iichel,  ^'i,  à  Paris  (<i'). 
1919.  PUKVOST,  ingénieur  civil  des  mines,  rue  Huysmans.    i,  à  Paris  ('>•). 

1896.  (JlilQlIKT,  actuaire  de  la  Compagnie  //t  Xoliounlc,  boulevard  Saint-Cermnin.  -i^.  i« 
Paris  (5"). 

1919.  UATKAII,  membre  de  l'Institut,  avenue  Elysée-Reclus,   10  bis,  à  Paris  (7'). 

190  î.     RIvHOliVUOS,    professeur  d'analyse  supérieure  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Spyridion- 

l'ricoupis,  5'|,  à  Athènes  (Grèce). 
1!)19.     REiV'AlID,  professeur  au  lycée,  rue  Joseph  Tissof,  à  Dijon  (Côte-d'Or). 
191!).     REVKILI.E,  examinateur  des  élèves  à  l'Ecole  Polytechni(pie,  à  Saint-Tropez  (  Var). 
1903.     lUClIARI),  docteur  es  sciences  mathématiques.  |>rofesseur  au  lycée,  rue  de  Strasbourg, 

100,  à  Chàteauroux. 

1920.  HIQUIER,  professeur  à  la  l'acuité  des  Sciences,  rue  Malfilàtre,  i4,  à  Caen  (Calvados). 
1908.     RISSER,  actuaire  au   Ministère  du  Travail,  rue  Sédillot,  5,  à  Paris  (7*). 
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1919.     ItOBERT,  processeur  au  lycée  du  Parc,  Lyon  (Rhùno). 

1916.     UOBIXSO\  (L.-B.),   i3iE.  North  Av*,  à  Baltimore  (  Marylantl,    Étals-Unis). 

1903.     ItOCIIC,  agrégé    de   l'Unnersité,    docteur  es  sciences,   professeur   à  l'Université  libre 

d'Angers  (Maine-et-Loire). 
1919.     ilOQUES  (M"*  I,  docteur  es  sciences,  assistant  actuary,  A  «  Sul  America  »,  Compaiiliia 
Nacional  de   Séguras  de  Vida,  rua  Anvidor,  Rio  de  Janeiro  (Brésil). 

1896.  ItOlGlEiU,    professeur    au    Lycée    et    à    l'École    des    ingénieurs,  rue    Sylvabelle,    S'^, 

à    Marseille. 
190G.      UOLSIEKS,    professeur    au    collège     Stanislas,    boulevard    du    Montparnasse.     6j,    ;« 

Paris  (i 4'). 
19"20.     UOUYEK,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Jean-Rameau,  3,  à  Alger. 
1885.     ROY,  professeur  h  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Frizac,  <),  à  Toulouse  (  H'  -Garonne). 
1923.     RLEFI'',  rue  Pierre-Curie,  4,  à  Paris  (5«). 

19"20.     SAINTE  LA(ilE,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  Barye,   i2,  à  Paris  (7'). 
1919.     SAKELLAIIIOl'.  professeur  à  l'Université,  rue  Askicpion,  9'),  ;t  Athènes  ((Irècc'i. 
j9?.3.     SALEM,  rue  Leonard-de-\inci,  16,  à  Paris  (16"). 

1900.  SALTVKOW,  professeur  à  l'Université,  a  Kliarkow   (  Russie).  S.  P. 

19'21.     SAKAlVTOPOUliOS,   docteur  es  sciences   de  l'Université   d'Athènes,    rue  Solomos,  ■?.'>,  a 
Athènes  (  Grèce). 

1919.  SARTUE,  agiégé  de  l'Université,  rue  d'Ulm,  45,  à  Paris  (>). 

1897.  SCIIOI]  (Erik),  ingénieur,  Tiiorvaldsinsi,  198,  à  Copenhague  (Danemark). 

1920.  SCIllll,    professeur  à    l'Académie  technique  de  DeIft,  Frenckenolag,  La   Haye    (Hol- 

lande ). 

1901.  SÉE  (Thomas-J.-J.),  Observatory  Mare  Island  (Californie). 

1896.     SEGIJIEU  (J.-A.  de),  docteur  es  .sciences,  rue  du  Bac,  ii4)  à  Paiis  (7*). 

188'?.      SÉLIVANOFF  (l)émétrius'),  professeur  à  l'Université,   Fontanka,  116,  log.    iG,  ;»  Petro- 

grad  (Russie)     S.  P. 
19'20.     SERlJESCK,  professeur  au   lycée   de  Fupnu  (Roumanie):  en   congé,  rue  Blainville,  <>. 

à  l'aris  (5). 
1920.     SERRIER,  professeur  au  lycée  Louis-le-C.rand,  rue  Boulanl,  38,  à  Paris  (i',).  S.  P. 
1900.     SERVANT,  chargé  de  conférences  à  la  Sorbonne,  à  Bourg-la-Reine  (Seine). 
1908.     SIIAW  (J.-B.),  professeur  à  l'Université,    Box   Station   A.    Chanipuign,    6',',.   Illinois 

(États-Unis). 

1919.  SniOMIV.  astronome  il  l'Observatoire,  avenue  du  Parc-de-Montsouris,  3o,  à  Paris  (  i4' 1 
1912.     SIRK,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon  (Rhône). 

1920.  S0\0,  docteur  es  sciences.  Collège  of  Science,  Université  de  Kyoto,  .lapon,  rue  de  la 

Pompe,  i5>,  à  Paris  (16*). 
191(J.      SOULA,    maître  de    conférences   à    la    Faculté   des    Sciences,    rue    des   Carmes,   i(,  ;i 

Montpellier  (Hérault). 
1900.     SIMRRE  (comte  de),  doyen  de    la    l'acuité    catl)oli<iue    des    Sciences,  avenue    de    b 

Bibliothèque,  7,  à  Lyon.    S.  P. 
1912.     STECKER    (H. -F.),     professeur    <le    mathématiques,    à    Pensylvauia    State    Collego, 

Miles  St.  3o6  (Pensylvanie,  États-Unis). 
1918.     SrOILOW  (S.),  docteur  es   sciences,   maître   de  conférences  à   l'Université   de  Jass\ 

(  Roumanie). 

1898.  STOKIIER,  professeur  à  l'Université;  Huk  Avenue,  33,  Bygdù,  Christiania  (  Norvège  ). 
190'i.     SllDRIA,  directeur  de  l'École   préparatoire  à   l'Ecole  supérieure  d'Flectricilé,  rue    de 

Staél,  26,  à  Paris  (i5'  ). 
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1904.     Sli\D11l\,     pi'ofesseiir    à    Ifiiiversité,     Observatoire    astronomique,    à    Helsingfors 

(  Finlande  ). 
19'20.     TIIIRY,  maître  de  conférences   à   la  Faculté   des  Sciences,    rue  de  l'Université,    iti,   à 

Strasbourj;  (Bas-Rhin). 
1919.     TliOlSV  (di;),  in[;éiiicur,  rue  Vineuse,  20,  à  Paris  (i6'). 

1899.     TllYBAUT,   inspecteur  de  l'Académie  de  Paris,   chargé  de  conférences  à  la  Sorbonnc, 
boulevard   St-Germain,  5o,  à  Paris  (')"). 

1919.  TISSIEK,  maître  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences,  à  Alj;er. 

1912.  TOL'CIIARD,  ingénieur  des  Arts  et  Manufactures,   rue  du    Paubourg-Saint-Honorc,  71, 

à  Paris  (8«). 

1910.  TItWNAItO,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Besançon.  S.  P. 

187"2.     TUESdA,    inj^énieur   en    chef  des    ponts   et   chaussées  en   retraite,  rue  du  Général- 

Henrion-Hertliier,  7,    à  Neuilly-sur-Seine  (Seine). 
189fi.     TRESSE,  professeur  au   lycée  RuITon,  rue  Mizon,<3,  à  Paris  (i5*). 
1907.     TRIIMER  (H.),  sous-directeur  des  études  à  l'École  Centrale,  rue   Alphonse-de-Keu- 

ville,   17,  à  Paris  (17').  S.   P. 

1920.  TROUSSKT,  astronome  à  1  Observatoire  de  Floirac  (Gironde). 

1919.  TlliniEL,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  V'(,  ^i  Paris  (6'). 

1911.  TUUKIEUE,   docteur  es  sciences,  professeur  à  la  Faculté  des   Sciences  de   Montpellier 

(Hérault). 
1923.     VAKSELI  (Anton),  place  de  l'Odeon.  G,  à  Paris  (6'). 
191.3.     VAIiIROX,    professeur  a    la  Faculté  des    Sciences,   allée  de  la  Robertsau,  5.!,   à  Stras- 

bourj;  (  Bas-Rhin  ). 
1893.      VAMiliE  l'OlSSI.X  (Ch.-J.    dk   la),    membie    de    l'Académie   Royale    des    Sciences,    dos 

Lettres    et   des  Beaux-Arts    de    Bel{;ique,    professeur    à   l'Liniversité,   avenue   des 

Alliés,    l'iO,  à  Loiivain  (Belgique). 

1904.  VA\l)El]ltK\,  professeur  à  l'École  militaire,  avenue  Macan,  it3,  à  Bruxelles. 

1905.  VAM   VliETiK,    professeur    de    mathématiques,   it    l'Université,  à   Madison  (  Wisconsiii, 

États-Unis  ). 
1897.,    VAS.SII.AS-V1TAMS    (J.))    professeur    à    l'Lcole    militaire    supérieure,  rue    Epicure,    i3, 
à  Athènes   (  Grèce  ). 

1920.  VAll-OT,  rue  Barbet-de-Jouy,   ',2,  à  Paris  (7). 

1913.  VEBIiK\  (O),  professeur  à   l'Université  de   Princetou  (  Ktats-Unis). 
1920.      VEUGVE,  rue  Auber,  8,   à  Paris  (g"). 

1920.      VER  tWET,  aslronome  à  rOI)Servatoire,  charj^é  de  conférences  à  la  Faculté  des  Sciences. 

rue  Wimpfeling,   29,   à  Strasbourg  (Bas-Rhin). 
1901.      VESSlOr,    professeur  il   la   Faculté    des  Sciences,   sous-direcleur  de   l'École    Normale 

supérieure,  rue  d'Ulm,  4^,  •>  Paris  (■>'). 
1922.     VICrOll,  ingénieur,   rue  de  Remusat,    if),   à  l'aris. 

1920.      VIEII.LEFOMD,  professeur  au   lycée  Saint-Louis,  boulevard  (.ariiialdi,  \i,  h  Paris  (iV). 
1911.      VILIiir,  [)rofcsseur  à  la  Faculté  dos  Sciences,  rue  du  Maréchal-Pdain,  11.  Strasbourg 

(Bas-Rhin). 

1919.  VIMEIX,  |)rofesseur  au  lycée,  à  Nice  (  Alpos-Mariiimes  ). 

1920.  Vli\Tli;4()l\,  professeur  au  lycée  Carnot,  rue  Cernuschi,  12,  a  Paris  (17*). 

1919.     Vftiîl",   professeur  à  la   Faculté    des   Sciences,    rue     du    Grand- Verger,   33,    à   Nancy 

(  Mcurtlie-et-Moselle  ). 
1888.      VOIiTERIIA   (  Vito),  sénateur,   jirofcsseur  a    l'UiiiversitiV    via   in    Lucina,  17,  à    Rome 

(Italie). 
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1900.     VIIIBEUT,  éclit(Mir,  boulevard  SaiiU-Germain,  63,  à  Paris  (5'). 

1910.  WAVKE,   docteur  es  sciences,  Université  de  C/eiiéve,  cours  des  Bastions,   iG,  (ien«''vr 

(  Suisse). 
1880.      WAliCKKiVAEK,   inspecteur   général  en  cliel'  des   mines,  boulevard   Sl-Gerniaiii,   aiS. 

à  Paris  (7°  ). 
1920.      WËllER,  professeur  au  lycée  Huffon,  avenue  de  Châtillon,  21,  à  Paris  (14"). 
1879.     WKILIi,  directeur  honoraire  du  collège  Chaptal,  boulevard  Delesscrl,  23,  ii  Paris  (i'">'). 
19-19.      WEILL,  professeur  au  lycée  Saint-Louis,  boulevard  Saint-Michel,  à  Paris  (6'). 
19'21.     WIENER    (N.),   professeur  au   Massachusetts  Institut  of  technology,  à  Boston  (  Ltat^- 

Unis). 
190G.     \VILSO\'   (R.-B.),  professeur  à  l'Institut  de  Technologie,  Cambridge   (Massachusetts, 

États-Unis). 

1911.  WI\TEI{,  avenue  d'Iéna,  66,  à  Paris  (i6'). 

1909.     WOODS  (  K.-S.),  professeur    à    Ulnstitut  de    Techuolojjie,    à   Boston    (Massachusetts, 

États-Unis). 
1878.     WOUMS  DE  liOMIIdiV,   iiisi)ecteur   général    des    mines,    en    retraite,    rue    du  Genéral- 

Langlois,  3,  à  Paris  (16°). 

1920.  .VA\IEU-LEO.\,  dii'ecteur  de  la  Revue  de  Mélapltysique  et  de  Morale,  rue  des  Mathu 

rins,  39,  à  Paris  (8"). 

1921.  VAVOTAUO  ABE,  professeur  à  l'École  Normale  supérieure  de  Tokio,  rue  Baussct,  -  his. 

à  Paris  (1.5°). 

1912.  YOl]\(ii  (  W.-H.),  membre  de  la  Société  Royale  de  Londres,  professeur  à  l'Université 

de  Liverpool,  villa  Collonge,  La  Conversion,  à  Vaud  (Suisse). 
1920.     ZAUEMIU,  professeur  à  l'Université  de  Cracovie,  Warszavokaie,  rue  Zytnia,  G,  Cracovie 

(  Pologne). 
1903.     ZEUVOS,  professeur  à  la  Faculté  des  Sciences,  rue  Sozopoleos,  88,  à  Athènes  (Grèce). 
1898.     ZIWET,    professeur    de    mathématiques    à    l'Université    Packarl,  532,  à    Ann    Arl)or 

(Miciiigau,  Etats-Unis). 

Membres  décédés  en  1923  :  MM.  It^BElUL  (comte  Roger  de),  BftClAXCER, 
l'IlMEXÉ,  FOIBET,  LACAZE,  LEBLAXC  (Maurice). 
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SOCIETAfRES    PERPÉTUELS    DÉCÉDÉS. 


BËMOISI.  —  ItllvWVMK.  —  BISCUOri'SIlKni.  —  BDBl'ItlI.  (COMTK  IIOIIEU  DKi.  — 
BftUCIIAIlDT.  —  BOIBI.ET.  —  BOITIIOIX.  —  CWhT.  —  CIIASLES.  —  CI.Al'DE 
LAKOXTAliVE.  —  FOUIU.T.  —  <,AlTllli;il-VllJ,AUS.  -  IIAM'IIKV.  -  IIERMIiE.  —  lllRSi. 
JOBDAiV.  —  LArO\  DE  LAOÉBAi.  —  LÉAITE.  —  IIAWIIEIM.  —  PEKKI\  (R.)  — 
l'OIXCAUÉ.  —  DE  l'OLICVAC.  —  BAFFY.  —  SYI,0\V.  ~  iA.WEBY  { l'Ai  I,  ).  ICIIEBICIIEF.  — 
VIELLAUD. 


LISTE 


PUÉSIDEMS  DE  LA   SOCIÉTÉ  MATIIÉMATIQUE   DE  FUA^CE 

DEl'trS      SA      l-ONUAIION. 


m 

. 

1873 

CIIASLES. 

187'. 

I.AFO\  DE  LADEBll. 

1875 

BIEîViVMÉ. 

1876 

DE  LA  eOL'RNERIi:. 

1877 

>IA\MIEni. 

1878 

DARBOLX. 

187!) 

0.  BOXXET. 

1880 

JORDAN. 

1881 

LAGIERRE. 

1882 

IIALPIIEV. 

1883 

ROir.iii:. 

188! 

rir.Ani). 

1885 

APi'ELL. 

1880 

POIXOAIIÉ. 

1887 

FOIRKT. 

1888 

LAISAXT. 

188'.) 

A\DRi:  (D.). 

1800 

Il\r0\  DE  LA  GOLPILI.lÈRi:. 

1891 

COLLItXOV. 

1892 

VICAIRE. 

1893 

IIIDIBERI. 

189i 

PICOIET. 

1895 

GOLRSAT 

1896 

KŒXIUS 

1897 

PICARD. 

1898 

LECORM. 

>MI. 


1899 

GtVOl'. 

1900 

POIXCARÉ. 

1901 

D'OCACXE. 

1902 

RAFFV. 

1903 

paixlem;. 

1901 

C4RVALL0. 

191)5 

B3REL. 

1906 

IIIDAMARD. 

1907 

BLII'EL. 

19IKS 

l'EIIRIX  (R.). 

1909 

BIIICIIK. 

1910 

DIIICARD. 

1911 

LÙVY  (L.). 

1912 

AXDDYER. 

1913 

CDSSERAi  (  F 

1911 

YESSIOr. 

1915 

CARTAX. 

1916 

FOICIIÉ. 

1917 

GlICHARD. 

1918 

MAILLET. 

1919 

LEBESGIE. 

1920 

DRACII. 

1921 

ROILAXGEB. 

1922 

CVIUN  (E.). 

1923 

APPELL. 
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Liste  des  Sociétés  scientifiques  et  des  Recueils  périodiques  avec  lesquels 
la  Société  mathématique  de  France  échange  son  Bulletin. 


Aiiistei'daiii . 
Anisterdatn . 
Amsterdam  . 


Bâle 

Kaltimof" 
Bologne.  . 
Rordeaux. 
Bruxelles. 


Bruxelles.  . 
Calcutta. .  . 
Cambridge  , 
Christiania . 
Coïml)re.  . 


Copenhague. 
Copenhague  . 


Cracovie. . .  . 

Delft 

Edimbourg. 
Edimbourg. 

Gand 

Halifax 

Hambourg. . 

Harlem 

Heisiiigfors. 

Kansas 

Liège 

Livourne . . . 
Londres. .  . 
Londres. .  .  . 
Londi'cs. .  .  . 
Luxembonr; 
Marseille .  .  . 
Mexico  .... 
Milan 


Naplcs 


New-Haven . 
New-York  . 
Païenne.  .  . 
Paris 


Académie  Royale  des  Sciences  d'Amsterdam. 

Société  malliématique  d'Amsterdam. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathéma- 
tiques. 

Naturforseliende  Gcsellscliaft. 

American  Journal  of  Mathematics. 

Académie  des  Sciences    de  Bologne. 

Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles. 

Académie  Royale  des  Sciences,  des  Lettres  et 
dos  Beaux  Arts  de  Belj>i<|ue. 

Société  scientifique  de  Bi'uxellcs. 

Calcutta  mathematical  Society. 

Cambridge  pliilosophical  Society. 

Arcliiv  for  Mathematik   o-r  .Vaturvideiishab. 

Annacs  sciéiill/icos  da  Academia  Polylech- 
iiica  do  Porto. 

Nyt  Tidsskrift  for  Mathettiatih. 

Det  Koiiqelii^e  danske  l'ideiiskabernes  sels- 
kabs  Skrifter. 

Académie  des  Sciences  de  Cracovie. 

Académie  technique. 

Société  Royale  d'Edimbourg. 

Société  mathématique  d'Edimbourg. 

Mat  lie  sis. 

Nova  Scotian  Institute  ol"  Science. 

Se  m  i  na  i  le  m  a  tli  é  ma  ti  q  u  e . 

Société  hollandaise  des  Sciences. 

Société  des  Sciences  de  Finlaniie. 

Univei'sité  de  Kansas. 

Société  Royale  des  Sciences. 

Periodico  di  Mateinatica. 

Société  astronomique  de  Londres. 

Société  mathématique  de  Londres. 

Société  lîoyale  de  Londres. 

Institut  grand  ducal  de  Luxembourg. 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences. 

Socicdad  cienlifica  Antonio  Alzate. 

Institut  Royal  lombard  des  Sciences  et 
Lettres. 

Académie  Boyale  îles  Sciences  physiques  et 
malhémati()ues  de  Naples. 

Académie  des  Sciences  et  A  rts  diiConnerticnt. 

American  mathematical  Society. 

Hendiconti  del  Circolo  matt  malico. 

Académie  des  Sciences  de  Paris. 


Pays-Bas. 
Pays-Bas. 

Pays-Bas. 

Suisse. 

États-Unis. 

Italie. 

Erance. 

Belgique. 

Belgique. 

Inde  anglaise. 

Grande-Bretagne. 

Norvège. 

Portugal . 
Danemark . 

Danemark. 

Pologne. 

Pays-Bas. 

Grande-Bretagne. 

Grande-Bretagne. 

itelgiquc. 

N"*-Écosse  (Canada) 

Allemagne. 

Hollande. 

Finlande. 

Élats-l'nis. 

Belgique. 

Italie. 

Grande-Bretagne. 

(irande- Bretagne. 

Grande-  Bretagne 

Luxembourg. 

l'rance. 

Mexi(]ue. 

Italie. 

Italie. 
États-Unis. 
Etats-Unis. 

Italie, 
l'rance . 
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Paris 

l'Miis 

Paris 

Paris 

Pai'is 

Paris 

Pise 

Pisc 

Pise 

Pr:ii;in' 

Prague  

Prague 

Princeton 

Kennes 

Kome 

Rome 

Ronae 

Stockiioliii 

Slockliolm 

Stockholm 

Tokyo  

'l"oulouse 

Turin 

Upsal ^.... 

Varsovie 

Venise 

Washington  .  . .  . 
Zagreb  (  Agram  ) 
Zurich 


Association  française  pour  ravancemenl  des 

Sciences. 
Société  |thilonialhi()iie  de  Paris. 
tliillelin    des  Scie/ices    iruit/ié//iiicif/iies. 
Iitiirnal  de  l' École  l'olj  Cec/i/iir/ae. 
Institut  des  Aclnnircs  français. 
Iiilerincdiaii  e  def  Mathéninticiens. 
licolc  l'ioyale  Normale  su|)érieurc  de  Pise. 
Université  lîoyale  de  Pise. 
//  Nuovo  Ciinento. 
Académie  dos  Sciences  de  Boiième. 
Jednola   ceskych  mathematicu  a  fysiku  . 
Société  mathématique  de  Holième. 
Àiinnh  of  Malhematics. 
Travaux  de  l'C/iiversité. 
Académie  Royale  des  l.incel. 
Società  italiaiia  délie  Scienze. 
Socictà  per  il  progresse  délie  Scieii/e. 
Àcta  matlieiu/itlcd. 
Âichiv  fur  Miilliema'ili. 
Dibliotliecn  matlieinatica. 
Mathematico-physical  Society. 
Annales  de  ta  l'acillé  des  Sciences. 
Académie  des  Sciences. 
Société  Royale  des  Sciences  d'Upsul. 
Pracc  Malematyczno  Fizyczne. 
Institut  Royal  des  Sciences,  F,etlres  et  Arts. 
iNationul  Academy  of  Sciences. 
AcadémieSud-SlavedesSciences  et  Beaux- Arts 
Naturforschende  Gesellschaft. 


France. 
France . 
Fi-ance. 
I''rance . 
{''raiice. 
France. 

Italie. 

Italie. 

Italie. 

Tchéco-Slovaquie. 

.New-Jcrsej',  Ét.Tls-l'iili 

■•"l'ance. 

Italie 

llalie. 

Italie 

Suède. 

Suéde. 

Suéde. 

Japon. 

France. 

Italie. 

Suède. 

Pologne. 

Italie. 

Ktats-L'nis. 

Vougo-Slavie. 

Suisse. 


Coinfili-s.  rendus 
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COMPTES  RENDUS  DES  SÉANCES. 


SEANCE    DU    10   JANVIER    192  3. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    CAHEN. 

La  Société  réunie  en  Assemblée  générale  procède  au  renouvellement 
de  son  Bureau  et  d'une  partie  du  Conseil. 

lilections  : 

Sont  élus  à  Funanimité  membres  de  la  Société  :  M.  Gosse,  maîlre 
de  conférences  à  la  Faculté  des  sciences  de  Grenoble,  présenté  par 
MM.  Gau  et  Gotton  ;  M.  Rueff,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytechnique, 
présenté  par  MM.  Borel  et  d'Ocagne. 

L'assemblée  émet  le  vœu  que  le  Bureau  prenne  en  considération 
une  proposition  de  M.  Roche,  qui  demande  que  le  prix  de  la  cotisation 
soit  porté  sur  la  couverture  du  Bulletin. 


SÉANCE    DU    2i   JANVIER    1923. 

PRÉSIDENCE   DE   M.   APPELL. 


Election 


Est  élu  à  Tunanimité  membre  de  la  Société  :  M.  Costanlini,  agrégé 
des  sciences  mathématiqnes,  présenté  par  MM.  Sartrfe  et  Galbrun. 

Communications  : 

M.  Hisser  :  Sur  la  théorie  dea  ondes  par  éniersion  et  par  impulsion. 
Maxima  et  minima  de  la  détiivellalion  des  particules  /laides  situées 
initialement  dans  le  plan  zz^  z^. 

Poisson,  Gaucliy  et  M.  Boiissinesq  ont  déterminé  pour  un  instant 
donné  les  points  les  plus  élevés  et  les  plus  abaissés  de  la  surface  fluide 
qui  sont  les  sommets  des  ondes  apparentes  qui  se  propagent  à  cette 
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surface,  dans  les  cas  où  l'on  étudie  les  ondes  produites  par  l'éniersion, 
dans  un  canal,  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  perpendicu- 
laires à  ra\e  du  canal  et  en  occupent  toute  la  largeur. 

Si  l'on  pouvait  distinguer  les  particules  fluides  situées  dans  le 
plan  z  z=:  z^  (en  les  colorant  par  exemple),  on  verrait  également  appa- 
raître des  ondes;  nous  nous  proposons  de  rechercher  ici  les  uiaxima 
et  les  inininia  de  la  dénivellation,  en  nous  plaçant  toujours  dans  le 
cas  des  ondes  cylindriques.  On  sait  (|iie  la  dénivellation  estdéfinie  par 
l'expression 


t'*n  +  i  cos  (  1  II  -+-  ■>.  )  0  t'"'+''  CCS  (  2  n  -+-  3  )  0 


■)1n  i-l  j'î/i+î  , 


n  +  I 


lin-^-i  fin-hi  f.  fi 


]!■ 


/•  désii;ne  la  dislance  d'un  point  m  de  la  zone  d'ébranlement  à 
la  particule  fluide  \\{x,  z),  B  l'angle  formé  par  m  M  et  la  verti- 
cale, S  l'aire  de  la  section  droite  du  cylindre  immergé,  et  le  sym- 
bole 4  n  -+-  I  représente  le  produit  i ,  3,  5,  .  .  . .  (4  ;«  +  r)   ('). 

\_K^=f{X)  désigne  l'équation  du  cylindre  et  l'on  suppose  ;  négli- 
geable devant  x  ou  ;  .] 

Les  sommets  et  les  creuv  des  ondes  apparentes  correspondent 
à  —  =r  o  pour  ;  ^  :;o;  et  sont  définis  par  l'équation  (2)  : 

go 

■^  f  ("  i  /j  -+-  i  )  sin  (  2  /?  -f-  3  )  0        (  •>.  /?  -f-  3  )  si  n  (  2  /i  -i-  4  )  O"! 

n  >0  —    7     \ =:=^ ;; —  — =  O, 


il)      SI 

avec 


Va\  développant  le  premier  membre  de  (2)  sui>ant  les  puissances 
successives  de  s,   et  ensuite  sur  les  puissances  de  x,  nous  trouvons  : 


■>.r-/  >■-■'  /•-  \v,r2//--  \  >.r-  J  xi-i 


■é,'\ 


Ti^^- 


nx 


1 


alors  (|iie  les  /}  sont  des  séries  entières  alternées  en  — ^>  les  ^'y  sont 

/-z 
des   séries   alternées   en  — -;  les   /",   et  ir,  ont  toutes  une  infinité  de 

racines  positives  et  distinctes. 


(')    Voir  p.  2')  et  i^o.  Tlicst;  de  M.  Itousier,   i<)i)S. 
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Etude  du  phénomène  dans  le  cas  on  —  n'a  pas  une  grande 
valeur. 

Si   après    avoir    posé    conformément     aux.    notations    de    Poisson 

(  — ;,  )  =  p,  on  fait  ^  =:  o  dans  (3),  on  retrouve/,  =  o,  ce  qui  donne 

les    points    les  plus    hauts   et    les   plus  bas  de  la  surface  fluide,   en 
rejetant  toutefois  les  grandes  valeurs  de  p. 

Si  la  particule  fluide  envisagée  correspond  à  une  valeur  de  z  finie, 
et  à  une  valeur  de  jt  qui,  tout  en  étant  petite,  est  supérieure  aux 
valeurs  des  abscisses  de  la  zone  d'ébranlement,  il  suffit  de  se  reporter 
à  (3'),  et  l'on  constate  que  l'équation  caractéristique  des  maxima  et 
minima  est  définie  par  ^^i  rz:  o. 

.  .  .     t^         . 

Supposons  maintenant  .r  et  z  finis,  mais  — petit;  les  maxima  et 

minima  sont  donnés  par/j  =:  o;  on  trouve  que  le  sommet  de  l'onde 
apparente  qui  se  produira  au  bout  du  temps  t  en  {x,  z^))  correspond  à 

X  /  p-        p-        p-         p-  . 


n  =  _\L^-^r.^tl 


i3 


où  C^;,  représente  le  nombre  des  combinaisons  de  m  obje's  n  à  /i,  et 
p  z=z  I  — ^  I  une  racine  de  /.,  =r  o.  Supposons  ;:o  fi'iJî  ^  t'es  grand, 
tout  en  gardant  à  — ■  une  valeur  petite;  en  l'occurrence  les  maxima  et 
les  minima  sont  définis  par/,  :=  o. 

Étude  du  phénomène  dans  le  cas  où  —  a  une  grande  valeur. 

Les  petites  valeurs  de  x  correspondent  à  des  points  situés  en  dehors 

de  la  zone  d'ébranlement  initial;  elles  peuvent  être  telles  qu'elles 

t-x 
rendent  l'expression  -^  petite  ou   finie;  le  problème  ne  présente  pas 

de  difficultés  spéciales. 

Lorsque  x  est  fini,  et  inférieur  à   z,  on  a  recours  à  une  méthode 
d'approximations  successives,  en  partant  de 

Si  au  contraire  c  ■<  .<•,   on    emploie   le    même  procédé,   en   utilisant 


—  '■Il  — 

l'équation 

avec  A  —  —,  et  en  prenant  pour  premières  valeurs  approchées  de 
les  racines  de  J\  =  o. 

Le  problénne  analogue  au  précédent»  dans  le  cas  de  trois  dimensions 
correspondant  à  un  milieu  indéfini  de  profondeur  infinie,  conduit  à 
l'étude  de  la  série 

y  (_ , ,«  (^-^^)p«-i  +  cosQp;,4-i  / fiy  ^  Q 

^d  (  n  -i-  ■}.  I .  .  . ■>  n  \'i.i')  ' 

II 

OÙ  les  P„4.,  sont  les  polynômes  de  Legendre  d'ordre  (/t  +  i)  en  cos  0, 
ei  6  l'angle  formé  par  la  droite  joignant  le  point  m  figuratif  de 
l'élément  f/m  du  corps,  au  point  (^,r,  z)  occupé  parla  particule  Huide. 
Cette  série  peut  encore  s'écrire 

avec  \J/j  ^=  — • 
'         ir 

Les  F,  sont  des  séries  entières  du  type  analogue  à  celui  trouvé 
dans  le  cas  des  ondes  cylindriques, 

i\ous  rappellerons  que  l'étude  du  mouvement,  dans  un  canal  de 
largeur  limitée  dont  la  section  est  rectangulaire,  peut  être  eflfectuée 
assez  facilement  grâce  à  la  théorie  des  images,  lorsqu'on  ne  considère 
qu'un  élément  dm  du  corps;  si  la  profondeur  est  infinie,  on  trouve 
en  première  approximation  que  la  formule  de  la  dénivellation  ne  fait 
intervenir  que  {x,  z). 

Nous  avons  donné  en  supposant  toujours  le  corps  réduit  à  un  élément 
d/n,  dans  le  cas  où  le  canal  est  limité  et  constitué  par  un  parallélé- 
pipède a:  =z  ±z  -t  y  =^  àz  -)  z  =  c  iâ  valeur  du  potentiel  des  vitesses, 

en  nousinspirant  des  belles  recherches  de  M.  Appell  (')  et  d'un  savant 
Mémoire  de   M.   Boussinesq  (-)  ;   il  est  évident  qu'en   faisant   h  et   c 

(  '  )  Dévelappemcnl  en  séries  trigonométriques  de  certaines  fonitions  pério- 
diques vérifiant  l'équation  A  V  =  o  [Journal  de  .Mathématiques  /)ures  et  appli- 
quées, 'i'  série,  t.  III,  18S7. 

(-)  Sur  une  importante  siniplijication  de  la  théorie  des  ondes,  que  /traduisent 
à  la  surface  d'un  liquide  l'immersion  d'un  solide  ou  l'impulsion  d'un  coup 
de  vent  (Annales  de  l'I.'cole  Normale  supérieure.  if)i")- 
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infinis,  on  retrouve  les  résiiUals  aflérenls  au  canal  indéfini,  de 
profondeur  infinie,  qui  mellent  en  évidence  l'influence  de  hi  coor- 
donnée y  de  la  particule  fluide. 


SÉANCE   DU    14    FÉVUIEK    1023. 

PRÉSIDENCE    DE    M.    GAI.BRUN. 

Communication  : 

M.  Fontené  :  Sur  un  théorème  de  géomélrie  élémentaire  relatif 
à  des  compositions  de  similitude. 


SEANCE     DU     28    FEVUIER     1923.^ 

PRliSIDENCE    DE    M.    GALBRUN. 

Communication  : 

M.  E.  Ivogbelliantz  :  Sur  tes  moyennes  doubles  et  le  théorème 
d'équivalence  des  moyennes  arithmétiques  d'ordre  entier  formées 
d'après  Cesàro  et  d'après  Ilidder. 

Soient  .Vy,  ij,  ,So,  ...,  .s„,  ...  les  sommes  partielles  de  la  série 
//f,  -A-  u ^ -\-  u ., -\-  .  .  . ,  f/„,  +  .  .  ..  A  partir  de  la  moyenne  /i''"'*^  ,v^,  de 
ces  sommes 

on  peut  former  les  moyennes  successives  d'ordres  /  =^  •>.,  ;>,  .  ,  ., 

Il,,       —       (/.=•>.,.).       ...). 

//    ^-    I  ■ 

Celte  définition  est  celle  de  Flôlder  ('). 


')    Math.  Annale/1,1.  '20,  i8Sî,  p.  ÔSj-S^q. 
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La  moyenne  .«^f'  d'ordre  /.  formée  d'après  Gesàro  (')  est  définie  ainsi 

n 

,/;  _     kr ( n  ^  \  )     •^  Vi  n  —  m  -^  /.  ; 


1)  Àà  V  (  n  — 


r (  /i  +  /,  -1-  I )  ^  r (  n  —  m  ~  \) 


m  =  n 


Ces  deux  moyennes  A,/'',  5;/"'  du  même  ordre  sont  différenles,  mais 
l'existence  de  la  limite  s  pour  l'une  d'elles  enlraine  l'existence  de  la 
même  limite  s  pour  l'autre  quand  «— voc.  C'est  le  fameux  (*)  tliéorème 
d'équivalence  de  deux  procédés  de  sommation  par  les  moyennes 
arithmétiques  :  celui  deJIôlder  et  celui  deCesàro.  Or  le  premier  n'est 
que  le  procédé  (C,  i)  appliqué  /.  fois  de  suite,  ce  qu'on  peut  noter 
(C,  i)''.  Eti  désignant  ré([uivalence  de  deux  procédés  île  sommation 
par  le  signe  ^^  on  a  donc 

M.  (C.   i)/-~rC,  i;         [/.  =  VJA)] 

comuie  l'expression  du  lliéorènie  d'équivalence.  Celle  propriété  (1) 
des  moyennes  de  Cesàro  peut  être  déduite  de  la  propriété  plus 
générale  que  voici  : 

(■->-)  (C.  oj  (C.  Yj  ~  ( C.  0  -+-  v;  ~(  C,  Y  )(  C,  0,. 

où  è  et  y  sont  deux  nombres  positifs  quelconques  entiers  on  non 
entiers.  On  a  donc  ce  théorème  qui  concerne  les  moyennes  arillimé- 
tiques  de  Cesàro  les  plus  générales  et  non  seulement  les  moyennes 
d'ordre  entier />  rzr  E  (/,)  : 

TnÉonfe>iiî  (^).  —  La  série  divergente  soniniable  aiec  la  somme  S 
par  les  moyennes  arithmétiques  d'ordre  ô  -\-y  est  aussi  sommaOle 
avec  la  nicnie  somme  S  par  l'application  du  procédé  (C,  <5)  aux 
moyennes  arithmétiques  d'ordre  y  [ou  du  procédé  (C,  y)  aux 
moyennes  d'ordre  0]  ei  vice  versa  :  la  série  divergente  somma hle 
par  les  moyennes  doubles  d'ordres  0  et  y  [ou  y  et  6J,  c'est-à-dire 
sommable  par  les  moyennes  d'ordre  è  formées  à  partir  des  moyennes 
d'ordre  y  [ou  par  les  moyennes  d'ordre  y  formées  à  partir  des 
moyennes  d'ordre  ô]  est  aussi  sommable  avec  la  même  somme  par 
les  moyennes  simples  d'ordre  0  -t-  /. 


(')  Bulletin  des  Sciences  math.,  2"  série,  l.  \1\,  i^^»)",  p-  ii'|-iai>. 

(-)  K.  Knopi",  Dissertation,  IJerlin,  1(107.—  \\  .  Si;ii.m:k,    Matli.  Annafen.  t.Vû, 

11)09,  P*  i">-i:>').  —  W.  FoiU),  Amer.  Journal  0/  mat/i .,  I.  3'2,  1910,  \>.  .Ii5-3vi. 

-  H.  Ottoi.engiii,  Paclua.  1911.  —  G.  Fabeu,  Miincli.  Bericlile,  t.  'i3,  1913,  p.  5ii»- 

'>it.    —    J.    Snmn    et     k.     Knopp,    Matli.    Annalen,    l.  1\,    igi'),    p.    -'|'|7-V"- 

—   M.  Watanabk,  ./à/ioAu  Matli,  Journ.,  l.  \.  191 '|,  p.-  m-.>8. 

(^)  M.  KociBKTi.iANTZ,  Coniptes  rendus  Arad.  .Sri.,  t.  ITli,  iQa<,  p.   !>'|-3'7. 
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On  a  visiblement  le  corollaire  :  Si  une  série  divergenle  est  sommable 
par  l'application  répétée  du  procédé  des  moyennes  arithmétiques 
d'ordres  «i,  «j,  •  •  -i  «a  elle  est  aussi  sommable  avec  la  même  somme 
par  les  moyennes  simples  d'ordre  a  =  a,  +  3:2  -t-  ...  -+-«/,: 

Ci)  (G,  a,)(C,  a,).(C,  7.3)... (G.  '//..) -rC,  a,- a.-... -a/,); 

pour  Cl  =  a.2  =...:=  cc/i  =z  \  on  obtient  le  tiiéorème  d'équivalence. 
La  démonstration  du  théorème  énoncé  repose  sur  les  deux 
formules  (')  dont  la  première  exprime  la  moyenne  double  Sjii" '^^  en 
moyennes  simples  d'ordres  non  inférieurs  à  0  +  y  et  la  seconde  donne 
le  développement  de  la  moyenne  simple  .îy '^'^'  d'ordre  y  -h  0  suivant 
les  moyennes  doubles  d'ordre  non  inférieur  à  y  formées  à  partir  des 
moyennes  d'ordre  ô  : 

(4)    sf.Y.S)-   ,v  F(Y.  5,  N  +  7  +  8  +  I.  I)      s%'i;i,r^' 

^  ^  F(Y,  0,  m -1- Y-h  ô-i-i    i)  (-/n-i- Y)('«-f- 8)' 

in  —  O 

^^       ■'  r(Y).r(5  +  i)^(r-5;.r(«-i-i)   «  +  Y  ' 

n  =  0 

On  prouve  ces  formules  à  l'aide  des  fonctions  génératrices  .^ ''-''  {:•) 
et  S(V/^)(3) 

0  0 

Ces  fonctions  sont  liées  par  l'opération  de  la  dérivation  à  l'indice 
quelconque 

zyS^Y-^^^(z)  ^  \  s^^'(z)  } 

r(Y-+-o  \(^-=-)r)' 

ce  qui  permet  de  démontrer  (4),  tandis  que  la  relation 

avec  s  (z)  =  \   s,i  z"  sert  de  point  de  départ  au  calcul  qui  aboutit  à 

la  formule  (5). 

La  formule  (4)  fait  voir  qu'on  a 

S  Y-O)  _  s;  lO.v) 


(•)  Lac.  cit. 


c'est-à-dire  :  les  moyennes  d'ordre  y  des  moyennes  (Tordre  o  sont 
exactement  les  mêmes  que  les  moyennes  d'ordre  o,  des  moyennes 
d'ordre  y,  ce  qui  n'est  nullement  évident  a  priori. 

M.  Appell  :  Remarque  sur  une  é(/ualion  de  M.  Painlevé. 


SKANCE   DU   14   MARS    1923. 

l'IŒSlDENCE    DE    M.    GALBRIN. 

Election  : 

Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société  :  M.  Chénevier,  profes- 
seur au  lycée  Henri  1\  ,  présenté  par  MM.  Jac(|uet  et  Tliybaul. 

Communication  : 

M.    Galbrun    :   Sur    la   translation    rectiligne   et    uniforme    en 
mécani(jue.  (A  propos  d'une  erreur  fréquente  des  relativisles.  ) 


SI:ANCE    du    11    AVRIL    1923. 

l'RKSIOEXCK    DE    M.    (iAMMlLN. 

Élection  : 

Est  élu  à    l'unanimité   ineinl)re  de   la  Société  :  M.  Salem,  présenté 
par  MM.  Hadamard  et  (lalbrun. 

Communication  : 

M.  Noaillon  ;  Su/-  le  problème  de  I\eumann  pour  la  splière. 

Il   s'agit  de  trouver  la  fonction  liarmonicpie  o  {jc.  r,  :■)  en  un  point 

f|uelcon(|ue  I*  (.r,  v,  :•)  du  domaine  limité  par  une  splière  o'  de  centre  O 

,,,,,..,                      '/<»(  M  ) 
el  (le  ravon  H.  connaissant  lit  valeur  de  la  (it-rnee  normale  — —, en 

•"  un 

chaque    point    M    de    la    splière   7.    Pour    aclie\er  de  déterminer  le 
problème  on  devra  donner  la  valeur  de  'j  on  un  point  l'„  par  exemple 
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au  centre  O.  La  condition  de  possibilité  est,  comme  on  sait. 


(i) 


^tç(M) 


rlM  =  o. 


iJaiis  cette  formule  et  dans  ce  qui  suit,  nous  repiésentons  par  ^\  un 
point  variable  sur  la  sphère  a  et  parr/M  un  élément  de  l'aire  cr  autour 
du  point  M. 

Les  caordonnées  de  M  étant  \,  V.  Z,  les  cosinus  directeurs  de  la 
normale  extérieure  en  M  sont 


donc 


\      Y     Z 
R'   R'  K' 


Or  on  vérifie  facilement  que  si  ©  {.i-,  y,  z,)  est  harmonique,  la  fonc- 
tion 


(■2) 


.  1  .  ào  ()o  ào 

'Jji T,  y,  z)  =  X  -T-^  ^-  y -r^  -^  z  -^ 

•^  ■      ^  ox-       -^  ôy  dz 


l'est  également. 

Nous  sommes  donc  amené  à  rechercher  d'abord  la  fonction  harmo- 
nique '-P  (P),  régulière  à  l'intérieur  de  la  sphère  a,  connaissant,  en 
chaque  point  M  de  la  surface  ct,  sa  valeur  donnée  par 


(3; 


6(lM)=KfMA[i, 


du, 


La  solution  de  ce  problème  est  donnée  par  la  formule  de  Pois-on 


I  INI  —  l'i'  nr~ 


r/,M  , 


OÙ  (M  —  I*)   est  le  vecteur  dont  les  composantes  sont  les  diflerences 
entre  les  coordonnées  de  M  et  de  P  et  |M — P|  la  longueur  de  ce  vecteur. 

et  où  |P|2  =  x- 4- )-^'  -\-  Z-. 
On  a  donc 


Mais  d'après  la  formule  (^)  on  a 


ll'l 


r^cp 


dz  _  d^{V) 


I  p  \    dx         \V\    ôy         \V\    dz        d\V\ 


le  dernier   membre  indiquant    une   dérivée  prise  suivant   le  cliemin 
recliligne  allant  de  O  en  P. 

Soit  P,  (a•^,y^,  v,,)  un  point  donné  du  domaine  limité  para.  (Ion  nais- 
sant la  \aleur  de  la  dérivée  '\,p  en  chaque  point  1*  de  la  droite 
OP.  on  lemontera  à  la  valeur  de  o  (P,)  par  la  formide 


?(!' 


d\  !• 


'H  1 


•i=.r 


d\V\ 


H'I 


Ou,  en  représentant  par  0  une  variable  allant  de  o  à  i   et  par  0  l'i  le 
point  P  de  cordonnées  de  Ox^,  9}',,  (/c,, 


cp(P,;-cp 


?(0)=  f' 


*<».■,,? 


ou  à  cause  de  (4  ) 


O)      ,.,-,,,,_,<o,=/f/- 


d<)     r  \\i—  02 1  P,  |2  (/o(.M 


"l'il^        dn^ 


d\\  ■ 


bans     le    deuxième     membre,     l'expression     à     intéi;rer    sous     le 
one    /    '^'"^  ^^^  bornée  même  dans  le  voisinage  de  0  z=  o  |)arce  que 

X    IM-OP,  I' 


SI 

le  fa c te  111 


r/M. 


se  réduisant  pour  0  =i  o  à 

—    I    —^dM  =  (<  foonditi(jn  i). 

\\  J ^  dit 

est  divisible  par  0. 

Notre  formule  (.5)  résout  le  problème  proposé;  elle  est,  à  certains 
égards,  plus  simple  que  la  formule  de  Neumann.  Nous  allons  vérifier 
qu'elle  donne  bien  le  même  résultat. 

Nous  devons  tout  d'abord  observer  que  dans  la  formule  (.5)  on  n'a 
pas  le  droit  d'intervertir  l'ordre  des  intégrations,  puisque  l'intégrale 


/ 


"o        M        Ol'il' 


est  infinie.  Mais  nous  pouvons  remplacer  la  formule  (/|  )  par  une  autre 
qui  nous  conduira  à  une  intégrale  plus  maniable. 
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En  effet,  en  combinant  (4)  avec  (  i  )  on  obtient 

^      (    I  M  —  P]^  \       cille 

OÙ  G  est  une  arbitraire  indépendante  de  M. 
La  formule  (5)  est  alors  remplacée  par 

En   prenant  C= —  j^  l'expression   entre    ;      ;  sera   divisible  par  B 

et  nous  aurons  affaire  à  une  intégrale  triple  portant  sur  une  fonction 
bornée;   nous  pourrons  changer  l'ordre  des  intégrations  : 

(6)      4::[9(^)-?(0)]=   ("M^rfM^ 


\  R2  —  I  P  12         \  )d   V 


dn,  ^/^„,^  /   I  M  —  ]'j3        H 

Pour  efi'ectuer  l'intégration 

R2—  I  P|2        I  )(^1  Pj 


/ 


y,,_  /  1  M  —  P  |s        R  ^     I  1>  I 

dans  laquelle,  le  point  M  restant  (i\e  sur  o",  le  point  F  parcourt  recli- 
lignement  le  segment  OP,,  nous  poserons  : 

angle  P,  OM  =  a, 
angle  Oi\IP    =  [î. 

Le  premier  de  ces  angles  est  fixe,  le  deuxième  sera  pris  pour  nou- 
velle variable  d'intégration  au  lieu  de  |P|.  On  a 

I  M  -  P  I  I  P  I  W 


siiia  i-in  p         sin(a  -t-  \i) 

On  en  déduit  pour  l'intégrale  cherchée  l'expression 

r^  r  sin^S       "I  sin3(a+,e)  ^  i  sina 

J,      M.         sin2(a-+-.S)J         sin^a  '  S  R  sin  fi  sin(a  ^  jî)  ^ 


qui  est  égale  à 


TT  —  ^lo 


I  j   I  M_P,  I  +  R_  ]  P,|cosa,  ) 


M-  \\\        R       R^  >\\ 
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Donc  (6)  nous  donne 


ou  même,  puisque  d'après  la  condition  (i) 

)  IM-P.I  +  R-P,  Icosa,  / 1  rf^j^Mj 
1  2  K  i  J     dn, 

ce  (|ui  est  bien  la  formule  de  Neumann  ('). 


-rfM, 


dM 


SÉANCE    DU   25   AVRII,    1923. 


PRKSIDENCK    DK    M.    GAI.BRIN. 


Commun  ica  lions  : 

M.  le  commandant  Barré  :  Sur  les  figures  d^équilihre  d\in  câble 
immergé  dans  un  courant  de  vitesse  constante. 

M.  Auric  :  Sur  les  courbes  de  raccordement. 


SEANCE    DU    9    MAI    1923. 
PRKSIDEXCK   i)i;   yi.    I>.   I.K\  V. 
Elections  : 


Sont  élus  à  l'unanimité  membres  do  la  Société  :  M.  Macaigne, 
bibliothécaire  à  l'I  niversité  de  Poitiers,  présenté  par  MM.  (larnier  et 
Bouligand;  M"''  (ruitcl,  professeur  au  lycée  de  jeunes  filles  de 
Bennes,  présentée  par  MM.  Leroux  et  Janet. 


(')    Voir  Hadamard,  Propagation  des  ondes,  p.  !\~. 
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Communications  : 

Exposés,  pour  le  Séminaire  malhémalique  de  M.  Hadamard  : 

M.  Julia  :  Sur  la  permulabilité  des  substitutions  rationnelles. 

(D'après  son   mémoire  de  juin-juillet   1922,   dans  les  Annales  de 
l'Ecole  Normale  supérieure.) 

M.   Got   :   Sur  quelques  travaux  relatifs  au  théorème  de  Tche- 
byclief  sur  les  cartes  géographiques. 


SÉANCE    DU    23    MAI    19-23. 

PRÉSIDEIS'CIÎ    DE   M.    GALBRLN. 

Communication  : 

M.  Delens  :  Sur  quelques  représentations  géométriques  et  inter- 
prétations mécaniques. 

1,  On  doit  à  C.-T.  Levis  une  ilitéressante  génération  du  cylindroïde  : 
un  point/J  décrit  un  cercle  (F)  d'un  mouvement  uniforme  de  vitesse 
angulaire  w,  tandis  que  ce  cercle  pivote  autour  d'un  axe  O^,  de  son 
plan  d'un  mouvement  uniforme  de  vitesse  angulaire  —  •  La  trajectoire 
résultant  du  point  p  est  alors  une  directrice  du  cj'lindroïde  d'ave  O^, 
dont  le  cercle  (F)  constitue  une  image,  chacun  de  ses  points  repré- 
sentant une  des  vis  de  Bail  dont  le  faisceau  forme  le  cvlindroïde. 
Ayant  reconnu  dans  cette  composition  des  vis  une  addition  géomé- 
trique employée  dans  la  théorie  des  variables  complexes,  j'ai 
cherché  une  démonstration  directe  de  la  propriété. 

Adjoignons  pour  cela  au  plan  Oxv  de  la  variable  complexe  z  l'ave 
normal  0^  qui  est  celui  du  cylindroïde.  Une  vis  de  Bail  unitaire  —  et 
rencontrant  à  angle  droit  l'axe  O^  —  est  constituée  par  un  segment 
unitaire   /ts,  associé  à  un  couple   d'axe  tt^s  {zn  est  le  pas  de  la  vis). 

Cette  vis  est  représentée  en  O  par  le  \  ecleur  0/~—  s  du  plan  .vy,  et  le 
moment  vectoriel  résultant 

O  m'  =  m  s  -+-  p"iT|S, 
Yj  élaiil  la  côte  du  point  n,  ^  le  verseur  droit  du  plan. 


-  31  - 
Soil  .îo  le  vecleur  unitaire  suivant  Ox, 

et  1.1    rolation  inverse  ramenant  la  composante  C75  suivant  otï^    et  le 
vecleur  Om'en  ()//t,  on  a 

On   composera   les   vis  du  cylindioïde  en  eflectuant   les    additions 

— >  — > 

géométriques  :  i°  des    vecteurs  0/des  vecteurs;  i"  des  vecteurs  0/n', 

affeclés  préalablement  de  coefficients  1  (amplitude  des  vis).  Or  ceci 

— ^>- 
peut  se  faire  par  une  seule  addition  des  vecteurs  o/«  affectés  des  coeffi- 
cients complexe  Àe"    .   Soient  en  effet  deux  vis  d'amplitudes  }.i   et).» 
composées  en  une  vis  d'amplitude  ). ;  substituons  aux  vecteurs  leurs 
affixes  imaginaires,  et  écrivons 

(i)  X  e''> 2  =  X 1  e'O.  ;  1  -t-  X ,  e"^^  z^ 

pour  — 

X  O  /II'  —  X,  O  rn\  -h  X.2  O  m'.^ 
ou 

À  e''^''Oni  —  X,  <î->'^it>/»i  +  X.2  e"^^-Umj. 

Si  l'on  adjoint  la  condition 

(2)  Xe''>  =  X,  e'^>.-i-X2e''J2 

ou 

5  =  Si  -i-  Sa, 

le  point  ii>  est  alors  tel  que 

Zy— z  X.,  eJ^^' 

T^^^z    ''  ~  xT^eT' 

c'est-à-dire  qu'il  appartient  au  cercle  passant  par  /»,  et  m.^  et  capable 
de  l'angle  t. -V  ^) ■,  —  ^J \,  et  se  déplace  sur  ce  cercle  (juand  le  rap- 
port T^  varie.  Ce  cercle  (C)  accompagné  de  l'axe  ('►;-,  est  donc  la  même 

image  du  cylindroVde  que  le  cercle  (F)  avec  l'axe  O /.  On  voit  facile- 
ment que  celte  représentation  est  indépendante  de  l'orientation  des 
axes  O./-,  O/,  comme  du  choix  du  point  O  sur  Taxe  du  cylindroïde.  Les 
constructions  géométriques  edecluées  ne  dépendent  en  réalité  aucu- 
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nemenl  des  vecteurs  Oz/ij,  O />io,  mais  seulement  de  leurs  extrémités 
/?ii,  /Uy',  aussi  on  peut  appeler  addition  cyclique  de  ces  points, 
affectés  de  masses  vectorielles  (ou  complexes),  l'opération  réalisée, 
qui  généralise  la  construction  du  centre  de  masses  scalaires. 

La  représentation  indiquée  ne  se  borne  pas  au  cylindroïde,  mais 
est  valable  pour  toute  vis  rencontrant  à  angle  droit  l'axe  O /.  On 
pourra  par  exemple  représenter  ainsi  les  actions  exercées  par  un  solide 
sur  l'axe  O/,  supposé  rigide  et  poli,  chaque  élément  dn  de  cet  axe 
supportant  des  forces  équivalentes  à  une  vis  infiniment  petite,  figurée 
en  O  par  son  vecteur  d'affixe  dz  et  son  moment  vectoriel d'affixe  flfZ' ; 
en  posant  comme  précédemment 

dZ'  ^  'Ldz; 
la  répartition  des  efforts  est  représentée  dans  le  plan  Oxy  au  moyen 
d'une  correspondance  Z  =  F(^)  ;  ainsi  les  intégrales    1   dz  el    I   Zdz 
mesurent  les  éléments  de  la  vis  résultante. 

II.  Il  est  une  autre  addition  circulaire  dans  le  plan,  très  voisine  de 
l'addition  cyclique  précédente,  et  qui  fournil  une  nouvelle  interpré- 
tation mécanique  des  fonctions  de  variables  complexes.  C'est  celle 
qu'on  emploie  dans  l'astatique  du  plan,  et  que  je  vais  rattacher  à  la 
précédente. 

Soient  des  points  nip  du  plan,  auxqiielssont  appliqués  des  vecteurs- 
forces  Cp  ;  il  leur  correspond  en  général  un  centre  de  forces  /«'.affecté 
de  la  résultante  r,  et  la  position  de  ce  centre  est  indépendante  d'une 
même  similitude  (directe)  effectuée  sur  tous  les  vecteurs,  et  agissant 
de  même  sur  le  vecteur  résultant.  C'est  ce  que  je  noterai  pai- 

(3)  '  ^i>,,:)mj,=  vOni' 

en  utilisant  le  symbole  ^  comme  celui  du  produit  cocyclique  entre 
points  et  vecteurs  du  plan;  il  est  facile  de  définir  ce  produit  de 
manière  formelle,  et  de  sorte  que  l'égalité  (3)  entraîne  celle  des 
produits  cocvcliques  entre  vecteurs  : 

(3')  i: P,,o ('«/'- o)  =  i»  M'"'- o) 

quel  que  soit  le  point  O  du  plan;  elle  entraine  aussi  par  suite 

(4)  ^v„=v. 

Je  représenterai  au  contraire  par 

(  5  )  -^Vi,  v^;  nip  —  V  \J  m 
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l'addition  cyclique  déjà  employée,  cette  égalité  enlrainant  aussi 

(^')  I.Vp\J(m^—o)  =  v\Jim  —  o) 

et  par  suite  l'égalité  (4);  le  symbole  \J  est  celui  du  produit  cyclique  (') 
entre  points  et  vecteurs  du  plan  et  un  tel  produit  entre  vecteurs  est 
isomorphe  au  produit  complexe  de  leurs  affixes. 

Far  une  conl^lruclion  connue  en  astatique,  décomposons  chaque 
vecteur  i,,  en  sa  composante  Up  parallèle  à  p»  et  sa  composante  w^ 
perpendiculaire  : 

v7)  ï:up{)nip=  l'Qm", 

(8)  I.Up\J  mp=  V  \J  m", 

m'  étant  le  centre  des  forces  parallèles  i/p  attachées  aux  nip. 
De  (3)  et  (-)  on  déduit 

Scf^A'v  '"p  =  v(}{m.'—  m"). 
De  (5)  et  (8) 

-  «V  W  "*/)  =  v^J  irn  —  m"). 

Mais,  à  cause  de  (6),  les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  des 
produits  de  vecteurs  \  -3  t»  ()  (a  —  6)  et  "k^vKJ  {a  —  b),  a  el  b  étant  les 
centres  des  forces  parallèles  Wp,  perpendiculaires  à  c,  mais  composées 
séparétnent  dans  les  deux  sens  opposés.  Donc  : 

(9)  'kdv.'yia  —  b)  =  v()(m'— m"), 

(10)  l^i'KJ  (a  —  b)  =  v\J  (m  —  rn"), 

ce  qui  entraîne 

m'  —  m"  =  m"  —  m , 

autrement  dit  le  centre  (astatique)  des  forces  l'p  el  celui  fourni  par 
l'addition  cyclique  sont  symétriques  par  rapport  au  centre  des  com- 
posantes parallèles  au  vecteur  résultant;  on  reconnaît  encore  que  ces 
points  sont  les  deux  foyers  et  le  centre  de  la  forme  quadratique  ima- 
ginaire, aslali([uement  invariante,  d'équation  tangentielle 

'^{VpX  v,,}[mp\][m^X]  =o 


(')  J'ai  étudié  les  produits  cycliques  du  plan  dans  l'Enseignement  mathéma- 
tique, t.  XXII,  n»  6. 

S.  M.  —  Comptes  rendus.  3 


—  u  — 

(i'p  X  i'q)  étant  un  produit  intérieur  de  vecteurs,  [w^X]   et  m^X] 
les  distances  des  points  nip,  m^  à  la  droite  unitaire  X. 

J'ai  utilisé  ici  des  produits  géométriques  indépendants  de  tout 
repère,  mais  le  produit  cocyclique  des  vecteurs  du  plan  se  traduit 
facilement  par  un  produit  entre  affixes  complexes  au  moyen  d'un 
isoiiiorphisme,  de  sorte  qu'à  l'égalité  entre  vecteurs 

©  mj  0  O  nii  =  O  /«s (,  O  m-, 
correspond  l'égalité  complexe 

ZiK^2=-Z3KZi         (K  =  conjugué  de) 
ou 

ii  =  K  — . 

-33  Z-i 

On  passe  donc  d'une  des  additions  à  l'autre  en  remplaçant  les 
vecteurs  Vp  en  lUp  par  des  vecteurs  v'  d'affixes  conjuguées,  sauf 
à  faire  l'opération  inverse  à  la  fin  de  l'addilion.  Ce  changement  revient 
à  faire  subir  aux  vecteurs  v p  un  renversement  autour  d'un  axe  du 
plan,  ce  qui  explique  que  les  centres  m  et  m'  trouvés  appartiennent 
au  cercle  focal  lié  au  système  dans  l'asiatique  de  l'espace. 

On  a  ainsi  une  nouvelle  interprétation  des  relations  entre  variables 
complexes  au  moyen  de  l'astatique  plane. 


SÉANCE    DU    13    JUIN    1923. 

PRÉSIDENCK    DE    M,    APPELL. 

Communication  : 

Conférence  de  M.  Brunscliwicg  :  Le  Génie  scientifique  de  Pascal. 
(Cette   conférence    sera    publiée    dans    la    Bévue    Philosophique 
en    1924).  

SÉANCE    DU    27    JUIN    1923. 

PRÉSIDENCE    DE   M.    GALBRUN. 

Election  : 

Est  élu  à  l'unanimité  membre  de  la  Société  :  M.  Serge  Bernslein, 
professeur  à  l'Université  de  Kharkovv,  présenté  par  MM.  Borel  et 
Galbrun. 
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Communication  : 

M.  Du  Pasquier:  Sur  la  surface  et  le  volume  de  Vhypersphère. 

En  parlant  des  formules  connues  qui  donnent  la  surface  S„  de 
l'hjpersphère  dans  l'espace  à   n  dimensions,  on  démontre   aisément 

S  .  .  ' 

que     "'^'  -^  o  lorsque  n-^ooel  l'on  en  déduit  ce  curieux,   théorème  : 

^e  rayon  de  l'hypersphère,  arbitrairement  choisi  d'ailleurs,  étant 
supposé  constant,  sa  surface  passe  par  un  majcimum,  puis  tend  vers 
zéro,  lorsque  le  nombre  des  dimensions  devient  de  plus  en  grand. 
Ce  maximum  a  lieu  dans  \Q\spatium  à  k  dimensions,  sp^y  quand  le 
nombre  entier  A"  est  tel  que 

(i)  /.  —  I  <  A7:r2<  A. 

En   d'autres   termes,   le  rayon   r  étant  fix.6,  la  surface   S^.,   fonction 

de  /:,  est  maximale,  quand  le  nombre  k  des  dimensions  du  champ  est 

le  plus  grand  nombre  entier  continu  dans  (27r/"*-t-  i)- 

S 
Il  suit  de  la    formule  V»:=:  —  qu'un   théorème  analo";ue   subsiste 

n 

pour  le  volume  V,,  de  l'hypersphère.  Ce  volume,  lorsqu'on  maintient  le 
rayon  /•  constant,  est  une  fonction  du  nombre  n  des  dimensions.  Ce 
volume  passe  par  un  maximum,  puis  tend  vers  zéro,  lorsque  n 
augmente  au  delà  de  toute  limite.  Le  maximum  du  volume  a  lieu 
dans  le  spatium  à  h  dimensions,  lorsque  h  est  le  plus  grand  nombre 
entier  contenu  dans  (  2-/- -+- i).  Il  en  découle  que,  pour  un  même 
rayon,  h  =:  k  —  2. 

Si,  inversement,  on  prescrit  /,  (ou  A),  nombre  des  dimensions  du 
spatium  où  doit  a\oir  lieu  le  maximum  de  la  surface  (ou  du  volume) 
envisagée  comme  fonction  de  k  (ou  de  h),  on  déduit  aisément  des 
inégjlités  (1)  les  limites  entre  lesquelles  le  rayon  doit  être  compris, 
pour  que  Sx-  (ou  V/j)  soit  effectivement  maximum. 


SEANCE    DU    11    JUILLET    Idi.i. 

PRÉSIDENCE    OIC    M.    GAI.BRL'N. 


Élections  : 

Sont  élus  à  l'unanimité  membres  de  la  Société  :  VI.M.    Louvel,   chef 
d'escadron   d'artillerie   coloniale,    présenté  par  MM.    Fabry    et  (?i0t  ; 


—  36  — 

Lhébrard,  professeur  au  lycée  Janson-de-Sailly,  présenté  par  MM.  Gal- 
Lrun  et  Montel. 

Communications  : 

M.  Kasner  :  Sur  les  courbures  de  Riemann  et  de  Ricci. 

M.  Rill  :    Sur  les  fonctions  algébriques  qui  peuvent  s'exprimer 
par  des  radicaux. 


SEANCE  DU  24  OCTOBRE  1923. 

PRÉSIDENCE   DE   M.    APPELL. 

Communications  : 

M.  A.  Cahen  :  Sur  les  fractions  continues  dérivées  de  fonctions 
fondamentales.  (Voir  le  résumé  de  celle  communicalion  dans  les 
Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences.) 

M.  Du  Pasquier  :  Sur  une  classe  de  déterminants  à  éléments 
variables. 

\.  Sachant  qu'une  fonction  u{x)  satisfait  à  une  équation  différen- 
tielle donnée,  on  peul  se  proposer  de  trouver  à  quelle  équatioi^diffé- 
renlielle  satisfait  une  autre  fonction  y{x)  qui  a  les  nnèuies  singularités 
que  u  et,  en  outre,  un  pôle  sinnpie  au  point  o^  =  6,  régulier  pour  u  {x), 
ou  plus  généralement  une  fonction  y  (a;)  qui  a,  en  plus  des  singula- 
rités de  u,  encore /t7  pôles  aux  points  6x  du  plan  complexe,  distincts 
ou  non  (X=ri,  2,  ...,p).  Ce  problème  se  résout  assez  facilement 
quand  u{x)  est  l'intégrale  d'une  équation  différentielle  linéaire. 
Commençons  par  le  cas  le  plus  simple  des  fonctions  sans  aucune  sin- 
gularité à  dislance  finie,  et  soit 

u{x)=  aia7"-i-i-  rt2.r«-2-f-.  .  .-!-«„, 

l'intégrale  générale  de  u^'^''{x)  =r  o.  La  fonction  y  z=:  u{x)  '.  {x  —  b), 
qui  a  un  pôle  simple,  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  dlfléren- 
tielle  de  l'ordre  n  -i-  i  et  du  deuxième  degré 


(') 


La    fonction   yz=u{x)  '.  {x'^->t-  c^x  -^-  c^).,    qui   a  deux    pôles,  est 
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l'intégrale  générale  de  l'équalion  (lifTérenlielle  de  l'ordre  «  -h  2  et  du 
troisième  degré 


(2) 


y\n^  fl  y\n—i)  I  \   yin—V 


d) 


De  même  encore,  l'équation  de  l'ordre  «  -t-  3  et  du  quatrième  degré 

adinet  comme  intégrale  générale  la  fonction  rationnelle  à  trois  pôles 

y  =  u{x)  :  {x^  -\-  c \  x"^  +  c^ X  -^  c^  ), 
et  ainsi  de  suite. 

2.   Au  lieu  de  «'"'(x)  3=  o,  envisageons  maintenant  une  équation 
différentielle  linéaire  binôme  de  la  forme 


(4) 


u^n)(  x)  —  a.a(a?)  =  o, 


où  a  représente  une  fonction  dérivable  quelconque  de  x,  qui  peut  se 
réduire  à  une  constante.  Dans  ce  cas,  les  fonctions  ci-dessus  envi- 
sagées, 

u[x)  u( x) 


y  = 


y 


x  —  b'  "^  ar*-|-  CiT  H- Cj 

sont  les  intégrales  générales  des   équations   dilTérentielles  suivantes  : 


(  ■>  I 


(6) 


(H) 


■{n-\) 

yn-hi)_(^yy    (fi^i)y'i) 
ny 


rin-\) 


Or"" 

^if.+i)_(a^-)'  (n-i-i)y"^-oLy  ("7')-^"'~" 

j(/*+î) _ (  a^-)'    ( n  -^i}y"-^*^—-i.(oiy)'     ("^       ^) y"^  —  ay 


=  o. 


S,  M.  —  Comptes  rendus. 


3. 
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3.  Noire  problème  conduit  à  une  catégorie  spéciale  d'équations 
diflérentielles  de  l'ordre  n -\- r  et  du  (/•-hi)'^™'"  degré,  jouissant  de 
l'importante  propriété  que  leur  intégration  se  ramène  à  celle  d'une 
équation  linéaire  de  l'ordre  n  seulement.  Le  premier  membre  de  ces 
équations  spéciales  peut  toujours  se  mettre  sous  forme  d'un  déter- 
minant 

;  /il      fl2     fl3       ■  ■  ■      f\r 
fn     fii     fiz      ■  •  ■      fir   ' 
fi\      fil     /as       •  •  •      /sr   I  =  IJ  (     )) 


(7) 


fr\      frl     fr% 


frr 


que  l'on  peut  écrire  immédiatement  en  appliquant  les  règles  suivantes  : 

a.  Tout  élément //^.,J^^_,  qui  ne  se  trouve  pas  dans  la  première  ligne 
(<>-o)eslIa  somme  de  la  dérivée  de  l'élément  qui  se  trouve  immé- 
diatement au-dessus  de  lui  et  de  l'élément  immédiatement  à  gauche 

de  ce  dernier;  en  formule 

/n- 1 ,  /. + 1  =  /  '/,  ^•+ 1  +  fi.  A- . 

b.  Les  éléments  de  la  première  colonne  de  gauclie,  /a,i,  se 
déduisent  du  premier,  y',!,  par  dérivations  successives.  A  remarquer 
que  cette  règle  b  est  comprise  dans  la  première,  a,  si  l'on  imagine 
qu'une  colonne  auxiliaire  fictive,  composée  uniquement  de  zéros,  soit 
placée  à  gauche  du  déterminant  D.  On  constate  que  cette  loi  de  forma- 
tion s'applique  bien  à  tous  les  déterminants  précédents  (i),  (2),  (3), 
(5),  (6). 

h.  Pour  pouvoir  écrire  le  déterminant  D,  il  suffit  dès  lors  d'en 
connaître  la  première  ligne, /,,, /12, /,3, ...  ,/i,..  Voici  comment  elle 
se  forme.  Supposons  que  u{x)  soit  l'intégrale  générale  de  l'équation 


(8 


(X)=   OLU  -t-  OLiU'  -^  O-iU"  -Ir  0(3  u'"  -\-  .  .  .-^-  CLk  "' 


OÙ  les  a,  ofi,  «2»  •  •  •<  ^'■k-,  représentent  des  fonctions  dérivables  de  x, 
qui  peuvent  se  réduire  à  des  constantes,  et  où  le  nombre  entier 
positif  k  est  inférieur  à  n.  Déduisons  de  u  la  nouvelle  fonction 

u{x) 

■^ ^^  {x  —  bi){x  —  b^_). . .(  X  —  bp) 


(' )  Le  gigne  :^  signifie  •  égal  par  définilion  ». 


I 
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Les  éléments  /,>  de  la  première  ligne  du  délerminanl  D  sont  alors 
/ii  =  'i^'"'        —'^y  —  'My'—  'Hy"  —  'ny"  —  a^y^  — ...— «A-y^), 

/i2^  (     )  j"n-i'  —  a,^  —it^y  —  3  /.,(/'  —  4  «i/ "  —...~y\  a/i-7'*-", 

A3=  (^)y«-^'  -    r^y  -3  as/  -6a;7'  _..._  (^^^  «a^'^-^, 

/u^Q)^"-"  -    a;,^   -4^47'   -•••-(3)''A•r^-'^ 

/i/'=  (;,",)  y-''^'  -  --<p-.7  -  ■  •  .  • 

5.   Comme  exemple,  soil  n  r=  3,  /c  =  i ,  y>  :=  2.  La  fonction  h  est  dans 
ce  cas  rintégrale  générale  de  l'équation  différentielle 

(9)  "'"=  ï"  +  a,  m', 

et  la  première  ligne  du  déterminant  D  du  n"  3  devient 

/ii  =  y"— ^7  — ^ly';      fvi=''>y"  —  'My\      ÎM^'^y'- 

On  en  déduit,  en  appliquant  les  règles  du  n°  3 

/2i  =  /'ir.      /22=/u-i-/i2  ;      /23=/iî-f-/i3  ; 

On  peut  dés  lors  écrire  immédiatement  l'équation  difTérentielle  à 
laquelle  satisfait  la  fonction  y  =  «(^)  I  (j?^-l-  c,^  -t-  C2),  quand  u  est 
déterminée  par  (9).  L'équation  ainsi  obtenue,  D  =  o,  appartient  à  une 
catégorie  spéciale  d'équations  difTérentielles  du  cinquième  ordre  et 
du  troisième  degré,  dont  l'intégration  se  ramène  immédiatement  à 
celle  de  (8).  Klle  rentre  comme  cas  particulier  dans  une  classe  d'.équa- 
I  ions  étudiée  par  VI.  J.  Môll  ('  ).  La  méthode  qui  conduit  aux  résultats- 
ci-dessus  s'applique  d'ailleurs  à  des  cas  beaucoup  plus  généraux. 


SEANCE  DU  li  NOVEMBRK  1923. 

PRÉSIDENCK    DK   M.    GALBRl'N. 

Conimuiiication  : 

M.  Noaillon  :  Sur  les  pôles  des  fondions  /inrnionù/aes. 

(')  Mitleilungen  des  math.  Seminars  (1er  Uniw  Giessen,  llefl  I\,  ipaa.  Voir 


—  ÂO  — 

Notations. 
P  =  point  (le  coordonnées  Xi  x^.  .  .Xs,  (  réelles), 


|P1  =\/x\  +  xi-i-...xl, 


I(P)  =  toute  grandeur  indépendante  des  coordonnées  de  P, 

X  =  toute  fonction  dont  le  module  reste  ^  i , 

X.I(  P)  =  toute  fonction  qui  reste,  en  module,  inférieure  à  un  nombre  indé- 
pendant du  point  P. 

Théorème  I.  —  5<  G(P)  est  une  fonclion  entière  des  coordonnées 
du  point  P  satisfaisant  à  Inéquation  de  Laplace 

\àx'f       '  '  '  ôx'^  / 
et  si  pour  les  valeurs  réelles  de  P  on  a 


G(P)  =  |P1".  X.I(P;, 

la  fonction  G  {P)  se  réduira  à  un  polynôme  en  Xy. .  .x.^  de  degré  "^n. 

C'est  l'analogue  d'un  théorème  de  Lionville  sur  les  fonctions 
entières  de  a? -I- y  V^ — i.  Pour  n  =  o  on  retrouve  uu  théorème  connu 
de  M.  Picard. 

Théouème  II.  —  Si  Tin  fini  est  un  point  singulier  isolé  (dans  le 
domaine  réel)  pour  la  fonction  harmonique  F(P)  et  si  dans  le  voisi- 
nage de  V infini  on  a 

F(P)  =  |P|«.~A.r(T], 

l'infini  sera  un  pôle  (')  d'ordre  <  n. 

Théorème  IIl.  —  Si  le  point  Po  est  un  point  singulier  réel  isolé 
pour  la  fonction   harmonique  F(P)   et  si  dans  le  voisinage  de  ce 


aussi  un  Mémoire  de  M.  P.  Appell,  Sur  les  iin'arianls  de  quelques  équations 
différentielles  {Journal  de  Mathématiques,  4*  série,  l.  5,  1899,  p.  36i-4?3);la 
Thèse  de  M.  P.  Rivereau,  Sur  les  invariants  de  certaines  classes  d'équations 
différentielles,  Paris,  1890;  et  un  Mémoire  de  M.  K.  Xessiot,  Sur  quelques  équa- 
tions différentielles  ordinaires  du  second  ordre  {Ann.  Fac.  Sciences  de  Tou- 
louse, t.  9,  1895,  F,  p.  1-26). 
(')  Au  sens  de  M.  Appell,  ^c^a  mathemalica,  t.  4,  1884,  p.  3ji. 
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point  on  a 


F<'')=rp-:rp;iî  •'■■'"'). 


le  point  P^  sera  un  pôle  d  ordre  ^  n. 


SÉANCE  DU   12  DÉCEMBRE   1'j23 

PRÉSIDENCE   DE    M.   AIRIC. 

Elections  : 

Sont  élus  à  l'unanimilé  membres  de  la  Société  :  MM.  Anton 
Vakselj,  présenté  par  MM.  Galbnm  et  Got;  le  Lieutenant-Colonel 
Mussel,  présenté  par  MM.  le  commandant  lîarré  et  Got;  Lloyd 
L.  Dines,  professeur  de  mathématiques  à  l'Université  de  Saskatoon 
(Saskatchewan),  présenté  par  MM.  Chapelon  et  Cliazy. 

Communication  : 

M.  Wladimir  Kostitzin  :  Sur  le  travail  mathématique  à  Moscou 
dans  les  circonstances  actuelles. 


SÉANCE   DU  26  DÉCEMBRE    192;i. 

PnÉSIDENCE    DE    M.    LE    COMU'    BARRÉ. 
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